S.H-J'jV 


'■^M 


■  it '■■-'^■■.•('-, 


'M 


m'i 


\.'-,'.'--^;    ■    «Kf'^i'-.'ni'v'' 

i'  '  ''';;;'  '■':î'^''Ji':'<>"-'  :'■ 

'û-'é- 

'.■.■'■'!';--;■;;,;!•"'■;■■;■;';'■    ■' 

'7":'rs 

||;;§"f;- 

'm 

m^ac 

;;::;| 

Digitized  by  the  Internet  Archive 

in  2010  with  funding  from 

University  of  Ottawa 


http://www.archive.org/details/s4journaldemat10liou 


9U 


JOURNAL 


DK 


MATHÉMATIQUES 


PURES  ET  APPLIQUEES. 


± 


JOURNAL  ^^v 


^THÉMATIQUES 


PURES  ET  APPLIQUÉES, 

FO^DÉ    EN    I83{)    ET    PLiHLlÉ    JUSQLE\    187i 

Pau    Joseph    LIOUVILLE. 


PUBLIE  DE   1S75  A   1884 
Par    h.    RESAL. 


QUATRIÈME  SÉRIE. 

P  U  U  L  I  !■  E 

Pak  CAMILLE  JORDAX, 

AVEC    LA      CO  LL  A  110  R  VT  r  Cl  N      DE 

JI.    U\\,    A.  JlAXXHEni,    É.   l'ICAlîD,    II.    POlXCAKi;,    11.   RESAL. 


TOME  DIXIEME.  -  A^\\ÉE  1894. 


PARIS, 


GALTHlEH-ViLLAKS  ET  FILS,  IMI'UIMELKS-LIHKAIUES 

DU      U  U  R  li  A  U      U  E  S      LONGITUDES,     DE      l'e  C.  0  L  E      I'  ()  L  V  T  E  C  II  .N  1  U  U  E, 
Quai  lies  Griinds-AugLislins,  55. 

1894 

iTuus  «Jruils  réàôrfcsj. 


I 
tJG 


JOURNAL 


DE 


MATHÉMATIQUES 


PURES  ET  APPLIQUÉES. 


Mémoire   sur  la   transformation  des  équations 
de  la  Dynamique; 

Par  m.   Pa€l  PAINLEVÉ. 


INTRODUCTION. 
1.  Étant  donné  un  système  d'équations  de  Lagrange 


dt\dq'i  J        dqt         ^"  dt 

OÙ  les  Q,  ne  dépendent  ni  des  vitesses  ni  du  temps  et  où  T,  forme  qua- 
dratique par  rapport  aux  q- ,  est  aussi  indépendante  de  t 

2T=^Aijq.q'j=^_         (Aij=Aj,), 

on  peut  se  demander  s'il  existe  d'autres  systèmes  analogues  (A,)  qui 
définissent  le  même  mouvement  que  (A).  La  question  ainsi  posée  est 
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assez  irslreiiito,  mais  elle  aequierl  une  tout  autre  portée  si  Tonassu- 
jellil  seulenienl  le  système  (A,)  à  la  eoudilion  (|ue  les  ti-ajocloircs  rie 
(A)  cl  de  (A,)  coïncident,  le  mouvemeul  sur  ees  trajectoires  din'é- 
raiil,  eu  général,  d'un  système  à  raulrc.  Aulreuient  dit,  le  prohlèiui- 
consiste  à  l'oinier  les  systèmes 

.[   d  [d-\\\       (n\       ^.  dfii 

(A.)         )7ÏTAm)-W,'=^^''^-'J---'1'^'  '^=^' 

'  (t  =  r,o,  ...,A), 

où 

i|ui  définissent  mire  les  y,  les  mêmes  relations  (jue  (A).  Deux  tels 
systèmes  (A)  et  (A,)  seront  appelés  cohrespondants. 

*i.  A  ce  problème  se  rattache  un  problème  d'apparence  plus  géné- 
lale  qui,  pour  être  posé  avec  nelLelé,  demande  (pK'lquosexplications. 
Le  changement  de  variables 

d'où  l'on  lire  inverseuienl 

(2)    /•,  =  •},(  7,,  y, y,),        ....        /7='|/.(y,,y2 y*), 

transforme  ds-  en  une  expression  de  même  nature  dn-  : 

'if^'^  2^'V(?M  ?.,•••,  ?a)  ^/?,  doj=  2  B/, ('■,  ,'•.,■••,  r,^  dr,  dr^, 

et  le  système  (A)  en  un  système 

1    (I  (  (h  \        d'         ,j    ,  dr, 

(H)      ^di\ô?:)-dF.  =  ^^'^''^^''-^ '■')'     lu-'-'  ■ 


ou 


:^%,        R,E^Q.(9,,9„...,^,)^+...+Q,(o,,o„...,o,-)g. 
Nous  dirons  que  les  expressions  ds'-  et  c/7'^  cl  tle  même  les  systèmes 
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(A)  et(B),  sont  homologues  (')  el  admettent  la  transformation  (i  ) 
comme  transfoimalion  de  pa-ssagr.  En  particulier,  si  ds'-  et  f/a^  [ou 
(A)  et  (B)]  coïncident  quand  on  fait  y,=  /•,(?'  =1,2,  . . .,  A),  la  trans- 
formation (i)  sera  une  transformation  du  ds^  [ou  du  système  (A  )|  i-n 
lui-même: 

A  un  ds-  [ou  à  un  système  (A)]  donné,  une  transformation  (  i  )  fait 
correspondre  un  homologue  et  un  seul;  inversement,  entre  deux 
expressions  homologues  ds-  et  da-  [ou  entre  deux  systèmes  homo- 
logues (A)  et(B)],  il  n'existe  qu'une  transformation  de  passage,  à 
moins  que  ds-  [ou  (A)]  n'admette  des  transformations  en  lui-même . 
En  combinant,  en  effet,  avec  une  transformation  de  passage  une  trans- 
formation quelconque  du  ds-  [ou  de  (A)]  en  lui-même,  on  obtient 
une  nouvelle  transformation  de  passage  et  on  les  obtient  toutes  ainsi. 
Ces  transformations  du  ds'-  [ou  de  (A)]  en  lui-même  définissent  ton- 
jours  un  groupe,  continu  si  elles  dépendent  de  constantes  arbitraires, 
discontinu  dans  le  cas  contraire.  (On  démontre  aisément  qu'elles  ne 
peuvent  dépendre  de  fonctions  arbitraires.)  Il  n'y  a  donc  jamais  de 
difficulté  à  reconnaître  si  deux  expressions  données  ds"^  et  di-  [ou  deux 
systèmes  donnés  (A)  et  (B)]  sont  homologues,  non  plus  qu'à  déter- 
miner les  transformations  de  passage,  dans  le  cas  où  le  groupe  des 
transformations  du  ds'-  en  lui-même  est  discontinu  et  notamment  se 
réduit  à  la  transformation  identique.  Mais,  dans  le  cas  où  ce  groupe 
est  continu,  les  transformations  de  passage  dépendent  d'équations 
différentielles.  D'après  les  théories  de  M.  Lie,  tout  le  problème  re- 
vient à  déterminer  les  transformations  du  ds"^  [ou  de  (A)]  en  lui-même, 
et  cette  recherche  se  ramène  à  V intégration  dhin  système  linéaire 
complet. 

Observons  enfin  que,  si  (A)  et  (B)  sont  homologues,  il  en  est  de 
même  a  fortiori  àeds-  et  àcdi^,  mais  que  la  réciproque  n'est  évidem- 
ment pas  vraie.  En  particulier,  une  transformation  q^^ts^^  du  ds'^  en 


(')  Quand  les  deux  ds-  que  l'on  compare  poilenl  sur  les  mêmes  lettres,  soit 
ds-  et  dsl,  ds\  sera  dit  itomologue  de  ds'''  s'il  coïncide  avec  un  des  homologues 
de  ds'^,  soit  di',  où  l'on  a  fait  /•,=  (7,(«  r=  i ,  2,  .  .  .,  A).  De  même  (A)  et  (A,)  se- 
ront dits  homologues  si  (A)  coïncide  avec  un  des  systèmes  (B)  où  l'on  fait 
r,=r  qi  el  t  ^  t^. 
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liii-iiKMiie  no  conserve  (A)  que  si  Ton  a  : 

2  *v/(î"  •••' ?*)^—Q'('"i'  ••■''■*)'  P""''  «  =  1,2,  ...,A. 

; 

Plus  généralement,  soit  (A)  et  (B)  deux  systèmes  homologues  : 
((uand  (W^  qI  drs'^  admettent  plusieurs  transformations  de  passaj^e,  ces 
liaiistoriiiaLions  qi^  cp,  sont  de  deux  espèces,  suivant  ([u'elles  satislonl 
ou  MDM  aux  conditions 

R,=  Q,(cp„o„.. .,?,)!;, +---+0.(?n  ?.,••- ?*)^- 
(/  =  i,2,  . ..,/.); 

les  premières  seules  transforment  (A)  en  (B). 
3.   Ceci  posé,  cherchons  tous  les  systèmes  (B,) 


CB,) 


drj  _ 


(i  =  I,  2,  ...,  A), 

où 

Iris  quo  les  trajecloires  do  (B,)  se  déduisent  de  celles  de  (A)  pai- 
un  chanf(er»e/il  de  t^ariables  (i),  ^,=  çp,.  Le  changement  do  va- 
rial)los  inverse  (2)  transformant  (B,)  en  un  correspondant  (A,)  do 
(A),  les  systèmes  (B,)  en  question  se  composeront  des  homologues 
de  (A)  et  des  homologues  de  tous  ses  correspondants.  La  seule 
difficulté  consiste  donc  à  déterminer  les  correspondants  (A,)  de  (A). 
Parmi  ces  systèmes  (B,),  il  en  est  de  remanpiablos,  ce  sont  ceux  où 
ds\  se  confond  avec  ds-,  quand  on  fait  qi  =  /",(/  =1,2,...,  k).  Si  un 
loi  système  (B,)  existe,  le  mouvement  défini  par  (A)  jouit  d'une  pro- 
priété importante  :  on  peut  dans  (A)  substituer  aux  forces  Q,  d'autres 
forces,  à  savoir  les  forces  R^  (^|,  ^,,  . . .,  q^),  telles  que  les  /louvelles 
trajectoires  se  déduisent  des  premières  en  changeant  les  y,  e/i 
'2,(q,-,  ...,q/^).  Dans  le  cas  particulier  où  les  Q,  et  les  lî)  sont  iden- 
tiques \cesl-d-d'ir(i  où  (A)et(B,)  coïncident  quand  on  fuil  q,=  r,, 
/  =  /,],  la  transformation  cii^^Oi  transforme   en  lui-même  l'en- 


SLR    LA    TRANSFORMATION    DES    ÉQUATIONS    DE    LA    DYNAMIOIE.  f) 

semble  des  trajectoires  de  (A).  D'autre  part,  il  est  clair  (jiic  la  trans- 
formation inverse  (2)  ramène  (B,)  à  être  un  correspondant  (A,)  de 
(A)  dont  le  ds'^  est  homologue  de  ds"^.  D'après  cela,  posons-nous  les 
deux  problèmes  suivants  : 

I.  Déterminer  les  substitutions  (i),  y,=  cp,,  qui  transforment  en 
lui-même  l'ensemble  des  trajectoires  de  A. 

II.  Déterminer  les  systèmes  de  forces  K'-(q,,q.,,...,q^)  telles 
que,  si  on  les  substitue  aux  Q,  dans  (A),  les  nouvelles  trajectoires 
se  déduisent  des  premières  en  changeant  les  y,-  en  o, ((/, ,  q^_,  . . . ,  qi,). 

Pour  résoudre  le  premier  problème,  il  faut  calculer  tous  les  coi'res- 
pondants  (A,)  de  (A)  qui  sont  en  même  temps  ses  homologues.  Les 
transformations  cberchces  se  composent  de  toutes  les  transformations 
([ui  font  passer  de  (A)  à  cbaquc  système  (A,);  elles  comprennent  no- 
tamment les  transformations  de  (A)  en  lui-même. 

Pour  résoudre  le  second  problème,  il  faut  calculer  tous  les  corres- 
pondants (A|)  de  (A)  dont  te  ds\  est  homologue  de  ds'.  Toutes  les 
transformations  de  passage  qui  existent  entre  rf.s^  et  chaque  ^/.î^',  soit 
y,  =:  o,-,  définissent  les  systèmes  cherchés  de  forces  R|- ,  à  savoir 

(i=  1,2,  ...,  A). 

Elles  comprennent  notamment  les  transfoi^mations  du  ds'  en  lui- 
même. 

i.  Ce  qui  précède  suffit  à  montrer  Tintérêt  qui  s'attache  à  l'élude 
des  systèmes  correspondants.  C'est  à  la  démonstration  de  quelques 
propriétés  générales  de  ces  systèmes  qu'est  consacré  le  présent  Mé- 
moire. Dans  un  autre  travail,  je  développerai  les  principales  appli- 
cations de  ces  propriétés  et  notamment  la  solution  des  problèmes  I 
et  II  dans  le  cas  de  deux  ou  trois  paramètres. 

Si  l'on  convient  de   représenter  un   système  (A)  par  le  symbole 

Jouni.  de  Math.  (4'  série),  loine  X.  —  Fasc.  I,  iSy'|.  2 
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('t~-'  *-')'  ""'  '"'"''""'"  (7'"''  ^  j  fl"'ind  l'^'*^*^!  cIorivLMit  d'un  polonticlU, 
les  princijMiix  rcsullals  ([iic  j'ai  ohlemis  se  résument  ainsi  : 

En  premier  lieu,  u/i  syslèinc  fjin'lconquc  i  -jr,-'  Q/j  (fdnict  loiijours 
iiiic  infinilc  de  corrcspondatils,  à  savoir  les  systèmes  (  C -^,  1  cQ,j, 
où  C.  elc  sont  deux  conslanlcs.  On  peut  passer  du  système  (A)  à  un  de 
e<'s  correspondants  (A ,  )  par  la  li-ansformalion  :  ^y  =  i/-  (  '  ).  Quand 
loules  les  forces  (^),  sont  nulles,  on  passe  de  (A)  à  (A,)  en  faisant 

'---  =  c.  c  désignant  une  constante  orhiti-airc.  Je  dirai  souvent  dans 

(Il  '  ^ 

la  suite  que  ds-  et  Cf/.s"  sont  deux  ds'-  seinblablcs,  et  de  même 
(pie  les  systèmes  de  forces  Q,  et  cQ,  sont  deux  systèmes  de  forces 
scinblabh's,  ou  encore  que  ds-  et  Cds'-  (et  de  même  les  systèmes  Q, 
et  C<^>,  )  ne  sont  pas  disliiirls. 

Un  sys/c/ne  (A)  fjKc/co/nji/i'  iiadnx'l  pas   en  gcncfal  d'aitli'i's 


Ich] 


rorrrspo//d(//t/s.  S'il  en  admet  un,  soit  ( -t-|>  Qj. j,  il  en  admet  une 
inlinilé,  à  savoir!  -y4^  >  c(T  );  nous  dirons  ipic  ces  correspondants  ne 

sont  [)as  dislincls  du  premier. 

En  second  lieu,  atlmellons  cpie  h's  ()j  dcriiciil  d'un  poIrnlK'l.  Le 

système  i-j-^-'  U  )  (iilmrl  um'  in  fini  (c  de  coj-fcspoiidants,  indiqués  par 
M.  Darboux,  à  savoir  les  systèmes    (aU  -l-  ji)  — ->    ,-j r^   >où  a,  ^,7,  0 

sont  des  constantes  assujetties  à  la  seule  condition  ao  —  [iy  — o.  La 
correspondance  entre  (A)  et  un  tel  système  (A,)  jouit  d'une  propriété 
remarqualdc  :  associons  les  trajectoires  de  (A)  en  faisccaiu:  na- 
turels, j'entends  en  faisceaux  qui  satisfont  à  la  condition  T  —  U  =  //. 
Il  étant  une  constante  déterminée,  et  comparons  les  faisceaux  natu- 
rels de  (A)  et  de  (A,  );  on  trouve  que  tout  faisceau  naturel  de  (A  ) 


^')  Ce  sont  là  des  propriétés   bien  connues,  siijnalées  depuis   longtemps  par 

M.  Bertrand  dans  ses   travaux  sur  la  similitude  en   Mécanique,  el  dont  M.  Ap- 

C  .  . 

pell,  en  l'aisanl  —  =:; —  1,  a  tiré  une  interprétation  du  temps  imagiiinire. 
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coïncide  avec  un  faisceau  naturel  de  {A^),  les  valeurs  de//  elde//, 

se  correspondant  par  la  relation  //  =  '-— — ^-  Cette  propriété  est  ca- 

racléristique  de  la  tran.sfoi-mation  de  M.  Darboux.  On  passe  de  (A) 
à  (A,  )  par  la  Iraiisformalion 

(ao  -  pY)r//-;  =  (aU  +  ^^)-[y.ds-  -  <//-(aU  +  [i)]. 

Ces  systèmes  (A,)  se  confondent  avec  ceux  que  j'ai  indiqués  eu 

premier  lieu  pour  a  =  o.  Un  système  (-rji^  L)  j  quelconque  n'admet 

pas  en  gé/iéi-al  d'autres  convspondants.  Nous  donnerons  à  tous  ces 
systèmes  (A,  )  le  nom  de  cnri'espondanls  ordinaires  de  (A). 

iî.  .Varrive  mainleuanl  aux  systèmes  (A)  (pii  possèdent  des  corres- 
pondants distincts  de  ces  correspondants  ordinaires.  11  convient  ici 
d'étudier  à  j)art  le  cas  où  il  y  a  des  forces  et  le  cas  où  lous  les  (),  sont 
nuls. 

Pbemiek  cas.  —  Tous  les  coejjlcients  Q,  sont  nuls  dans  (A).  Il  en 
est  de  même  alors  nécessairement  dans  tout  système  correspon- 
dant (A,).  On  se  trouve  ainsi  ramené  à  l'élude  des  couples  de  ds- 
rorrespondants,  en  appelant  ds'-  rori-espondanls  deux  ds'-  dont  les 
géodésiques  coïncident.  C'est,  pour  h  —  2,  le  [irohlème  de  M.  Dini,  et 
le  théorème  démontré  par  ce  géomètie  rentre  comme  cas  [larticulier 
dans  le  suivant  : 

Soit  ds-  et  ds]  deux  ds^  correspondants  (non  semblables^,  et  A 
et  A,  leurs  disci-iminants  (relatifs  aux  dq,).  L'e.rpression 


est  une  i/itég/'ale  première  des  géodésiques;  les  <-xpressions 
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sont  donr  rcaprclnemcnt  des  inlégralesquadrallqucs des di'tt.r  sys- 
tèmes 

De  p/i/s  on  passe  d'un  système  à  l'autre  par  la  transformation 

C  désignant  un  nombre  choisi  arbitrairomonl  (nu  môme,  si  l'on  veut, 
une  intégrale  première  quelconcjue  des  géodésiques).  Un  ds^  ne  peut 
donc  admettre  de  correspondant  ds\  (non  se/nb/ab/e)  sans  que  le 

système  [4^,^  Q,  =  o  j  admette  an  moins  une  intégrale  quadratique 

distincte  de  celles  des  forces  tu\-es  ('). 

LVludc  (le  ce  cas  parliculicr  où  les  forces  sont  nulles  cuLraine  d'im- 
portantes conséquences  pour  le  cas  général,  notamment  celle  ci  :  si  ds^ 
ET  ds\  SONT  COHHESPONDANTS,    \"  pour  tout  systèmc  de  forces  Q,,  on 

pi'ut  trouver  des  forces  CT  tclh-s  que  les  deux  systèmes  i-^j:,,  Q^) 
et  {  y^,  Oj  soient  coirespondants,  et  l'on  peut  alois  passer  d'un 


.lt\         , 
système  à  l'autre  par  une  transformation  de  la  forme  (i)  oii  ('.  est 

un  nombre  dclej-miné;  2"  deux  correspondants  i  -t-,^  ()j]  ^'M  ^'  Q,) 

quelconques  /entrent  dans  les  précédents,  c'est-à-dire  qu'on  peut 
passer  de  l'un  à  l' autre  par  une  transformation  (iV 


('  )  Celte  intégrale  ne  se  confond  avec  celle  des  forces  vives  que  si  ds\  ^  C  dx-. 
11  peut  d'ailleurs  arriver  que   ds-  admette  un   correspondant  et  que  le  système 

(  -— ,  Q,  =z  o  )  ne  possède  avec  l'intégrale  des  forces  vives  qu  une  sente  iiitéi;ralc 

(juadratiqite,  comme  le  montre  l'exemple  du  couple  de  correspondants  : 

ds-  =  ':f[qu'li){ à<p\  -\-  d>]\  )  -f-  d<j\ 
et 

ds]  =  t? ( '/i,  '/2 )  (f/'y ï  +  '^l'il )  +  <-'d<jl, 

où  c  est  un  nombre  ([ueiconque. 
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Cette  proposition  est  complétée  pai'  une  double  réciproque  : 

I.  Si  l'on  peut  passer  d'un  système  i-jr^-'  Q,)  «  "«  sy  s  tente 
i-T-Ti  Qj  )  où  les  Q,,  Q'.  sont  donnés,  par  un  changement  de  variable 
tel  que 

dt 


(II,  -       /  V 


ds^  et  ds\  sont  correspondants,  et  les  résultats  précédents  s'appli- 
quent. 

/  ds^  \         /  dx'         ,\ 

II.  Si  deux  systèmes  (-rfi->  Q,  )  et  (  ;t7|'  Q,  )  se  correspondent  pour 

DEUX  systèmes  distincts  de  forces  associées,  soient  Q,  et  Qj  d'une 
part,  (Q,)  et  (Q,)  d'autre  part,  ds^  et  ds'^  sont  aussi  correspon- 

(ds' 

admet  des  correspondants  de  la  forme  (  -~  >  Q  j . 

Celte  dernière  proposition  suppose  toutefois  A\>  2.  Pour  A  =  2, 
on  sait  seulement  que  le  nombre  v  des  systèmes  associés  (distincts)  de 
forces  Q,,  Q].  ne  peut  dépasser  3  {ds^  et  ds\  étant  donnés)  sans  que 
les  géodésiques  de  ds'-  et  ds\  coïncident  (et  v  est  alors  infini)  ;  si  v  =  3, 
ds"^  est  le  ds-  d'une  surface  à  courl)ure  constante  (de  même  que  ds\). 

Deuxième  cas.  —  Les  forces  Q,-  de  (A)  ne  sont  pas  toutes  /tulles. 
On  démontre  qu'on  peut  passer  du  système  (A)  à  un  système  corres- 
pondant (A,)  par  un  changement  de  variables  bien  déterminé  de  la 
forme 

g  =  An^„y_..,^.)(g-v)  =  A^(T-Y), 

l'égalité  T  —  V  =  const.  étant  vérifiée  par  tout  moui^ement  de  (A), 
ce  qui  exige  que  t  —  V  soit  ou  une  intégrale  quadratique  <^/e(A)  ou 
une  constante  absolue.  On  se  trouve  amené  alors  à  distinguer  plu- 
sieurs hypothèses  possibles  : 

I.  (-  —  V)  se  réduit  à  une  constante  absolue;  —■  =  )^.  C'est  le  cas 
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Irailé  précédemment  où  ris-  et  f/«^  sont  connEspoNDA^•Ts;  h  sysfr/nf 
-j^,  O,  =  o  )  admet  une  intégrale  quadratique. 
II.  //  c.i-isle  une  fonction  de  forces  U,  et  T  —  Y  coïncide  arec 
ï  -  (  Il  +  a).  Les  deux  systèmes  [(  U  +  a)  ^, '  xj^  J  ''^  \ju\  '  ^') ' 
^/o///  le  p/e/nie/-  est  un  correspondant  ordinaire  de  {\)  sont  cor- 
rrs/)onda/its  en  même  temps  que  {l] -\- a)ds-  et  ds\\,  ils  jniiissenl 
donc  des  propriétés  indiquées  plus  haut  :  le  système 

adiiiri  mil'  inl(''i;rale  (piadrali<|ue.  Quant  an  système 


(^■q;). 


il  adinii  uni'  iutéj^n'ale  ipiadraTupie  non  seulement  (juand  on  annule 
les  (  )  ,  mais  i)()ur  les  (  )'  donnés. 

III.  (  Hypothèse  p;énérale  ).  —  L'égalité  t  —  V  =  const.  définit 
une  intégrale  de  (A)  distincte  de  celle  des  forces  viies.  Les  sys- 
tèmes (A)  et  (A,)  admettent  alors  une  intégrale  quadratique. 
Il  convient  de  signaler  dans  celte  hypothèse  deux  cas  particuliers  :  le 
cas  où  U,  existe  et  où  les  géodésiques  de  ds'-  coïncident  avec  un 
faisceau  naturel  T,  —  U,  =  <7,  de  (A,)  [c'est  Thypothèse  II  où  Ton  a 
permuté  (A)  et  (A,)J;  et  le  cas  où  U  et  U,  existent  et  où  deux  fais- 
ceaux naturels^  —  U  =  a  e/  T,  —  U,  =  a,  de  (\)et  de  (A,)  coïnci- 
dent. Dans  l'un  et  l'autre  cas,  la  transformation  de  M.  Darboux  permet 
de  rentier  tlans  l'hypothèse  I  où  les  géodésiques  de  ds-  et  de  ds\  coïn- 
cident et,  par  suite,  d'appliquer  les  conclusions  énoncées  à  propos  du 
premier  cas. 

G.  Les  propriétés  que  je  viens  d'énumérer  sont  des  conditions  né- 
cessaires mais  non  suffisantes  pour  qu'un  système  (A  )  admette  des 
correspondants  ordinaires  :  elles  ne  sont  suffisantes  que  pour  k—  2. 
Mais  ces  propriétés  permettent  de  former  sans  peine,  et  en  les  simpli- 
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liant  singulièrcmont,  les  condilions  suffisantes,  et  parmi  ces  conditions 
elles  représentent  les  plus  importantes,  celles  qui  mettent  en  évidence 
les  caractères  essentiels  des  systèmes  (A)  étudiés.  Parmi  les  consé- 
quences qu'elles  entraînent,  je  citerai  celles-ci  : 

Soient  P^'  Q,    et    '-J\ ,  Q',  1  deux  systèmes  correspondants  non  or- 

\     Cl  C~  Cl  t    y  J 

d inaires  :  i"  on  n'a  jamais  ds;  .  <j.(q ,  q^)  ds-  ;  2"  si  Q,-  et  Q'.  dé- 
rivent des  potentiels  U  et  U,,  //  n'existe  pas,  en  général,  de  faisceau 
naturel  T—  U=a  rfe  (A)  qui  coïncide  avec  un  faisceau  naturel 
T,  —  U,  =  a  de  (A,  ),  et  il  n'en  existe  jamais  plus  d'un.  [Parmi  les 
faisceaux  naturels  nous  comptons  le  faisceau  des  géodésiques  cpii  cor- 
respond à  a  (ou  a,)  ^=  ac.] 

Mais  voici  une  autre  conséquence  bien  plus  importante  :  La  re- 
cherche des  correspondants  (A,)  (run  système  (A)  donné,  et  en 
particulier  la  recherche  des  groupes  de  transformations  des  tra- 
jectoires f/e(A),  n' entraînent  jamais  que  l'intégration  de  systèmes 
linéaires  complets. 

Enfin,  à  toute  intégrale  de  {\)  algébrique  et  entière  (ou  /atiim- 
nelle)  en  q\^  ..  ,  q\  correspond  une  intégrale  analogue  et  de  même 
degré  de  (A,)  (').  Ceci  s'applique  notamment  aux  intégrales  li- 
néaires :  d'où  il  résulte,  d'après  un  théorème  de  INI.  Lie,  que  deux  ds- 
correspondanls  possèdent  le  même  /wmbre  de  transformations  in- 
finitésimales en  eux-mêmes.  De  cette  remarque  et  des  théorèmes 
établis  plus  haut  sur  les  correspondances  qui  conservent  les  géodési- 
ques, découlent  immédiatement  toutes  les  propositions  déjà  connues 
sur  la  correspondance  entre  les  mouvements  plans  et  les  mouvements 
sur  une  surface  à  courbure  constante  :  et  les  propositions  analogues  se 
trouvent  ainsi  établies  pour  un  nombre  quelconque  de  paramètres. 

7.  Revenons  maintenant  auv  problèmes  que  j'ai  [)osés  au  début  de 
cette  introduction  : 

Tout  d'abord  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que 
le  mouvement  défini  par  {\)  puisse  être  défini  par  un  autre  sys- 
tème (A|)  sont  évidemment  les  suivantes  :  i"  (A)  et  (A,)  doivent 


(')  Ce  théorème  n'esl  niillenienl  évident,  mais  ré>ulle  de  la  i'oiilie  particulière 
de  la  relation  qui  existe  entre  etl  el  cfli. 
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rire  roirc.spondanls  en  même  temps  que  ds^  et  tls'^;  2"  A  et  A,  doi- 
vciil  rifc  idcnliqitcs  (à  un  /acteur  constant  près). 

(jiiiintaux  systèmes  B,  (voir  p.  8)  dont  les  tmjectoires  se  déduisent 
fil-  c-cllos  de  (A)  par  une  transformation  çf,  =  ?,('"m  ''21  •  •  -i  ''i<)i  leurs 
propriélcs  découlent  immédiatement  des  propriétés  des  systèmes  (A ,). 
.Icine  boi'iic  à  signaler  explicitement  ce  théorème  maintenant  évident  : 
O/i  peut,  dans  tous  les  cas,  passer  de  (i\)  à  (B,  )  par  un  change- 
ment de  variables 

:9,(/-,,  ...,/v),         ^  =>^(9,,'72,  •••.  qk){--  VJ,  (/  =  I,  2,  ...,  A), 

l'expression  ~  —  V  définissant  une  intégrale  quadratique  de  (A), 
à  moins  qit\;lle  ne  se  réduise  à  une  constante.  Dans  ce  dernier  cas, 
la  substitution  q^^^Oi  transforme  l'un  dans  Fautre  les  deux  fais- 
ceaux de  gèodésiques ;  réciproquement,  si  les  géodésiqucs  de  (A) 
et  de  (B,)  se  correspondent  par  la  transformation^  q^  =  o,-,  on  a 

-^  =l(q„  ...,q,), 

et.  giELS  QUE  SOIENT  LES  Q,  da/is  (A),  //  ccistc  des  systèmes  (B,) 

dont  la  force  iv've  est  -r4- 

Si  Ton  connaît  notamment  une  transformation  q^  =  cp,  des  gèodé- 
siques de  ds'^  en  elles-mêmes,  pour  tout  système  de  forces  Q,  de  (A) 
on  pourra  calculer  des  forces  R)  telles  que  les  trajectoires  du  système 

se  déduisent  des  trajectoires  de  (A)  en  changeant  y,  en 

o,(y,,  ...,  q^).  Par  exemple,  la  transformation  Iiomograpliique  la 
])lus  générale  conservant  les  gèodésiques  de  ds'-=idq\-\-  dql-h  r/y!;, 
à  tout  système  de  forces  Q,-  on  pourra  associer  des  forces  R)  telles  que 

[ds-  "1  T  ds'^         i~\ 

ZJTï'  Q'  M^t^  fl'2     771  '  ^i    S6  déduisent  les  unes  des 

autres  par  une  transformation  homographique  donnée.  En  appliquant 
à  ce  cas  particulier  les  formules  générales  de  correspondance  établies 
dans  ce  Mémoire,  on  retrouve  les  résultats  bien  connus  de  M.  Appell. 
Je  dirai  enfin  quelques  mots  d'un  problème  assez  analogue  à  la 
recherche  des  correspondants  et  qui  concerne  les  systèmes  (A),  où 


[S'  «;] 


les  forces  dérivent  criin  polcnliel  U.  On  suit  que  chaque  faiscrau 
naturel  de  trajectoires  T  —  U  =  a  coïncide  avec  les  géodésiqucs  de 
(U  +  «)  ds-.  On  peut  chercher 5/  ds''^^i\}  +  a)  ds-  admet,  quel  qui' 
sort  a,  un  ds-  coi-rrspondant  (non  seml/lalde),  soilds'^.  Il  est  clair 
que  cette  recherche  rentre  entièrement  dans  lélude  des  couples  de  c/.s" 
correspondants.  Mais  quelle  analogie  peut-il  exister  entre  les  ds'^'  et 
les  correspondants  (A,)  de  (A)?Tout  d'ahord,  on  voit  sans  peine  que 
si  ds'-  possède  (quel  que  soit  a)  un  corres[>ondant  ds'^',  le  système  (A) 
possède  toujours  une  infinité  de  correspondants  distincts  dépendant 
d'une  constante  arbitraire  :  la  réciproque  d'ailleurs  n'est  pas  vraie. 
Mais  la  (piestion  précise  qui  nous  intéresse  est  la  suivante  :  Se  peut-il 

(pi'un  des  systèmes  -j-h'  Q,  =  o  (où  ds\-  dépend  de  a)  se  rattache 
à  un  certain  système  -t-t'  U|  '  indépendant  de  a,  dr  la  même  nui- 
nière  que  [ds'-,  Q,  =  o]  se  rattache  à  (A)?  Cela  revient  à  se  demander 
si  (A)  peut  admettre  des  correspondants  non  ordinaires     -^,   U, 

tels  (jue  tout  faisceau  naturel  de  (A)  soit  faisceau  naturel  de  (A,); 
nous  avons  dit  que  cela  n'avait  jamais  lieu.  La  rcchevclie  des  sys- 
tèmes correspondants  des  (A)  et  celle  des  ds^  correspondants  de 
(U  -I-  a)  ds-  constituent  donc  toujours  deux  problèmes  distincts. 

8.  Je  terminerai  celte  Introduction  par  un  bref  historique  des 
recherches  antérieures.  Ce  sont  les  travaux  de  M.  Appell  sur  riiomo- 
graphie  en  Mécanique  qui  m'ont  conduit  à  étudier  les  questions  géné- 
rales dont  traite  ce  Mémoire.  Dans  deux  publications  de  V American 
JoM/-«a/ (i 889-1890),  M.  Appell  avait  montré  qu'à  tout  mouvement 
plan  (ou  de  l'espace  ordinaire)  on  peut,  à  l'aide  dune  transformation 
homographique  quelconque,  faire  correspondre  un  autre  mouvement 
plan  (ou  de  l'espace)  produit  par  d'autres  forces  (les  forces  étant  tou- 
jours indépendantes  des  vitesses);  et  il  avait  donné  de  ce  principe  de 
remarquables  applications  à  la  théorie  des  forces  centrales.  A  la  lin  du 
premier  Mémoire,  M.  Appell  posait,  d'après  M.  Goursat,  le  problèint- 
plus  général  suivant  :  Etant  donnés  deux  ds-,  soit  ds-  et  ds'^,  pour 
tout  système  de  foi-ces  Q,  cxiste-t-il  des  forces  R^,  telles  qu'on  passe. 

du  système    j-,,  Q,     au  système     y'^j  R)     en  cliaii géant  les  q,en 

Journ.  de  Matli.  (\'  série),  lome  \.  —  Fasc.   I,   iSiji.  J 
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9i(/ln  ^lii  ••■iflk)i  <^i  dl  en  \{q^,  q.,,  . . .,  q^)dt^1  II  indkiuait  à  ce 
snjpl  coinnio  vraiscmhlaljle  celle  proposilion  (démontrée  dans  le  cas 
de  riiomographie)  :  Si  pour  des  for-ces  Q/  quelconques  (tfs-  el  ds\ 
élanl  donnés)^    In.   subslilution   y,  =  9,,  f//,  =  X  dl,   transforme  le 


système 


clle   fait  correspondre 


,  Q,    e/i  un  système     -j-';>  l\, 

les  géodési(iues  de  ds'^  et  celles  de  ds\.  Celle  jjroposilion,  vérifiée 
par  M.  Daiilheville  pour  A  =  2,  a  été  dénionlrée,  ainsi  (pie  sa  réei- 
])rof[ue,  par  M.  yVppell  lui-niénie  dans  une  Noie  du  Bulletin  de  la 
Société  niathé/natique  {ij  mais  1892^.  Dans  uncAole  parue  prescpie 
siiuullanénienl  dans  lesComptes  rendus  de  l' Académie  des  Sciences 
(12  avril  i8()2)(^),  j'ai  résunn'  les  principaux  résultats  contenus  dans 
ce  Iravail,  résultais  (pii  reuferuient  notainnicnl  la  proposilion  précé- 
dente, mais  complétée,  ainsi  qu'on  l'a  vu  plus  haut  (n"  Ti,  p.  i  i-i3); 
un  des  compléments  les  plus  importants  consiste  en  ce  fait  que,  si  les 
deux  faisceaux  des  géodésiques  de  ds"  et  de  ds'\  se  transformmt 
l'un   dans  l'autre  par   un  changement  des  varialdes  q^,   on  peut 

tou/ou/s  passer   du  systez/w     -^j,  (^),=  o    >  au  systcrne     -j-j,l\^=i) 

en.  changeant  les  qi  en  <^i{qK-i  ■  ■  -,  qt)  et  dt  en  ï-dt,.  Par  exemple,  i 
suffit  d'après  cela  de  savoir  que  toute  surface  à  courbure  constante 
est  rcprésenlable  géodésiquemcnt  sur  le  plan,  pour  être  assuré  qu'à 
tout  mouvement  plan  [où  les  forces  Q,(q,,  q.),  Qiiç,,  '/-)  sont  cint"'- 
conques],  on  peut  faire  correspondre  un  mouvement  sur  une  surface  à 
eourlnirc  constante. 

La  (uu?slion  que  je  m'étais  posée  me  conduisait  naturellement  à  {gé- 
néraliser le  problème  de  M.  Dini  qui  coïncide  avec  la  recherche  des 
correspondants  dans  le  cas  particulier  où  k  =  2  el  où  les  forces  sont 
nulles.  Sur  ce  problème,  M.  Liouville  avait  antérieurement  publié 
deux  Notes  :  dans  la  première  (^Comptes  rendus,  G  avril  i8()i),  il 
déterminait  tous  les  ds"  à  deux  ou  trois  paramètres  tels  que  le  mou- 

\ement  dé  fini  par  le  système  ~,  Q,  =  o  ////  défini  aussi  par  un 
autre  système     ^>QÎ=o  bc/  que   de  plus   les   discriminants   A 

(')  Voir  aussi  les  Comptes  rendus  du  16  mai,  du  i3  juin,  du  10  oclobie,  du 
7  novembre,  du  21  novembre  189Î  el  du  t  janvier  189.3. 
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et  A,  de  ds"  et  ds]  fussent  identiques  (').  Dans  la  seconde  (Comptes 
rendus,  i  G  décembre  1891),  consacrée  aux  intéiiralcs  quadratiques, 
M.    Liouville   observait  que,  si,   pour  A'  =  2,  les  cas   où  le  système 

-T-;,Q,=  o     admet  une   intégrale   quadrati([ue  sont  aussi   ceux   où 

e  problème  de  M.  Dini  a  des  solutions,  pour  k  >■  2  il  n'en  est  plus  de 
même,  et  annonçait  des  travaux  ultérieurs  sur  la  question.  Après  ma 
publication  du  11  avril  1892,  le  même  auteur  a  fait  connaître  (/oc. 
cit.,  25  avril  1892)  (-)  les  résultats  qu'il  avait  obtenus  par  une  mé- 
tliode  toute  différente  de  la  mienne.  Cette  mélliode,qui  repose  sur  les 
conditions  suffisantes  pour  cjue  deux  ds"  soient  correspondants,  met 
en  évidence  ce  fait  bien  remarquable  qu'wA?  ds'-  ne  peut  posséder  un 
correspondant  sans  en  posséder  une  infinité  de  la  forme 

j  2 C*->  rf^Lt  -t-  C''-^  d4_,  +  .  .  .  +  C  rf<r?  +  rfa* 

€lS  .    ^z:^    ^^^i J 

où  C  est  une  constante  arbitraire  dont  dépend  c;  delà  résulte  pour 
le  système  -t-^j  Q,  =  o  l'existence  de  (A  —  1)  intégrales  quadra- 
tiques (en  outre  de  Fintégrale  des  forces  vives).  Il  reste  toutefois  à 
reconnaître  si  ces  intégrales  sont  distinctes  :  un  exemple  cité  plus  liant 
{voir  la  note  de  la  page  12)  montre  qu'elles  peuvent  se  réduire  à 
une  seule. 

La  méthode  de  M.  Liouville  s'applique  évidemment  à  la  recherche 
des  cas  où  ds"'^(^\]  -\-  /i)ds-  admet  des  correspondants  quel  que 
soit  h  ;  mais  cette  recherche,  comme  je  l'ai  dit,  est  toujours  distincte 

de  celle  des  correspondants  de  -t-;>  U  et  l'on  n'en  peut  déduire  au- 
cune propriété  de  ces  derniers  systèmes.  Les  travaux  de  INL  Liouville 
et  les  miens  ne  se  rencontrent  donc  que  dans  le  cas  où  toutes  les 


C)  D'après  ce  qui  précède,  celle  seconde  condilion  esl  inutile,  elle  esl  tou- 
jours conséquence  de  la  première  (n°  7,  p.  i5)  ;  les  ds-  calculés  par  M.  Liou- 
ville sont  donc  les  seuls  ds-  à  trois  paramètres  tels  que  le  mouvemeni  sur  leurs 
géodésiques  coïncide  avec  un  autre  mouvement  analogue. 

(-)  Fo(/' aussi  les  Comptes  rendus  du  23  mai,  du  12  septembre,  du  3i  octobre 
el  du  14  novembre  1892. 
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forrrs  SOI//  iiiilli's.  Il  sérail  loisible  loiilefnis  de  se  servir  des  rc'sullals 
de  iM.    Iji(iii\ille  eoncornant   les   ds'  corrcspoiidaiils  pour  ('liidicr  le 


cas  ou  les  sNslemes 


'  Q(     '■'     7"''  'v,'    se  correspondciil  (nn- <<tii- 

■scivaliun  des  gcodèsiqiics ,  ainsi  que  es  cas  qui  se  rainèiieni  à 
celui-là  parla  transformation  de  M.  Darbonx.  Mais  même  pour  Irailei' 
ces  cas  parlienliers,  j'aurai  recours  exclusiveuieni,  dans  ce  travail 
<'l  dans  les  applications  qui  lui  ieroul  suilc,  ;'i  la  nit'iliodr  ipie  j'ai 
exposée  lors  de  ma  première  (loininunicalinii. 

Avant  de  passer  à  la  dénionslraliou  des  lli('-orèines  rnumérés  plus 
liaul,  j"iudi(pie  immédiatement  une  notation  (jui  me  sera  ulile;  il  me 
laudra  souxcnl  |)rendre  les  dérivées  des  mêmes  variables  y,,  <i ,,  ..., 
'//,  par  lapporl  aux  deux  varial)l(^s  diirt-renles  /  el  /,  ou  à  l'une  d'culic 

elles,  soily,.   .le  représenterai  invariaiilerneni    \r>\\<j\  la  déri\('>e 

par  (<i\)    la    (h-rivée    ^j' ,  par  y,,   la    dérivée  '^^■,   d'après  cela,  (j 
seia  éiial  à  l'unilé. 


CHAPITRE  I. 

Propriétés  générales  des  équations  des  trajectoires. 


I.     —     \oMl!HK     DK     CONSTANTES    DONT    DÉPKNDKNT    LES     TliA.I  ECTOIKES. 

1.   J  étahlnai    tout   d'abord  quelques   propriétés    très  simples   des 
équations  différentielles  dont  dépendent  les  trajectoires. 
Un  système  d'(''(piations  de  Lagrange, 


'/  /  O'V 


(A) 


ou 


f  («  =  I,2,...,/,), 

2THEs2A,;(y,,  y,.  . . .,  y,)y;  y;^  —        (A,,^  A^,), 
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(létiiiil  (a/i- —  1)  des  variables  y,,  q.,^  ...,  ^/;,  q\^  y.',,  ...,  q\  en  l'onc- 
lion  de  l'une  d'entre  elles  et  de  (2/1  —  i)  constanles  arbitraires,  ("es 
constantes  permettent,  par  exemple,  de  donner  à  y^,  y.,,  ...,  y/,,  q\,  ..., 
q'f.  des  valeurs  arbitraires  pour  q^  =  q\.  Les  fonctions  y.,  y.,,  ...,  y^ 
de  q^  définies  par  (A)  satisfont  donc  à  un  système  dillérentiel  dont 
l'ordre  v  ne  peut  dépasser  ik  —  r,  ni  devenir,  d'autre  part,  inférieur 

I  (I      I         !•  ■  d'I"         'Il 

a  ik  —  2,  car,  pour  y,,  les  tonctions  y.,,  y,,   ...,  y^,  —-'  =  ^,  •••, 

-r^  =  ^  [)euvcnt  prendre  des  valeurs  arbitraires  (  '  ). 

'''        ?'  ,  ,        .  .      . 

Il  existe  des  systèmes  (A)  pour  lesquels  v  s'abaisse  elTeclivemenl 

à  2/i'  —  2  :  ce  sont  ceuv  où  Ions  les  coejjlcicnls  O^sonl  nids.  I^es  tia- 

jcctoires  de  (A)  sont  alors  les  géodésiques  du  ds-  de  T,  et  ces  géodé- 

siques   dépendent  de  (2/1  —  2)  constantes  arl)itraires.   Il  est  facile, 

d'ailleurs,  dans  ce  cas  de  former  les  équations  difTérentielles  des  géo- 

désifjues.    Supposons,  en   effet,   le   système  (A)  résolu  par  rappori 

aux  yj,  ce  qui  est  toujours  possible  puisque  le  discriminaul  A  de  T 

n'est  pas  nul;  nous  obtenons  les  cinq  ('-qualions 

'-^  =  P/(?i,?.,  •••,'/a,  y',,'/',,  •••,'/'/,)         {i=  ',^,  ■■■JO^ 

où  P,-  est  ii/ir  /or/ne  quadi-aliquc  par  rapport  aux  y,;  ces  é(puili()us 
s'écrivent  encore,  en  supposant  les  différentielles  prises  par  rapport  à 
une  variable  auxiliaire  0  =r  g{i)t 

d-^q.(y;-  +  dq,dM], 
=  i''i(q,,qi,  ■•■■,(h.dq,,dq.,,  ...,dq^)-x  o;'  =  n,o;-, 

d'où,  en  éliminant  r/OO,':  -^,  entre  deux  de  ces  relations, 

(  I  )  d-  qi  dqj  -  dq,  (/'  q^  =  II,  </yy  -  11^  f/y , . 

Si  l'on  fait  0  =  y,,' par  cxenqjle,  on  a  ainsi  (A  —  i)  équations  du  se- 
11,1  .   ,   d'-n.-,  d-n,.     „ 

cond  ordre  résolues  par  rapport  a  -v-v'  ••■'  ~7~t"  '-'''*  équations  sont, 
d'ailleurs,  données  explicitement  par  le  principe  de  la  moindre  action. 

(')  Il  suil  de  là,  comme  il  est  bien  connu,  que  (A)  ne  peut  admettre  d'inlé- 
grale  première  de  la  forme  '■p('7i,  72,  .  .  .,  7/,.)^const.  Il  est  bien  entendu  toute- 
fois que  le  discriminant  A  de  T  n'est  pas  identiquement  nul. 
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2.  .Il'  \iiis  (]('MiionIrcr  inainteiKiiil  iiui",  ce  ras  crarlc,  les  trajrc- 
loircs  (h'pendcnl  de  (^ik  —  i)  coiislaiilcs  af/iif/r/ircs  ('  ).  Va\  cUcI, 
(les  é(jiialions  (A)  on  lire,  comme  plus  liaiil, 

-^  =1\('7m7..  ...,f/,,q,,q,,  ...,VJ4--- 

a,  (l('"sionc  ce  que  devient  A  quand  on  y  renijiliirc  les  Icirnes  de  /"""'  co- 
lonne |)ar  Q,,  (^).j,  . . .,  Q^;  et,  par  suite, 

d-'r/,(y/'  +  df/jdf)(i:..=  \i,'):..-+-  'Jr/o==  o;-'[iT,+  %//= 


d'où  enliii 


(■^) 


dt^  d'-q^dq^  —  d-q^dq,^  —  {\\^dq^  —  Wydq,') 


[  _ 


Ujdqi—'Xjdqi 
Si  noIaiHMie.ul  on  pivMul  y,  connue  vaiiidile  iudi'peiidaule,  nu  aura 

*    "  dq\     ^V'dq,  '•)         U  A    dqj  (dq, 


djh 
dl 


iq,  dqu 


1  1»    /  "V-  "7'. 


f/7,  f/f/,, 


D'après  Tégalilé  (3),  q.,,  q.„  . . .,  y/;  et  -,— .  •  •  ■-,  -j^  avanl  reçu  pour 
y,  =  y"  des  valeui's  arljilraires,  on  peut  einore  disposer  de  q"  de  fa- 


çon à  donner  à  -r-v  une  valeur  quelconque,  à   UH>itis  lontefois  (lue  li- 
d'l\ 

l)iuouie  oc,  —  a,  -^^  ne  soit  nul.  Pour  ipie  les  fondions  q.,^  . . .,  q^  de  y, 

nq^ 

ilépendeni  seulement  de  2A'  —  2  constantes,  il  faul  donc  (pie  les  condi- 
tions 


(1) 


a,  a, 

f'i  ~^  n'% 


(')  Ceci   suppose  />  >  l .    l'ouc  /,  rz;  I,  Il   n'y  a  plus  {\   parler  de  relalions  eiilre 
les  7,. 
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soient  vérifiées  identiquement.  Les  a,  ne  contenant  pas  les  vitesses, 
cela  ne  peut  avoir  lieu  que  si  tous  les  a,,  et,  par  suite  tous  les  Q,-,  sont 
iiuls('). 

."».  Dans  le  cas  où  les  Q,  ne  sont  pas  tous  nuls,  voici  coiunienl  on 
peut  former  les  équations  différentielles  des  trajectoires.  Soit  a,  7^0; 
on  écrit  d'abord  les  (2/1  —  2)  équations  : 

^T cUj^ ^d^ ct^ (/=3,...,A); 

d'autre  part,  si  Ton  pose 

de  Fégalité 


on  tire 


et,  en  remplaçant  —^  par  sa  valeur  $,  (^^)  4-  —  sî<I>,  ^  -i-  — >  il 


vient 


équation  qui  est  de  la  forme 

où  M  est  un  polynôme  par  rapport  aux  dérivées. 

(')  Quand  les  forces  Q,-  dépendenl  des  vitesses,  il  suffit  (pour  ([ue  v  =  2A- — 2) 
que  les  a,  satisfassent  aux  conditions  (4)- 


S/f  IWINLEVE. 

l'^ii  (Iriillilivc,  on  foruic  ainsi  un  syslcnic  de  la  forme 

'l'r  =fi(/h^  li^  •  •  •'  'by  ?'.)'  7'a  '  •  •  •'  y'/.  1  ?".,)  («'  =  3,  -i A), 

en  [josanl 

svsli'Mic  ([ui  [it'ul  èli'e  rendu  |>lns  s\  nu'lii(|ne,  mais  cela  importe  peu 
|iiiur  noire  ohjeL. 

Je  romanjue  immcdialemcnl  que  les  géodésiqiies  de  d.s^  font 
pallie  des  /rti/rc/oii-rs,  qurllcs  (jiie  soient  les  foj-re.s  (),.  En  ellel,  les 
(''([nations 

rf-/j.,         T     fta,         ,  d^lt  1     et'//,         T 

(|ui  dé'linisscnl  les  géodésiqucs  enliaiucnl  les  ii'lalioiis(5),  (G).  L'éga- 
lil(?  (3)  nous  montre  d'ailleurs  que,  en  un  point  quelconque  de  ces 
Irajectoircs,  rj\  est  infini  :  autrement  dit,  les  géodésiqucs  forment  un 
faisceau  de  trajectoires  à  {ik —  2)  paramètres,  à  savoir   le  faisceau 

obtenu  eu  imposant  aux  constantes  initiales  la  condition—  =  o  (  on 

—  =  O,  si  T„  tk'signc  la  demi-force  vi\('  initiale  );  cette  condition  rest(' 

alors  rc^'alisée  tout  le  long  de  la  trajectoire.  C'est  là,  d'ailleurs,  nn(^ 
proposition  (ju'on  aurait  pu  étaldir  d'une  tout  autre  manière. 

.le  vais  maintenant  insister  sur  (pielques  difTcrencos  caractéristiques 
(pii  S(''[)arenl  le  cas  où  les  forces  sont  nulles  du  cas  géu(M;d. 


II.   —    Systèmes  ou   tous  les  coefficients  (^,   sont  nuls. 

4.   Nous  avons  dit  que  si  tontes  les  forces  sont  nulles,  les  trajectoires 
d('"|ieudenl  de  (2/1-  —  2)  conslanics,  et,  d'après  le  principe  de  la  moindic 
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action,  peuvent  être  définies  par  le  système 


en  posant 


-  -  —  o, 


dq 


_  dq.i  ,     _  dqk 

et 


5'l2)  -  dq,'  '  ï'*    ~   dq. 


f=sj'Y(q,,q.,,  ...,q,,  l,g[,,  ...,  q\,,). 

Admettons  maintenant  qu'on  ait  intégré  ces  équations  et  qu'on 
connaisse  par  suite  q.^,  1/3,  ...,  q^  en  fonction  de  ^,  et  de  (2 A"  —  2) 
constantes  arbitraires  a,,  a., «a/i-a-  De  quelle  manière  sera  déter- 
miné r?  On  aura,  d'après  le  théorème  des  forces  vives, 

dt  =  /i  (/s  =  /t  X  (/)  X  dq,, 

h  désignant  une  nouvelle  constante,  et  (/)  la  fonction  de  q^  obtenue 
en  remplaçant  dans  /,  q^,  . . .,  qi,  et  y'„,,  . . .,  y'^  en  fonction  de  y,  et 
des  constantes.  Il  est  loisible  d'écrire 

h  =  g(a,,  «2,  ...,  «oA_o,  //o), 

el,  comme  d'autre  part 

«,  =  F,[7,,  q,,  ...,  fy„  q'.,^,  ...,  y',J 
=  F.\q%q:,...,qlq';„...,q»J 

est  une  intégrale  première  des  géodésiques,  on  voit  que  d/  vcrij/c 
l'équation 

(P)  dt  =  G[q,,q,,   ...,  q„q[.,„  ...,  q;^J>,lfdq,, 

où  (j  représente  une  intégi'alc  preniièi-e  quelconque  des  'géodési- 
ques dépendant  d'un  paramètre  arbitraire  h^- 
Inversement,  admettons  qu'une  relation 

(y)  dt  =  H  [y,,  q„,  . ..,  q„  q[,^^,  ...,  q[^^]  dq,  . 

Journ.  de  Math.  (4'  série),  tome  X.  —  Fasc.  I,  iSg^-  4 
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soit  coinpalihlo  avoc  (a);  jVnlcnds  parla  ([iie  la  fonction  /(//,),  d»'- 
finie  par  (y)  quand  on  remplace  dans  H  les  ^,  et  les  y,',,  en  fonclion  de 
y,,  vérilie  les  crpiations  du  mouvement.  On  devra  avoir  (après  celle 
substitution) 

Il  étant  conslant  pour  la  même  géodésiquc  (et  cela  quelle  que  soit  la 
géodésique  considérée);  donc  -r  est  une  intcgralc  prcttiièrr  des 
gcof/ésiqi/e.s. 

Etant  donné  un  système  (A)  sans  forces  (),,  on  voit  (pie,  si  à  dl  on 
substitue  G  dt,  G  étant  ou  une  constante  ou  une  intégrale  première 
ciuelconque  des  géodésiques,  le  système  (A)  n'est  pas  altéré. 

5.  Aux  systèmes  {\)  sans  forces  peuvent  se  ramener,  d'après  une 
remarque  de  i\l.  Darboux,  les  systèmes  (A)  oà  1rs  forces  dérivent 
d'un  polcnllcl  U.  Cela  résulte  du  principe  de  la  moindre  action  :  les 
équations 

d  f  àf  \         àf  _  dqi  __ 


("'  ^(J^)-l='"        35;='-        ('  =  =.3. -.A), 


OU 


./■^  V(U-+-A)T(9,,  7j,  ...,  q„  I,  g[,„  ...,?;*,), 


définissent  à  la  fois  les  géodésiques  de  ds^^  =  (U  4-  h )ds'-,  et  les  tra- 
jectoires de  (A)  qui  correspondent  à  la  valeur  h  de  la  constante  des 
forces  vives.  Mais  il  faut  bien  observer  que  le  mouvement  sur  ces  tra- 
jectoires défini  par  (A), 

,,,  d/dT\        dT        dV  d,u  '  /•  /, 

diffère  du  mouvement  défini  par  (A,), 


ou 


T.=(U4-yi)^-.^. 
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On  a,  en  effet,  d'après  (A), 

et,  d'après  (A,), 

dt'\  =  a.{\j  ^  h)  ds- , 

a.  désignant  une  nouvelle  constante  arbitraire  [ou  une  intégrale  pre- 
mière quelconque  de  (a)];  ou  passera  donc  du  premier  mouvement 

au  second  en  chaneeant  rf/-  en  -—..    '  , ,,»  a  étant  une  constante  quel- 

°  a(U  +  «)' 

conque. 

D'après  cela,  introduisons  dans  (  A)  et  dans  (  A ,)  les  variables  cano- 

niques  :   soit    n,  =  ^-,  et  p' =  -x—\-,  =  (V  -h  h)  />,  -^-   Le   lon-^   de 

chaque  trajectoire,  on  aura 

a.  étant  une  constante. 

En  appelant  T'  et  T,  ce  que  deviennent  T  et  T,  (juand  on  y  rem- 
place resjiectivement  les  q[  et  les  (c/,)  en  fonction  des  p,  et  desp),  il 

vient,  d'après  (A), 

T'  =  U  +  //, 
et,  d'après  (A,  ), 

T;=a(L'  +  //). 

A  une  intégrale  première  de  (A,),  (ju'on  peut  toujours  supposei- 
homogène  en  p\,  . . .,  p'^,  soit 

F,(q,,  q.„  ...,  q^,p[,  /?!,  ■.-,  p'„  h)  =  C, 
correspond  une  intégrale  de  (A), 

Fi(?.,  q-i,  ■■■,  qk'  ih,  Pi.  ■■-,  Pk.  /') 

=  F,[^,,  (/.„  ...,  (/a, /J,,  p-i,  ...,  /^A,(T'  -  U)]  =  C; 
inversement,  toute  intégrale  première  de  (A), 

F(q,,q.„  ...,  qk,  p,,  p.,  ...,  p^)  =  C, 


peut  être  rendue  homogène  par  la  substitution  à  /j,  de/j,  t  / — =7—  ,  et 
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l'expression  F, (7,,  q.,,  ...,  qi<.  Pn  P-2,  ■•■^Jh,  /')  ainsi  oblcnne,  où 
Ton  remplace  les/?,  par  Ics/j'.,  est  une  intégrale  première  de  (A,). 

En  particulier,  quand  (A)  admet  une  intégrale  algébrique  el  en- 
tière par  rapport  aux  vitesses,  soit  P„,  +  J\„-2  +  ''m-i  +  .  ■  •  =  <  ',  le 
système  (A  1)  admet  une  intégrale  analogue  et  de  même  degré,  à  sa- 

voir    P„,+  pi;  ^  IV, +  ^^  ?„,_,+  ...  =  C,    où    les/,,   sont 

lemplacés  par  les/;^(').  Inversement,  si  (A,)  admet,  quel  que  soit  A, 
une  intégrale  de  cette  forme,  (A)  admet  une  intégrale  entière  fie 
degré  m.  Mais  ici  nue  (pu?stion  se  pose  :  /oii/r  intégrale  alg<'bil(jiie 
fl  rnlièrr  de  (A,),  qui  existe  quel  que  .soit  h,  est-elle  nécessaire- 
ment de  cette  forme?  Par  exemple,  quand  A,  admel,  pour  //  (piel- 
conque,  une  intégrale  quadraticjue,  cette  intégrale  peut-elle  loujours 
s'écrire 

I'   -I-  p   —  f^ 

1*2  et  Po  étant  indépendants  de  A?  La  réponse  est  affirmative,  mais  il 
n'est  nullement  évident  qu'il  en  doive  être  ainsi.  Je  me  borne  à 
signaler  ici  cette  pi'oposition  (|iii  ne  nous  est  pas  indispensable,  sans 
en  dévelop[)cr  la  démonstration  (pii  est  délicate. 

Des  remarques  analogues  s'appliqueraient  aux  intégrales  ration- 
nelles. 

III.  —  Systèmes    où  les   forces   ne   sont   pas  nulles. 

6.  Quand  les  coefficients  Q,  d'un  système  (A)  (où  /.  est  plus  grand 
(jue  1)  ne  sont  pas  tous  nuls,  une  fois  intégrées  les  équations  différen- 
tielles des  trajectoires,  -j-  est  donné  en  fonction  de  q,  par  une  quel- 


(')  Remarquons  bien  (|ue  ceci  siipjjose  essenliellement  f|u"on  ail  inlrotluit 
les  variables  canonir|ues;  si  l'on  garde  les  variables  </,  et  leurs  dillcrenlielles, 
une  inlégrale  quadrati(|ue  de  (A),  soit  f/c7=  —  y  df- =  CdC^,  correspond  à  Tinté- 
grale  de  (  A,  )  : 


(u  +  Ar['/^^-(ûl7r)H  =  ^^''- 
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conque  des  égalités  (i^'oif  p.  22-28) 

— î-  -f-  «l'i   -.- 'I', 

^  V  i  fi^^  _  ^A 'rii^ —  ■-<•' 

^-'  ^dq\-  dqt  'K' 

OÙ  ^21  7:o  ■••»  ^A  sont  exprimés  en  fonction  de  q^  et  de  ('2/1  —  1) 
constantes  arbitraires. 

Ces  égalités,  on  peut  le  remarquer  en  passant,  conduisent  à  distin- 
guer les  trajectoires  réelles  r  de  (A)  en  deux  classes,  F'  et  F",  suivant 

que  le  signe  commun  des  expressions^-'  (qui  est  celui  de  T)  le  long 

d'une  de  ces  trajectoires  est  positif  ou  négatif  :  sur  les  premières  seules 
le  mouvement  est  réel  ;  sur  les  secondes,  il  est  imaginaire. 

Si  dans  (A)  on  substitue  aux  Q,  les  forces  Q^^escQ,,  les  trajec- 
toires ne  sont  pas  modifiées,  et  Ton  passe  du  premier  système  au 
second  en  changeant  t  en  y  c  /  -l-  a,  c'est-à-dire  dt  en  sjc  dt,  transfor- 
mation qui  est  w/iig«t' d'après  (2)  du  moment  que  les  forces  Q,  ne 
sont  pas  nulles. 

Si  c  est  positif,  les  mouvements  réels  restent  réels;  si  c  est  négatif, 
les  trajectoires  réelles  F'  du  premier  système  deviennent  les  trajec- 
toires F"  du  second,  et  luce  versa.  Les  transformations  particulières 
t  =  it,  el  t  =  —  t,  donnent  lieu  à  des  remarques  bien  connues  sur  le 
cas  où  Ton  change  le  sens  soit  de  toutes  les  forces,  soit  de  toutes  les 
vitesses,  sans  changer  leur  direction  ni  leur  grandeur. 

Il  importe  d'observer  que  les  forces  Q'-  =  cQ,  sont  les  seules  qui 
substituées  aux  forces  Q,  dans  (A)  engendrent  les  mêmes  trajec- 
toires. Considérons,  enefTetjles  équations  différentielles  des  trajectoires 


(5) 


y.i  _  7.3      _  />• 

r  —  T'  ■  ■  ■  —  T^  ' 


d    i„„.,      ,     „*    _     ^    l„„,l,  20,  y. 


(0)  ^l0gX.+  2$.=  ^_l0g'|,- 


ou 


/..■=S  +  *.Ê-*'.    t.-=U».-».È)  C'^ 


3ÎT^-"3^,       '"        ï'-iV        '<'•/. 


C)  Il  convient  d'oliserver  que  les  /,■  sont  définis  à  l'aide  des  seuls  coefficienl- 
de  T  sans  que  les  O,  inlerviennent. 
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les  {^/i  —  2)  équalions  (5)  sont  de  la  forme 

a   -a,  ''?^ 

^')  ^f-7^-  — -rf^--^^'        ('-^,4,...,/.), 

où  L,  ne  renfcrnic  plus  ([ue  des  dérivées  premières,  cl  ré(pialii>n  ((>) 
jx'ul  s'écrire 

L',  étanl  défini  à  laide  des  coefficients  de  T  et  des  rapports  —  • 

Supposons  maintenant  qu'aux  Q,  on  suljstilue  des  forces  (^)|  :  |)nur 
(pie  les  trajectoires  restent  les  mêmes,  il  faul  (jue  les  seconds  mend)res 
de  (5)'  et  de  (6)'  ne  soient  pas  altérés;  on  doit  donc-avoir 

_      ^  '  _    ■  ili 


— ^  7.    "X      — ^ 

dqt  -  '  dq^ 


"2— "1  TT^  ï,  —  I, 


c'est-à-dire 


^l    «2  _    «A- . 

—r  =  ~r>  •  •  •>  —  -7  > 
a,  a,  o^. 


el,  d'autre  part  [d'après  (6)' |, 

ou  bien 

d<i,     -^    '        (?(7,     »    "  '         dqu     ^  àqh     ^    " 

|)ar  suite 

a,  =  ca,, 

c  étant  une  constante.  On  arrive  ainsi  aux  conditions 
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d'où  Ton  déduit  aussitôt 

q;  =  cq,     q;=cq„     ...,     Q,=cQ,.     C.Q.F.D. 

Plus  g-onéralement,  le  système  (A,) 
,  ,    .         d  /dT,\       dT,        ..,  dq,  .  .  . 


ou 


définit  les  mêmes  trajectoires  que  (A)  :  d'après  ce  qui  précède,  ces 
systèmes  constituent  les  seuls  correspondants  de  (A)  où  ds'^  ne  dif- 
fère de  ds"^  que  par  un  facteur  constant. 

J'ajoute  qu'on  passe  de  (A)  à  (A,)  par  la  transformation 


dt  =  \/^dt, 


Cette  transformation  est  pleinement  déterminée,  à  l'inverse  de  ce  qui 

se  passe  dans  le  cas  où  les  forces  sont  nulles;  dans  ce  dernier  cas,  on 

dt  1  •    •  1  •       ■ 

a,  comme  on  sait,  -t-  =  a,  a  désignant  une  constante  arbitraire  ou  une 

intégrale  première  quelconcjue  des  géodésiques. 

7.  Etant  donné  un  système  (A)  où  T  est  une  force  vive  bien  déter- 
minée, les  trajectoires  qui  correspondent  à  un  système  de  forces  quel- 
conque Q,(^i,  Çaj  ••1  C'a) renferment  un  faisceau  commun  à  (2 A-  —  2) 
paramètres,  à  savoir  les  géodésiques  de  ds^.  Existe-t-il  d'autres  fais- 
ceaux à  (2  A'  —  2)  paramètres  qui  fassent  partie  des  trajectoires, 
quelles  que  soient  les  forces  Q,?  Il  est  facile  de  voir  que  non  de  la 
manière  suivante  :  un  tel  faisceau  devrait  vérifier  les  éc|uations  (5) 
et  (6)  quels  que  fussent  les  Q,,  et,  par  suite,  vérifier  l'équation  (7) 
obtenue  en  retranchant  les  deux  équations  (G)  relatives  respective- 
ment aux  forces  Q,-  et  (7  ;  si  l'on  observe  que  les  $,•  ne  dépendent  que 
de  T  et  cjue  seuls  les  a,  varient  avec  les  forces,  on  voit  que  cette  équa- 
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lion  (7)  peut  s'écrire,  une  fois  supprimé  le  fadeur  y., 
les  géodésiques, 


o  (pii  (loniK 


A    V'}2  ^', 


ou  encore 


I  ePrj, 


(7) 


\a,  dr/Jdqi  a',         l^  a',  t/^i/t 


r/_   a., 
if/,   a, 


i/^i  /  rfy,   a,   / 


Si  uiaiutcuanl  on  subslilue  aux  Q].  d'autres  forces  QJ,  on  oblienl 
une  nouvelle  équation  (7),  et  en  retranchant  ces  deux  équations 
membre  à  membre,  on  obtient  une  relation  où  ne  figurent  ])lus  que 
fies  dérivées  premières,  et  qui  ne  se  réduit  pas  à  une  identité  quand 
les  Q,-,  Q^ ,  QJ  sont  pris  arbitrairement.  D'autre  part,  les  trajectoires 
considérées  satisfont  aux  équations  (5)  :  elles  ne  sauraient  donc  dé- 
pendre que  de  (2/1  —  3)  constantes  au  plus. 

Mais  on  peut  aller  plus  loin,  quand  le  nombre  k  des  paramètres 
dépasse  2  et  montrer  que,  si  dans  un  système  (A)  on  subslilue  aux 
forces  Q,  d'autres  forces  Q-,  il  ne  saurait  existe/-  en  dehors  des 
géodésiques  un  faisceau  de  trajectoires  à  (2/1  —  2)  paramètres 
communs  au  premier  et  au  second  mouvement . 

Ceci  suppose,  bien  entendu,  qu'o«  n  ail  pas  CV  =  cQ,(«  =  1 ,  2, . . . ,  A), 
c  étant  une  constante,  puisqualors  toutes  les  trajectoires  coïncident. 

Pour  démontrer  cette  proposition,  admettons  qu'il  existe  un  tel 
faisceau  et  représentons  par 


dfj. 


dq\    -/'{?" '?2'  •■•'?*'  df,:         '  dq. 


dflk\ 


(«■=  2,3,  ...,/.-), 
les  équations  qui  le  définissent.  On  devra  avoir,  d'après  (5), 


/-!■;*■-*■  ^i^I^^' 


dq-i 
dqx 


dfj^ 
dfji 


(f  =  2,  3, 


/.•>, 
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ruu  au  moins  des  numérateurs  de  ces  rapports  (soit  le  premier  /o) 
n'étant  pas  identiquement  nul  ;  car  autrement  le  faisceau  serait  celui 
des  géodésiques.  On  tire  de  là 

dq,  j.       dqi 

dqx  ■'dqi 


on  aurait  de  même 


dq, 

^-t-.-*^^ 

'           '  dq,  _ 

y;,  g;*,-., 

,   dq.,  - 

"y..|;..-.. 

donc 

,   dqi  dqi 

"'/]  dqi 

ce  qui  exige 

Mais,  d'autre  part,  s'il  en  est  ainsi,  l'équation  (6)  peut  s'écrire  (pour 
les  forces  Q,), 

d^q,  f/    ,  ,  , 

^'/î        '"  dqi     '^    '  -' 

et  pour  les  forces  Q\ , 

dq\  '■    dq^       "     '  -' 

L!j  étant  le  môme  dans  les  deux  cas,  d'après  une  remarque  précé- 
dente, puisque  T  ne  change  pas,  non  plus  que  les  rapports  —  ;  par  suite 
(/._,  étant  différent  de  zéro),  l'égalité 

qui  ne  renferme  pas  les  dérivées  secondes,  devra  être  vérifiée  identi- 
quement, c'est-à-dire  qu'on  aura 


Journ.  de  Math,  (t'  série),  tome  \.  —  Kasc.  I,  iSg'i- 
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c  étant  une  constante,  ce  qui  entraîne 

a;=ca,         et         Q;  =  cQ,-         (/=i,2 ,A). 

Le  théorème  est  donc  dénionlré. 

On  voit  que  le  raisonnement  suppose  essentiellement  k  >>  2.  Pour 
k  =  2,  le  théorème  n'est  plus  exact  :  par  exemple,  les  deux  systèmes 
d'équations  de  Lagrange 

id-j:  
dr-  ~  S  y 

d-y  _  1... 
-dïï-''  ' 

où  g,  k,  k'  sont  des  constantes,  correspondent  à  la  même  force  vive 

J  —i(^x"''  -+-/-)  et  à   des  forces   distinctes  Q,  =0,  Q.  =  ^  d'une 

,1 
part,  Q',  =  A/  -,  (V,  =  k',  d'autre  part,  qui  ne  satisfont  pas  aux  con- 
ditions Q',  =  cQ,,  Q!,  =  cQ.,.  Les  trajectoires  de  (A)  et  de  (A')  com- 
prennent néanmoins,  en  dehors  des  géodésiques,  un  faisceau  commun 
à  deux  paramètres,  à  savoir  les  paraboles 

y  =(ax  +  by, 

où  a  et  /;  sont  deux  constantes  arbitraires.  Mais  le  raisonnement  pré- 
cédent montre  alors  qu'il  ne  saurait  exister  (en  dehors  des  géodé- 
siques) plus  d'un  faisceau  à  (2k  —  2)2^2  paramètres  communs 

aux  deux  systèmes  (  -7-^'  Q,  )  et  l  -r-,,  Q) 


IV.   —  CoRRESPO^■DA^<TS    ORDINAIRES    d'uN    SYSTÈME    (A). 

8.  Les  considérations  précédentes  nous  seront  d'une  grande  utilité 
dans  l'étude    des   systèmes    correspondants.    Dès    maintenant   nous 


SUR    LA    TRANSFORMATION    DES    ÉQUATIONS    DE    LA    DYNAMIQUE.  35 

voyons  qu'elles  mettent  en  évidence  certains  correspondants  attachés 
ù  tout  système.  Étant  donné  un  système  (A)  quelconque,  le  système 


ou 

ip    C  ds- 


définit  les  mêmes  trajectoires  que  (A).  Il  n'existe  pas  d'autres  corres- 
pondants où  ds',  ne  diffère  de  ds-  de  T  que  par  un  facteur  constant. 
On  passe  du  premier  mouvement  au  mouvement  (A,)  par  le  change- 
ment de  variable  ~  =i/  ^  qui  est  entièrement  déterminée.  Dans  le 
cas  toutefois  où  les  forces  sont  nulles,  la  transformation  la  plus  géné- 
rale qui  permet  dépasser  de  (A)  à  (A,)  est  de  la  forme  ^  =<Z)  o"  a 

désigne  à  volonté  une  constante  arbitraire  ou  une  intégi'ale  première 
quelconque  des  géodésiques. 

Comme  deux  correspondants  d'un  même  système  sont  correspon- 
dants l'un  par  rapport  à  l'autre,  on  voit  que  l'existence  d'un  corres- 
pondant (A,  )  quelconque  de  (A)  entraîne  celle  d'une  infinité  d'autres 
correspondants,  à  savoir  ceux  qu'on  déduit  du  premier  (A,  )  en  multi- 
pliant T,  et  les  Qj  par  deux  facteurs  constants  C  et  c. 

9.  Nous  verrons  dans  un  Chapitre  suivant  qu'un  système  {A)  pris 
au  hasard  n'admet  pas  en  général  d'autres  correspondants.  Mais 
supposons  maintenant  que  les  forces  Q,  dérivent  d'un  potentiel  U. 
Les  trajectoires  de  (A),  pour  la  valeur  h  de  la  constante  des  forces 
vives,  coïncident  avec  les  géodésiques  de  ds'-  :=  (t  -l-  /')  ds".  D'après 

cela,  considérons  le  système  (A,),  où  T,  ;^:(aU -i- [i)  ^^j  et  où 
les  Q^  dérivent  du  potentiel  U'=  -^^ ^  (avec  la  condition  aS  —  Y[ï=^o). 

Les  trajectoires  de  (A,),  pour  la  valeur  //,  de  la  constante  des  forces 
vives,  coïncident  avec  les  géodésiques  de 

ds'^  =  [  Y  U  +  0  +  // ,  (  a  U  -I-  ^ ,)  1  ds- . 
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Les  trajectoires  de  (A),  pour  une  valeur  donnée  de  A,  coïncident 
donc  avec  les  trajectoires  de  (A,)  pour  lesquelles  la  constante  l^^  vé- 


rifie Tégalité 


0 


Ml      ,.,.       1.  -  ''-■!'' 


h  =  l^^l^        OU         A,= 


■/  +  a/i,  '  oi/i  —  3 

Les  systèmes  (A)  et  (A,)  sont  donc  correspondants,  et  ciuujiic 
famille  naturelle  h  =  //„  de  trajectoires  de  (A)  coïncide  avec  une  t'a- 
mille  naturelle  /i,  =  h"  de  (  A,  ).  D'autre  part,  on  a 

et 

d'où  Fou  lire 

(a)  (ao  -  Py)^//;  ={aV  -^  p)^farf.y'  -  (aU  +  '^)dt^]. 

Cette  transformation  (a),  qui  permet  de  passer  de  (A)  à  (A,)  est 
d'ailleurs  unique;  en  effet,  dans  (A)  et  dans  (A,)  on  peut  exprimer 

^  en  fonction  de  9,,  y,,  ...,  '/a'.t^'  •••'^'^'«^^  ^"  égalant  ces 

deux  valeurs  de  -^'  o"  oblienl  une  relation  bien  déterminée  entre 

q^i  qi '/aj  '''^d  f^?2»  •  ■  -.  f'^A,  ^ff  et  f//,  (  ').  Cette  relation  unique 

doit  donc  coïncider  avec  celle  que  nous  venons-  d'obtenir,  ce  qu'il  est 
bien  facile  de  vérifier  en  faisant  le  calcul. 

Ces  nouveaux  correspondants  (A,)  coïncident  avec  les  premiers 
pour  a  =  o. 

Comme  il  est  loisible  d'augmenter  la  fonction  de  forces  d'une 
constante,  on  peut  toujours,    pour   a^'o,  supposer  U'  de  la  forme 

U'  =  -jj-  L'équation  (a)  devient  alors 

("')  (§)'=ïu-(£-u)=ïu./,, 

(')  Nous  revenons  d'ailleurs  sur  ce  point  au  début  du  troisième  Chapitre. 
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OU  encore 

dt-  '    /    TT  ^^'         ^   \ ^'' 

Ces  égalités  nous  montrent  que  les  expressions  tt  (  777  )  <^t  U  -^  sont 

respectivement  des  intégrales  de  (A)  et  de  (A,),  à  savoir  les  deux  in- 
tégrales des  forces  vives. 

A  toute  intégrale  première  de  (A)  correspond  une  intégrale  pre- 
mière de  (A,  )  obtenue  en  remplaçant  dt  en  fonction  àçdt^  d'après  («'). 
A  une  intégrale  algébrique  et  entière  (ou  rationnelle)  correspond  une 
intégrale  analogue  de  même  degré.  Par  exemple,  à  une  intégrale  du 
second  degré  de  (A),  soit 

d<j--  \  dl-^kdl\ 

correspond  l'intégrale  de  (A,  ) 


di- ^, h  -  —jT^  —  -pT  dl-, 


c'est-à-dire 


\  ds-  ù_\_dl-, 


U^(rf^^_li!i-+^I^)  =  Av//;. 


Cette  transformation  a  été  indiquée  par  M.  Darboux.  U  est  clair 
que  les  correspondants  (A,)  déduits  de  (A)  par  cette  transformation 
coïncident  avec  ceux  qu'on  déduirait  d'un  quelconque  des  trans- 
formés (  A|). 

Un  système  (A)  à  potentiel,  pris  au  hasard,  n'admet  pas  on  général 
d'autres  correspondants.  C'est  ce  qui  va  résulter  de  l'étude  générale 
des  systèmes   correspondants   (A),  (A,),  où  (A,)  n'est  pas  un  des 

correspondants  ordinaires  (C  ^>  cQ,j  ou     (aU  -1-  ^)  ^>  ^^      ^^ 
de  (A). 
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CHAPITRE  II. 

Systèmes  correspondants  où  toutes  les  forces  sont  nulles. 


1.  —  Démonstration   d'une   pbopriété  générale   de  ces  systèmes. 

1.  Soient  (A)  et  (A,)  deux  systèmes  correspondants  :  si  toutes  les 
forces  Q,  sont  nulles  dans  (A),  elles  sont  nulles  aussi  dans  (A,  );  en 
efl'el,  les  trajectoires  de  (A)  ne  dépendant  que  de  (2/1  —  2)  para- 
métres, il  en  est  de  même  des  trajectoires  de  (A,),  et,  d'après  un  théo- 
rème du  premier  Chapitre,  toutes  les  forces  dans(A,)  doivent  être  nulles. 

Nous  allons  donc  étudier  en  premier  lieu  la  correspondance  enlre 
deux  systèmes  (A)  et  (A,)  sans  forces.  Le  théoi'ème  fondamental 
que  nous  démontrerons  est  le  suivant  : 

Si  u/i  syslènie  {A)  sans  forces,   soit     -— ,  (j,  =  o   ,  possède  un 
correspondant     (A,),     distinct    des    correspondants     ordinaires 
C  -^)  Ql  =0   ,  «7  admet  une  intégrale  (juadratique  {en  outre  de 
celle  des  forces  vives). 

Ce  qui  peut  s'énoncer  encore  : 

Si  les  géodésiques  de  deux  ds^  (non  semblables)  coïncident,  elles 
admettent  une  intégrale  rationnelle  et  du  second  degré. 

Deux  tels  ds^  seront  dits  correspondants. 

Si  A"  est  égal  à  2,  ce  théorème  se  confond  avec  celui  de  M.  Dini. 

2.  Pour  démontrer  cette  proposition  je  m'appuierai  sur  le  lemme 
suivant  : 


Soit  un  système  d'équations 

(l(/\dqj         dr/,  dq 


(■)  s(Ê)-s^="-     ^  =  ?:     ('  =  ■■- ')■ 
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OÙ  f  csl  une  fonction  quelconque  de  q,  q,,  q^,  ■  .  .,  q/,,  q\,  .  ■ .,  q\, 
assujettie  à  la  seule  condition  que  le  système  (i)  soit  résoluble  par 

rapport  aux  -rT>  autrement  dit  que  le  hessien  d  de  f  relatif  aux 

variables  q\ ,  à  savoir 


àV 


à'/ 


dV 


àq7 

dq\  dq'. 

àq\  dq'k 

d\f 
dq\  dq; 

d\f 
dq'i 

dq',  dq';, 

àq\  dq'k 



d\f 

àq';f 

ne  soit  pas  identiquement  nul  :  ce  hessien  est  un  dernier  multipli- 
cateur de  (2  ). 

En  effet,  ramenons  le  système  (i)  à  la  forme  canonique  à  Taide  du 
changement  de  variables 


d'où  l'on  lire  inversement 


P'  = 


?/ 


EL 

dq'i 


(/=  I,  2,    ...,  A), 


en  posant 

/."(?,  ?.,  q-i,  ••■.  g/.,  p,,  Pî^  •••,  pi:)=p>q\  -+----  +  /J*?/.  -/• 

Les  nouvelles  équations  admettent  comme  multiplicateur  l'unité. 
Autrement  dit,  si  l'on  connaît  (2/1  —  i)  intégrales  premières  du  sys- 
tème (i),  soit 

(2)      Oj{q,q,,  ...,q^,  p,,p,,  ...,  p;,)  =  Cj      [7  =  i ,  2,  .  .  .  (2  A"  -  ))], 

quand  on  tire  de  ces  intégrales />,, /Jj,  ...,yj^.,  ^,  (^1 ,  y^,  . . .,  ^^-2  en 
fonction  de^;i_,  et  de  q^,  par  exemple,  l'expression 


'  /  û'/. 


àf, 


dpj,  "^'J''  ~  è^  "^^v — ^  ^'^'^  '^^'-'  ~  '?'*-  '^^^ 


) 
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est  une  différentielle  totale  exacte;  o  désigne  le  déterminant  fonction- 
nel ^zr- '*'""''""'  °^*'~'^ -;  mais,  d'autre  part,  si  Ton  suijpose 

que  les  intégrales  -p,  soient  exprimées  à  l'aide  des  q,,  on  a 


__  I>(?i.  9-2'  ■-■  ■>  ?a<-i)  J>(y.  '/\, 'Ik-i'lh,  ■  ■■,Pk) g  D(/Ji,/>2,  ■••./J<) >         , 

R('7-7n  ■■  -,91-2,  Pu  ■■■,Pk)  D(7,7,,...,r/^_,,r7;,  ....q',,)  \)(<i\,<j',,  ...,  q]^)         °X'  • 

Donc  l'expression 

ï^{q\dqK  ,  —q\-,(fqk) 

est  une  diOérentielle  exacte  [si  l'on  tient  compte  des   ik  —  t    rela- 
tions (2)];  le  hessicn  d  est  un  multiplicateur  de  (i). 

Si  notamment  q  ne  figure  pas  dans/,  d  est  un  multiplicateur  du 
système 

dAf^  ,lÈL 

f^  _  f^  _         _  <jnj^  _       d'/\   __         _       dq), 

7\  72         "  '         'ïi.    ~      <¥_  df 

dqi  dqi; 

Appliquons  ce  lemme  à  un  système  (A)  sans  forces, 

'^>  dtM~àq,='''  777=?'  (^  =  1,2,...,    A), 

en  faisant  q  ==  t.  On  voit  que  le  discriminant  A  de  T  est  un  multipli- 
cateur du  système 

^  dJ  r)T 

dq^  __dqi  _          _  (hjj^  __       dfl\   _  _     (hj). 

q\             q\            '  "            q\     ~       (yï_  d1 

()q^  Ùq^ 

Admettons  donc  qu'on  connaisse  (2A"  —  3)  intégrales  premières 
àes  géodésiques,  c'est-à-dire  (2/1-  —  3)  intégrales  de  (A)  homogènes 

et  de  degré  zéro  par  rapport  au xyl,  soit  (en  posant  ç'J^i  =  ^  =  1^'    ■*' 
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ï'*|  -  r/;  -  dqj- 

(3)  •hV({^^fJ-2,----qk,q\,,,q,,,  ■■■,  q[,>]  =  Cj    [y  =  i,2,...(2A  -  3)]. 

A  ces  intégrales  joignons  celles  des  forces  vives 

(4)  T  =  q';z[q, q,,  q[.,^,  ...,  q'a,]  =  /t. 

Side(3)on  tire  y:,,  ç,,...,  q^,,  q\.,„  ...,  ^f'/,,  en  fonction  de</,,  q.., 
l'expression 

(4)  1f[^?.-?;.,^?.], 

où  l'on  remplace  q\  par  sa  valeur  tirée  de  (4),  est  une  différentielle 
exacte.  Ici  on  a 

3    ^  D(T,  j;,,  j/,,  ■■■,^.,,._3) 

'  D  (^3,  Ci,  .  .  .,  qk,  q\,q',_,  ■  ■  -,  q\) 

_         D(gf".'l^i.  ■^i,  ■■■,  '1-2^-3)  D[^/,,  yt,  ■■■■(]k,q\,']\i .Vu] 

D[73. 7»>  ■•■,qk,q\,  q'm,  ■■■,q\ki\  ^(Çi.qi,  ■■■,  qt,  q\,  q\,  ...,  qS 
Mais  en  observant  que  o',,  =  -^j  on  trouve  aussitôt 

1         la,  fj^ 

D[y3, qi.,  ■  ■  ■,qk,q'i, qU),  ■■■, q'g-,] D[q'„„q'., q',^;]  _     i 

D(q„q„   ...,  qi-,q\,q'.,.  ...,  q\.)  i^iq'^,  q'z'   ■  ■  ■  >  f'k)      ~  <77"" 

d'autre  part,  comme  t,  'li,  '\'i,  •  •  -,  '-paA-s  ne  dépendent  pas  de  q\.  mais 
seulement  des  ^'.,,  il  vient 

D[73,  qi  ■■■,  qk,q\,q\2v  •••>  ^'l/n]  ^'  ^[ya,  q^,  ...,  qk,q'n„  •••,'77,,] 


2T^;o'; 


et,  par  suite, 


^■*- 


Remplaçons  S,  par  cette  valeur  dans  l'expression  (4)  et  faisons 

Journ.  de  Math.  (4'  série),  tome  X.  —  l'asc.  I,   1S94.  t) 
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«1  =  -^;  on  voil  en  définitive  que  l'expression 


esl  une  différciUicllc  cxacAc  quand  on  y  remplace  q.,^  ...,  qi„  q[.,„  ..., 
q[ki  (-'"  qii  q^  d'après  (3);  o'  désigne  le  délenninanl  fonclionncl  des 
•];;,  par  rapport  aux  variables  q,,,  . ..,  q^,  ^,'.,,,  •  •  -,  q^,,,- 

(Jeci  revi(Mil  à  dire  rpic  si  Ton  écrit  ainsi  les  équations  difTérenliellcs 
des  géodésiqucs 

/  5  \  da    =^  =       =  ^'  =  ^^  =       =  ^^'^''^ . 

^'     '  ''  l'il)  '"  VlA)  '^i  '"  ^*      ' 

ces  é(|nations  admettent  comme  dernier  iniilli|>licaleur  l'expression 

A 

T    2 

La  démonstration  du  théorème  que  j'ai  en  vue  est  dès  lors  achevée. 
Supposons,  en  elTel,  que  (A)  et  (A,)  soient  deux  systèmes  (sans 
forces)  correspondants,  autrement  dit  (juc  les  géodésiques  de  (A) 
et  de  (A|)  coïncident;  les  équations  (5)  seront  les  mêmes  pour  les 
deux  systèmes,  et  elles  admettront  à  la  fois  les  deux  multiplicateurs 

A  A, 


T 


2 
1 


A     T    '^ 

Le  quotient- — l:^.  est  donc  une  inlégi-ale  première   de  (5),    et 
comme  cette  intégrale  peut  s'écrire 


A  \'+''  1 

^  =  const., 


on  voit  que  les  géodésiques  admelteni  une  iulégrah-  rationnelle  du 
second  degré.  Quant  au  système  (A)  lui-même,  si  Ton  tient  compte 
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de  l'Intégrale  des  forces  vives  T^q'^x  —  //,  on  trouve  qu'il  possède 
une  intégrale  quadratique 

(6)  {^^y"ds]  =  cdt\ 

Celte  intégrale  peut-elle  se  confondre  avec  celle  des  forces  vives? 

Pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il  faut  et  il  suffit  que  (  —  j       ds\^(Zds^\  cela 
exige  d'abord  que  ds\  soit  égal  à  p.rfs-,  de  plus  (  comme -^  est  égal 


à  [jL*y  que  [/.  '"^*,  et,  par  suite  [jl,  soit  une  constante.  Si  donc  (A,  )  n'est 
pas  un  correspondant  ordinaire  de  (A),  Tintégrale  (6)  est  toujours 
distincte  de  celle  des  forces  vives.  Le  théorème  que  j'ai  énoncé  est 
donc  complètement  démontré.  Observons  que  le  raisonnement  précé- 
dent nous  montre  que  ds'-  et  \i.ds'-  ne  peuvent  être  correspondants 
sans  que  \j.  soit  une  constante  ;  autrement,  jJ.'=  const.  serait  uni'  inlé- 
grale  première  des  géodésiques. 
De  même  (A,)  possède  l'intégrale 


^'^      ds'=C,dt]. 


3.   Avant  d'aller  plus  loin,  j'insisterai  sur  un  des  résultats  obtenus 
loul  à  l'heure.  Nous  avons  dit  que  les  équations  difiércntielles  (5)  des 

géodésiques  admettaient  comme  multiplicateur  l'expression -j-^^î-  ^i' 
on  connaît  une  forme  explicite  de  ces  équations,  à  savoir  la  suivante  : 

d  ^  d  M^ 

^    '  ^  f/c^)  ?(*)  ^  fit 

dq-i  dqk 

OÙ  /'est  égal  à  y/T.  Inversement,  tout  système  (i)',  où  /  est  la  racine 
carrée  d'un  polynôme  du  second  degré  \  en  ^rj.^,,  . . .,  y,/,,,  peut  être  re- 
gardé comme  définissant  les  trajectoires  d'un  système  (A)  sans  forces, 


!\'\ 


l'MNLEVE. 


à  saM)ii'  (lu  syslriiic  où 


(Il  'h 

>   ■  •  •)  — r 

7i 


Nous  arrivons  donc  à  ce  théorriiic  :  Tout  syslcmc  (^\)\  où  f  csl  la  racine 
carrée  d'un  polynôme  -.  du  second  degré  en  q[.,^,  ç-J,,,  . . . ,  (jr,^,,  admet 

comme  dernier  multiplicateur  -^-^ri,  A  désignant  le  discriminant  de- 1 


rendu  homogène. 

.l"indi(jue  rapidement  une  autre  démonstration  de  ce  tliéorèmc,  qui 
consiste  à  généraliser  la  solulion  (ju'a  donnée  M.  Darboux  du  pro- 
blème de  Dini.  D'après  le  lemme  que  j"ai  établi  anlérieuremeul,  li- 
liessien  d  de  /  relatif  aux  variables  yj^,,  r/^^,  . . .,  q\^^  est  un  multiplica- 
teur de  (i)'.  Comme/^v/">  o"  »  ici 


d^Tû 


U  - 1 1 

2 


d^i 


I     (h 


d'z 


I     d' 


■?.  dq[,,àq[.„  4  à'/'.„  ()'/', 


à- 


•^  <)'/',i)  c*'/!/;.        ^  '^l'ii)  '^'l\k) 


2  àq[.i^  df]],,,        4  d(j\,,  d(/[^, 


d,  éiant  un  polynôme  de  degré  2(7i  —  i)  au  plus  par  rapport  aux  q[^ . 

•         .  1-                     /            à'-i        /  dx  y       . 
'oiir  A"  =  2,  on  trouve    imnieaiatemeul    ct.^z  ^—, %—,—     ^^û: 

pour  /.■  =  3,  r/|L::=A':;  d"unc  manière  générale,  une  transformation  de 
déterminants  assez  pénible  montre  que  ^/,sî  At'*~-';  il  suit  de  là  tpie 

-^^  est  un  multiplicateur  de  (i)'. 

Inversement,  connue  nous  avons  étal)li,  par  notre  première  méthode, 
que  -j-^  est  un  multiplicateur  de  (i)';  on  en  conclut  que  ^^Z,  ^^es  Ai*"-. 

Tout  d'abord,  la  fraction 


D  =  ' 


d  X 
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dont  les  deux  termes  sont  des  polynômes  par  rapport  aux  y'„  et  aux 
coefficients  A,y  de  t,  est  une  constante  absolue  C  (indépendante  des 
q-  et  des  A,y)  :  autrement,  elle  définirait  une  intégrale  première 
de  (i)',  et  les  géodésiques  d'un  ds^  quelconque  à  k  variables  admet- 
traient une  intégrale  algébrique  et  rationnelle  par  rapport  aux  yj,,,  ce 
qui  est  évidemment  absurde  (');  donc  </|SeeC A-:*"^.  En  prenant  un 
<^s-  particulier,  soit  ds- —  dq\-^  dq\-\-. . .+ dql,  on  voit  aussitôt 
que  C  ^  I . 

4.  J'ajoute  que  les  résultats  précédents  sont  susceptibles  d'être 
étendus  aux  équations  les  plus  générales  provenant  du  calcul  des  va- 
riafions.  Si  deux  systèmes  (lY,  où  f  est  quelconque,  définissent  les 
mêmes  relations  entre  les  ^r,,  le  rapport  des  hessiens  d  el  d'  de  /et 
de/'  (relatifs  aux  variables  q\„^,  q[^^,  ...,  y'^,)  est  une  intégrale  pre- 
mière de  (i)'. 

En  particulier,  quand  /  et  /'  sont  rationnelles  (ou  algébriques)  en 
q'..,.,  ...,  q[^^,  les  équations  (i)'  admettent  une  intégrale  première  ra- 
tionnelle (ou  algébrique)  par  rapport  avec  q[-^. 

Si  f  est  la  racine  ii'^'""  d'un  polynôme  t  du  n'""'  degré  en  q\.,^, 


j*-"C4) 


et  en  appelant  A  le  hessien  de  la  forme  homogène  : 
on  trouve 


d,={n-  0*-'A'T^-'; 


(')   Il  serait,  d'ailleurs,  bien   facile  de  démoiUrer  ce  dernier   point  en   toute 
riçrueur. 


46  PAINLEVÉ. 

A'  représente  ce  ([uo  devient  A  qnand  on  y  fait  q\=i,  q'i=  q\i^-  H  suit 
de  là  que    ^,„i^,,^|  ss(iest  un  inulliplicalenr  de  (i)'. 

Pour  démontrer  ces  dernières  propositions,  on  pourra  suivre  la 
même  marche  que  dans  le  cas  où  Test  du  second  degré.  En  se  servant 
des  équations 

(')"        .-s(^)-^,=°'        777='?'         (.-.,2,...,/.), 

(pii  définissent  entre  les  «/,  les  mêmes  relations  que  (i)',  on  établira, 

a' 
sans  rien  changer  au  raisonnement,  d'abord  que  -n^rr+i  *'^'  ""  'i'"'''- 

„  n 

plicateur  de  (i  y,  ensuite  qu'il  doit  coïncider  avec  <i;  d'où  la  valeur  de  ^/, . 
Si,  en  particulier,  deux  systèmes  tels   que  (i"),  où  T  et  T,   sont 

ds"  ds"      , ,      !•    . 

de  même  degré  n,  se  correspondent,  soit  T  =  ^,  T,-  =  ^  :  1  égalité 


( 


-W*î'""""'=c^/*<''-"*' 


fournit  une  intégrale  première  de  (i)"  ('). 


II.  P.VSS.VGE  d'un  système  (A)  SANS  FORCES  A   SON  CORRESPONDANT. 

Conséquences. 

5.   Quand  dans  un  système  (A)  tous  les  coefficients  Q,  sont  nuls, 
l'éaralité 


-h 


dt  ^  Cds 


(')  Si  T  el  T,  sont  de  degré  /;  el  «,,  l'égalité  est  de  la  forme 


'  (  "  «1  t 


'^'         A,  V  m 


=  c, 


i  ayant  une  quelconque  des  valeurs  i,  2,  ...,  k;  on  a  donc  nécessairement  : 
q\—Ciq\,  c'est-à-dire  (•/,  =  0,5-,  H- c;,  les  c,  c'  étant  des  constantes,  et  la  même 
conclusion  s'applique  aux  trajectoires  du  second  système.  Ce  cas  particulier 
écarté,  les  deux  systèmes  ne  peuvent  être  correspondants  sans  que  n  soit  égal  à  n,. 
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011  C  désigne  soit  un  nombre,  soit  une  intégrale  première  des  géodé- 
siques,  définit  sur  chaque  géodésique  un  mouvement  de  (A).  Inverso- 
iiicnt,  toute  égalité 

(|ui  définit  sur  une  géodésique  quelconque  un  mouvement  de  (A),  est 
de  la  forme  précédente. 

Appliquons  cette  remarque  à  deux  systèmes  correspondants  (A)  et 
(A,)  sans  forces.  Nous  aurons 

(It  =  C  cls,         dt^  =  C,  ds, , 
d'où 

,  dt  ds 

^^)  dr,=''di,' 

c        , 

c^  p-  représentant  un  nombre  ou  une  intégrale  première  des  géodé- 

siques.  D'un  mouvement  quelconque  défini  par  (A)  on  déduira  donc 
un  mouvement  défini  par  (A,)  en  changeant  dt  en  c//,  d'après  (a); 
d'ailleurs,  toute  égalité 

dt  ..  /  dq.i  dqu 

([ui  transforme  les  mouvements  de  (A)  et  de  (A,)  l'un  dans  l'autre, 
est  une  transformation  (a). 

Mais  nous  avons  vu  plus  haut  que  l'expression 


(^f 


1 
ds 


est  une  intégrale  première  des  géodésiques;  si  l'on  remplace  C  par 
cette  expression  dans  («),  il  vient 

/  1  \  .  dt     dti 

\^)  1  1 

Nous  arrivons  ainsi  à  cette  conclusion  :  O/i  peut  passer  du  systcDw 
(A)  au  syslèrne  (A,)  pai-  la  ti-aiisfovmalion  (b).  Celte  Iraiisfonna- 
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lion  II' (Si  pas  la  seule;  la  plus  générale  s'obtient  en  posant 

di         ^  dit 

^1.  + 1  i*  <- 1 

C  représentant  une  constante  ou  une  intégrale  première  des  géo- 
ilésiqucs. 

(".elle  proposition  joue  un  rôle  fondanienlal  dans  la  théorie  des  cor- 
respondants. Nous  allons  en  déduire  iinniédiatcmont  quelques  consé- 
quences. 

(}.    Une  des  plus  importantes  est  la  suivante  : 

Soit  deux  systèmes  (A)  et  (A,  ) 

(A)    ,s(S)-g=Q.(?..'/ î.).    Ï=î:,    <'=.,^.. .../.-), 

et 

^'^■)^[5S-)]-^  ='«»■•»'■  ■■■•'">•        ^=<'''*      ('='■" '•>■ 

Si  les  géodésiques  de  T  et  de  T,  coïncident,  à  tout  système  de 
forces  Q,-  de  (A)  on  peut  associer  un  système  de  forces  Q]  telles 
que  ( A)  e^  ( A, )  soient  correspondants (' ). 

En   effet,   supposons  les  équations  (A)  résolues  par  rapport  aux 

——•  Nous  aurons 
dt- 

(a)  ^Z;ii=P,+  ^i=P^+^,, 

P,  désignant  une  forme  quadratique  des  q'.  qui  ne  dépend  que  de  T, 
et  p,  dépendant  des  forces  Q,-  et  des  coefficients  A,;  de  T.  On  aurait  de 
même  pour  (A,) 


(')  On  poiirrail  aussi  démontrer  ce  théorème  en  se  servant  des  équations  dif- 
férentielles des  trajectoires. 
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Nous  savons  (juc  quand  toutes  les  forces  sont  nulles,  et  par  suite 
les  a,,  a',,  on  peut  passer  de  (a)  à  (<■/,)  par  le  changement  de  variable 

dt,   _  C  (It 

(]  élant  une  constante,  ce  qui  peut  s'écrire 

dt^  =Mq,,q„  ■■■,qh)<li- 

Si  nous  elTectuons  ce  chang-ement  de  variables,  il  vient 

(1(1,   (•/</,  (It^   ■.    (1(1,  d'-q,  ■^  2  d^(ii         d(ii  -v    (Tk  _ 

'dt  ~  dZ  ~dï  ~     iH  '        VF  '^       lïT]  '^  7u^     T/t,' 
les  équations  (a)  deviennent 

(h)  ^=(P,)-p^lo'^-k+h, 

^-     '  dlî  ^     '■'        dt,   dt       ^  /.- 

(  P,)  représentant  P,  où  l'on  a  remplacé  -~  par  -—■  Puisque  les  éipia- 
lions  {h)  et  {a^)  coïncident  quand  les  [3,,  [îi]  sont  nuls,  on  a 

^     ''        dl\dt,      d(],      '^■■■'^  dt,      d'iu    1^     '■ 

Pour  qu'elles  coïncident  encore  quand  les  3,,  [3^  ne  sont  pas  nuls,  il 
l'aul  donc  et  il  suflit  cjue 

^  =  ?:  ^/  =  i,2,....  A;); 

ce  (}ui  peut  s'écrire  encore 

^,A'"^'=C=p;.Af^  (/=.,2,...,/0; 

le  théorème  est  ainsi  démontré. 

Il  est  facile  de  déduire  de  ces  relations  les  relations  explicites  qui 
défmissenl  les  Qj  en  fonction  des  Q,. 

Représentons  par  A'-'  (ou  A'/)  le  mineur  de  A  (ou  de  A,)  relatif  à 
l'élément  A,^  (ou  A^);  on  a 

Journ.  de  Math.   ('('  série),  tome  X.  —   Fasc.  I,  189^.  7 
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Cl,  par  suilc  (cninrnc  nii  sait), 
Ecrivons  ddiic  les  égalilcs 

q;=-i;a;.?},    ?;-^-(^r^.'     h^^ï^^^h^ 

;  =  1  /=1 

il  vicnl 

(/=  1,2,  ...,  /.), 

où  u.,j  dési^iH'  le  (léUTiiiiiiaiil  olili'iiu  m  iciiiplaranl  dans  A  la  y""""  co- 
lonne par  la  /"""'  colonne  de  A,  (ici  jj.,y  esl  en,  i;énéral  ilislinct 
de  IJ.J,). 

7.  licmai'qucs.  —  (^e  ihéorènie  peut  èlre  coni[)li''l(''  par  plusienrs 
reniar<pies.  lùi  faisant  varier  la  constante  C-,  nons  olilenons,  ainsi 
(|n"il  était  ('vident  à  l'avance,  nne  infinité  de  systèmes  Q^.  qni  se  dédui- 
sent tous  de  Tnn  d'entre  eu\  en  multipliant  les  O'  par  nn  facteur  con- 
stant. Mais  il  importe  d'observer  que,  les  Q,-  étant  donn(''s,  ces 
forces  (T  sont  les  seules  pour  lesf|uelles  (A)  et  (A,)  soi(>nt  coii'es[)()n- 
dants.  lui  elVet,  les  Q,  étant  donnés,  les  trajectoii-es  de  (A),  par  suite 
celles  de  (A,  j  sont  déterminées;  or  nous  avons  vu,  dans  le  [iremier 
Chapitre,  qu'on  ne  peut,  dans  un  système  (A,),  changer  les  forces  Q, 
sans  clianger  les  trajectoires,  à  moins  que  les  nouvelles  forces  (Q,')ne 
diffèrent  des  premières  cjuc  par  le  même  facteur  constant. 

Déplus,  dans  le  cas  actuel,  ou  passe  du  système  (A)  au  système  (A,) 
|où  les  (^^' satisfont  aux  conditions  (c)],  parla  Iransformatiou 


,  .  dli    C  di 


C  désignant  un  iionihre  bien  d(''lci-miné  quand  les  (^,,  ()[  sont  donnés. 
Il  importe,  là  encore,  d'observer  (|ue  celli'  liausformaliou  est  unique; 
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autrement  dit  qu'il  n'existe  pas  d'autre  changement  de  variable 

qui  transforme  l'un  dans  l'autre  les  systèmes  (A)  et  (A,)  donnés.  La 
chose  est  évidente,  si  l'on  se  rappelle  l'égalité  établie  dans  le  premier 
Chapitre  i^voir  p.  29),  égalité  qui  résulte  de  (A)  : 

(ft"-  /=(■.  _  2,  dj£\  _  cP^       ^jj    'jVs  _  <T) 

Si  l'on  écrit  l'égalité  analogue  relative  à  (A,),  et  si  l'on  égale  les 
deux  valeurs  de  '-—  [qui  coïncident  puisque  (A)  et  (A,)  sont  corres- 
pondants], on  trouve  que  dt  et  <//,  sont  liés  par  une  relation  de  la 
forme  (<■')(') 

dti  I    I  dij,  d>/A 

C'est  ce  que  nous  voulions  établir.  Le  ra[)port  -j-  est  donc  parfai- 
tement déterminé  en  fonction  de  y,,  ^2,  .  ..,  y^,  q\,  q',,  . . .,  q\'^  et 
l'égalité  précédente  doit  coïncider  avec  (rf). 

Ces  remarques  permettent  d'énoncer  les  corollaires  suivants  : 

Soit  deux  syslàmcs  correspondants  donnés  (A)  et  (A,),  où  les 
forces  ne  sont  pas  nulles  :  si  les  géodésiqucs  de  T  et  de  T,  coïnci- 
dent, on  peut  passer  de  (A)  à  (A,)  par  la  transformation  unique 

/•s  dt,         Cdt 

où  C  est  un  nombre  déterminé. 

Les  forces  Q^  sont  alors  liées  aux  forces  Q,  par  les  conditions  (c). 
Inversement,  si  l'on  peut  passer  d'un  système  (A)  donné  à  un 


(')    Voir,  à  ce  sujel,  le  dt'ljut  du  Iroisième  Cliapiire. 
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rorrcspoiulaiit  (A,)  pai-  une  Iransformation 

/rx  <j^ro/f,f'.siqi/i'.s  (If  T  ri  de  T,  coïiiridctil,  ri  l'on  a 

En  effet,  reporlons-nous  an  calriil  (.lévcloppé  dans  le  n"  0.  Par  liypo- 
lliôso,  les  cqiialions  (A)  cl  {a ,  )  toïiicidciil  pour  les  Q,,  Q^donnés,  donc 
pour  les  [3,,  ^^  donnés;  ceci  ne  peut  avoir  lieu  (pie  si,  daus  les  seeonds 
iuend)res  de  (Ji)  et  de  (a,),  les  termes  homogènes  et  du  second  degré  par 

laniiorl  aux  '—-  «'1  les  termes  indépendants  de  ces  variahles  sont  iden- 

li(pies  respcclivemenl.  Mais,  en  idenlillani  les  termes  du  second  degré, 
on  forme  précisément  les  conditions  nécessaires  cl  suffisantes  pour 
ipie  les  géodésiqnes  de  T  et  de  T,  coïncident.  D'autre  part,  |)nisque 
les  géodésiques  coïncident,  A  est  nécessairement  de  la  forme  indi(|uée. 
Déplus,  (A)  admet  un  correspondant  de  force  vive  T,  non  seulement 
])Our  les  forces  Q, données,  mais  p<j//r  drs  foirr.s  qi/rlronqur.s. 

8.   Démontrons  enlin  cette  réciprotpie  de  la  |)reMiièie  pro[)osition  : 

Si,  ds-  ri  ds\  riant  donnrs,  à  des  forrrs  qiiricoiiqurs  (^,  on  prui 
associer  drs  forrrs  iY  Irlirs  qur    1rs   drii.r   sysirmrs   /  ^i  (^,j   ri 
\,  Qj  soieni  r.orrespomlanls,  les  géodésiques  de  ds'-  ri  dr  ds] 


dt\ 
roïncidrni 


\in  ellét,  nous  savons  ({ue  les  géodésiques  de  ds\  font  partie  des 
trajectoires  de  (A,)  quels  que  soient  les  (V,  donc  elles  font  ])artie  des 
trajectoires  de  (A)  quels  que  soient  les  Q,. 

Or  pour  un  système  (A  )  il  n'existe  pas,  en  dehors  des  géodésiques 
de  </s"%  de  faisceau  de  Irajecloires  à  (2/.  —  2)  paramètres,  indépen- 
dant des  forces  Q,.  Les  géodésiques  de  ds'-  se  confondent  donc  avec 
celles  de  ds\. 

Mais  on  peut  aller  plus  loin  :   (piaud  deux  systèmes     ,772'*»^'     '-''^ 
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~,  (T    sont  corrcspondanls,  il  en  est  de  même  des  deux  syslènies 
—  ,  c(),\  et  M-A,  r'(y  \,  c  et  c'  désiiJiianl  deux  constantes.  Mais  ad- 

mettons  que  les  systèmes  (A)  et  (A,)  soient  encore  correspondanls 
quand  on  y  remplace  les  Q,-  par  certaines  forces  distinctes  des  pre- 
mières, soit  (Q,),  et  les  Q'  par  (Q-)  (' ).  Les  j^éodésiqucs  de  ds'-^  ap- 
partiennent aux  trajectoires  des  deux  systèmes    -t-,  ,  (),    et    -j-r,,  {(),)   ; 

mais  nous  avons  montré  dans  le  premier  Chapitre  que,  pour  /i\> -i, 
il  n'existe  pas,  en  dehors  des  géodésiques  de  ds'-,  un  faisceau  de  tra- 
jectoires, à  ('2  A-  —  2)  paramètres,  commun  à  deux  tels  systèmes.  Nous 
arrivons  donc  à  cette  conclusion  : 

Si  deux  systèmes     ^,  (),\   et  l^-r-l'  Q,     cor)-espoitdaitts   restent 

covfespondants  quandony  remplace  les  forces  Q,  et  Q]par  certaines 
forces  (Q,)  et  (Q,)  distinctes  des  premières,  les  géodésiques  de  ds- 
et  de  ds\  coïncident .  Par  suite,  toutes  les  propositions  précédentes 
s'applicjuent  à  la  correspondance  en  rjuestion. 

La  dernière  démonstration  suppose,  il  est  vrai.  A'  >  -•,  car  pour 
A"  ^  2,  le  lemme  sur  lequel  elle  s'appuie  est  en  défaut. 

Nous  reviendrons  sur  ce  point  dans  le  troisième  Chapitre,  où  nous 
retrouverons  par  une  autre  voie  tous  les  résultats  que  nous  venons 
d'obtenir. 


IIL  —  Conditions  suffisantes  pour  qu'un  système  (A)  sans  forces 

ADMETTE    UN    CORRESPONDANT.     REMARQUE    SUR    LES    SYSTÈJIES    (A)    OÙ 
LES    FORCES    DÉRIVENT     d'uN    POTENTIEL. 

î).  Nous  venons  de  voir  que  si  un  système  (A),  sans  forces,  pos- 
sède un  correspondant  (non  ordinaire),  il  admet  nécessairement  une 

C)  Si  les  syslèmes  de  forces  Q,  et  (Q,)  sont  dislincls,  les  systèmes  Qj  et  (Q,') 
le  sont  aussi,  car  autrement  les  trajectoires  de  (A,),  par  suite  celles  de  (A),  ne 
seraient  pas  modifiées  par  le  changement  de  forces,  et  l'on  aurait 
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iiiléi^nile  (juadraticjue  disliiiclc  di-  celle  des  forces  vives.  Pour  k  =  2, 
celte  condition  est  siifpsanle,  ainsi  qu'il  esl  bien  connu,  el  de  loule 
i 11 léi; raie  quadratique  on  déduit  un  correspondant  (A,)  de  (A). 

Pour  k  >  2,  il  est  aisé  de  fornu-r  des  systèmes  ([ui  possèdent  des 
correspondants  et  n'admettent,  en  dehors  de  Tinlégrale  des  forces 
vives',  (fil' une  seule  inli'"j;rcile  (jnadralique .  Par  exemple,  le  ds'- 

du-  =  9(y,,  V-^  )  (<''/]  +  <^'l\)  +  '/y^ 
où  o  esl  (pielc()n(pie,  esl  correspoudaul  du  ds'^, 

ds\  =  o{  y , ,  y_,  )(  i///i  4-  df/i  )  4-  C  dt/l, 
i)ù   (]  esl    un  n(unl)re;  d'aulre  pail,  le  sysièuie  (  A  )  (Ui 


.  <  ), 


nadmel  (pTunc  intégrale  quadialicpic 

intégrale  ipii  peut  s'(''erire  nolainuicnl 

d(/f  =  cdt. 

Mais,  en  généi'al,  la  condition  qu'il  existe  une  iiit('"j;i-ule  quadra- 
tique ne  suffit  pas  pour  que  ( K)  admette  un  correspondant.  On  s'en 
assure  aisémeul  en  considérant,  ])ar  exemple,  le  its'^  rencontré  par 
.laci)l>i  dans  la  lliT'oi'ie  des  coordonnées  elliptiques 


ds'  = 


'y%,(v,)  I  Y  F' (y 


'4<iqj, 


où  r(Ui  a  posé 

V  =(u^qi){u  —  q2)...{u  —  q^), 

f  =  (u  —  a,)(u  —  a,)...(u  —  a^), 

et    où    '|,    désigne    une    fond  ion    quelconque    de    y,.    Ce   système 

--^,  0,  =  o     admet  un  système  complet  d'intégrales  quadraticjues 

et  ne  possède  })as  de  correspondants  (en  dehors  des  correspondants 
ordinaires). 
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Au  sujet  dos  conditions  suflisanles  pour  (ju'un  système  (A)  ad- 
nielte  descorresjjondanls  non  ordinaires,  je  ferai  les  observations  sui- 
vantes :  Considérons  un  système  de  (/i  —  i)  é(|uations  difFércnticlles 
du  second  ordre  en  y,,  q.^^  . . .,  q/,.  Pour  qu'un  tel  système  puisse  être 
regardé  comme  définissant  des  géodésiques,  il  faut  :  i"  qu'il  existe  une 
fonction  /"(y,,  y^,  . . .,  y^;,  q\.^  ,  ..  .,  q\i.^)  telle  <pie  le  système 

se  confonde  avec  le  système  donné;  2"  ([ue  /"soit  la  laeine  carrée  dun 
polynôme  T  du  second  degré  en  q[.,^,  ...,  y',,.  Pour  que  le  c/.v-  défini 
par  T  admette  des  correspondants,  il  faut  :  3"  qu'il  existe  an  moins 
deux  telles  fonctions  /=  \-  et/,  =  y''^,  distinctes. 

La  première  condition  est  toujours  remplie  pour  A  =:  2,  mais 
pour  /.  >  2  il  n'en  est  plus  ainsi.  Ces  conditions,  d'ailleurs  suffi- 
santes, entraînent  Texisleuce  d'une  intégrale  quadratique  du  svstème 

r*^  r^       1        ■   ,     ■  ■ 

-r-,-,  n,=  o   ,  mais  la  réciproque  n  est  pas  vraie. 

Comment  former  explicitement  ces  conditions  suffisantes?  Un  des 
moyens  les  plus  simples  consiste  à  se  servir  du  théorème  établi  plus 
haut  : 


Pour  que  les  sys/è/ues 


cl 


^.  o; 


soient  cor- 


rcspoiidaiits,  il  faut  cl  ilsuIJil  qu'au  puissi-  passer  (V au  svslènie  à 
l'autre  eu  changeant  dt  enXÇq,,  . . .,  q^)  dt, . 

Kn  exprimant  qu'il  en  est  ainsi  on  forme  très  élégamment  les  con- 
ditions suffisantes  cherchées,  conditions  où  interviennent  évidemment 

1  ■  ''  loa  A     .  .,,.,.       .  ,  •■  , , , 

les  expressions  a,-,  =  — rf —  >  et  que  j  etudieraidans  un  autre  travail  (    ). 

0  A  ij 

.l'ajoute  seulement  ipi'il  est  facile  de  former  des  ds-  qui  possèdent 
des  correspondants  :  si  notamment  on  connaît  i//ie  transformation 
e/i  elles-mêmes  des  géodésiques  de  ds-,  cette  transformation  engendre 
un  correspondant  ds\  de  ds-  (\m  est  en  même  temps  un  de  ses  Iiomo- 

(')  l'o//- à  ce  sujet  la  .Note  déjà  citée  de  M.  \\.  Li<iuville  (Comptes  rendus, 
mai  1893). 
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loques.  C\'sl  iùiisi  (ju(_-  les  r/.s-  de  la  forme  V  (l(f  admcUciit  mie  iiifi- 

1  =  1 
iiilé  de  corrcspondanls  ^/,Vp  ([iron  on  dédiiil  à  l'aide  de  la  Iraiisfoniia- 
lion  homoeraphique  à  k  var-ial)les  la  plus  générale. 

Quand  on  a  formé  un  lel  <ls-,  loul  système   \-4ji'  Q,     admet  «les 

correspondants  de   la    forme 


rres| 


(h-        ."1  .         . 

-r4'(^    •    Observons  rru'il    cxisle   des 


systèmes  (A)  possi-danl  di's  eorrespondanis  non  ordinaires,  et  (pii  n  ad 

mcllenl  (iiuunr  nilcgralc  (luadittliquc  ;  c  cslle  système    -^— .  'J,  =^  o 

(pii  admet  nécessairement  luie  telle  intég'ralc  (en  outre  île  eidle  des 
forces  vives).  (.)n  le  voit  sur  les  correspondants 

(A)    ^^  =  cp(^.,7,)K<7;-+-./y^|  +  ./7^        (Q,,(K,QA 

et 

où  (,)|,  Qa,  i)^  sont  pris  arbitrairement,  correspondants  ipii  délinis- 
senl  non  seulement  les  mêmes  trajectoires,  mais  le  même  mouvement  ; 
car  on  a  ici 

Observons  encore  que,  si  les  forces  Q,  dèrwcnt  d'un  potentiel  U,  // 
n'rti  est  pas  de  même  en  général  des  (^1,  comme  le  montre  le  même 

exemple,  où  Fou  fait  (^,  =  -j— >  U  étant  une  fonction  (/uelconque  des  y,. 

Toutefois,  cette  dernière  circonstance />(^'/// se  présenter,  ainsi  (pTon  le 
voil,  en  prenant  pour  U  une  fonction  de  la  forme 

Il  convient  de  remarquer,  sur  ce  dernier  exemple,  quun  faisceau 
naturel  de  trajectoires  //  ^  a  de  (A)  ne  coïncide yama/.?  avec  un  fais- 
ceau naturel  de  trajectoires  //,  =  «,  de  (A,)(/t  et  //,  désignant  les 
deu\  constantes  des  intégrales  des  forces  vives);  en  en'el,  on  aurait  à 
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la  fois  pour  un  tel  faisceau, 
et 

?(?o  q^Wq]  -+-  dq:\  +  Crfy^;  -  {\  +  Cy  ]  ^//=  =  a,  d(\ 

et  ces  deux  conditions  devraient  se  confondre,  ce  qui  est  impossible 
de  quelque  façon  qu'on  choisisse  a  et  «,.  Nous  démontrerons  pins 
loin  que  c'est  là  un  fait  général. 

10.  Je  terminerai  cette  étude  des  systèmes  où  les  forces  sont  nulles 
en  rapprochant  le  problème  traité  dans  ce  Chapitre  d'un  problème 
(jui  concerne  le  cas  où  les  forces  Q,  de  (A)  ne  sont  pas  nulles,  mais 
dérivent  d'un  potentiel  T.  On  sait  que  les  trajectoires  de  (A),  pour 
chaque  valeur  de  la  constante  //  =  T  —  U,  coïncident  avec  les  géodé- 
siques  de  ds'^  =  (U  +  /i)ds^.  On  peut  se  poser  la  question  suivante  : 

Quelle  que  sort  la  constante  h,  à  quelles  conditions  le  système 
(U  +  /t)  -^,  Q,  =  o    admet-il  un  correspondant    -^i  Qj  ==  o    non 
ordinaire  ? 


3le(U  +  //)f/.y^etr/.v;, 


(U  +  /')S'Q/  =  <' 


Il  est  clair  que  cette  question  rentre  dans  celle  qui  a  été  trai- 
tée dans  ce  Chapitre,  et  que  toutes  les  propriétés  démontrées  sur 
les  ds^  correspondants  s'appliqueront  ici  au  cou 

ds'^  dépendant  de  h.  Notamment  le  système 

devra  admettre  une  intégrale  quadratique  quel  que  soit  li.  D'après 
un  théorème  que  j'ai  énoncé  plus  haut  sans  en  donner  la  démons- 
tration, il  suit  de   là  que  le  système     jtî'  U    devra  admettre  aussi 

une  intégrale  quadratique. 

Quelles  relations  existe-t-il  entre  ce  problème  et  la  recherche  des 

-7-,-,  U    ?  Tout  d'abord,  si,  pour  h  cl 

arbitrairement,  les  géodésiques  de  ds'-^(\}  +  h)  ds^  et  de  ds'^  coin 

cident,tout  système    (U  +  /i)-^)  Q,   ,  en  particulier  le  système 

Journ.  de  Math.  (4'  série),  tome  IX.  —  Fasc.  IV,  1893.  " 
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admet  des  correspondanls  de  la  forme    -—>  Qj    ; 

admet  donc  une  infinité  de  correspondants  distincts  qui  dépendent 

d'une  constante  arbitraire  (').   Dans  un  systcine  (\)ou  \-tj.'  U    , 

rc.i-prrssion  </a''^^(U  -h  h)(fs-  /if  sautriil  adnwtln',  pour  h  quci- 

fonquc,  (le  ds\  correspondant,  sans  que  (A)  lui-niènic  adincllr  une 

infinité  de  correspondants  distincts;  mais  la  réciproque  n'est  pas 

■      ■  ,  ,  Vcls^     ,1 

vraie;  c  est  anisi  (jue  le  système     -j-^-,  v     ,  ou 

^' =  ?(?!'  qi)\dq]  +  dq\\^dql 

et  OÙ  l  est  une  fonction  quelconque  des  y,,  possède  une  infiniti-  de 
correspondants  sans  que  ds"^^{\]  +  li)ds-  admette  (pour  aucune 
valeur  de  /i)  de  ^6"  correspondant. 

Mais  peut-il  arriver  que  ta.  ir-rlierclie  d' urt  corres/xj/idant  du  sjs- 

fènie(A)  ou     -7^'  U     se  confonde  avec  celle  d'un  correspondant 


[pour  h  quelconque)    du   système 


0 


façon  précise,  {)eut-il  arriver  fpi'un  correspondant 

dernier    système,    où  ds'^   d(''|H'ud    de   A,  se   rattac 
ds 


U+/0;JÎ'Q,  =  oj?    D'une 

[g,Q,=o]du 

ic  à  un  système 

le  la  même  manière  que    ^y,^»  (^,  =  o    se  rattache  à  (A)'? 

faut  pour  cela  et  il  suffit  que  ds'f  soit  de  la  forme  ds^;:^(\]  ^-\-  h,)ds% 
h,  désignant  une  certaine  fonction  de  A,  V ,  et  ds]  n'en  dépendant  plus. 


(ti 


h  l-', 


rfv? 


,  u 


] 


Si  l'on  veut  encore,  il  faut  (jud  existe  un  correspondant 

de  (A)  tel  que  chaque  faisceau  A  =  a  de  (A)  coïncide  avec  un  fais- 
ceau A,  =  a,  de  (A,).  Cette  condition  est  remplie  dans  la  transfor- 
mation de  M.  Darboux,  mais  on  a  alors  ds\'  =^  Cds'-.  Dans  le  prochain 
(Chapitre,  je  montrerai  (ju'elle  n  est  Jamais  remplie  pour  deux  cor- 


(')   Quand,  pour  une  valeur  déterminée  de  li,  il  existe  un  correspondant  ds^ 

ds'- 


de  (U  -+-  li)ds-,  le  sys 


de  la  for 


C'^,c 
(II-: 


tème 

Q;1  ,  ds'^  n 


admet  des  correspondanls  {non  distincts) 


e  dépiMulanl  plus  d'une  constante  arbitraire. 


suit    L\    TRANSFORMATION    DES     ÉQUATIONS    HE    LA    DYNAMIQUE.  39 

respondants  non  ordinaires;  aiUrement  dit,  que  les  faisceaux  naturels 
ne  se   conservent   jamais.   La    recherche   d'un    correspondant    de 

-i^>  U    el  celle  d'un  correspontlanl  de    (U  +  // )  -j^j  (^,  =  o    sonl 

donc  toujoui's  deux  problèmes  distincts. 


CHAPITRE  III. 

Systèmes  correspondants  où  toutes  les  forces  ne  sont  pas  nulles. 


I.    — •   Démonstration    d'une    propriété    générale  de   ces    systèmes. 

1.  Soient  (A)  et  (A,)  deux  systèmes  correspondants  :  si  les  forces 
Q,-  de  (A)  ne  sont  pas  toutes  nulles,  les  forces  Q'  de  (A,)  ne  sonl  pas 
toutes  nulles.  Ceci  rappelé,  supposons  que  (A)  admette  un  correspon- 
dant (A,)  distinct  de  ses  correspondants  ordinaires  (');  nous  allons 
montrer  que  (A)  jouit  alors  de  plusieurs  propriétés  dont  une  des  plus 
importantes  s'énonce  ainsi  :  Un  au  moins  des  systèmes  (A)  et  (A,), 
où  l'on  annule  les  forces,  possède  une  intégrale  quadi-atique. 

Pour  démontrer  cette  proposition,  j'aurai  recours  au  lemme  sui- 
vant : 

Si  les  systèmes  (A)  et  (A,),  où  les  forces  ne  sont  pas  toutes 
nulles,  sont  correspondants,  on  peut  passer  de  l'un  à  l'autre  par 
un  changement  de  variables  de  la  forme 

dt-  =  d<j^+^(g,,q.,,...,  q^)  dt\, 

oii  di'-  représente  une  forme  quadratique  en  dq^^  . .  .,  dq,,  dont  les 
coefficients  dépendent  de  ^, ,  q^,  . . .,  y^. 

(')  Les  correspondaiils  ordinaires  de  (A)  sont,  nous  le  savons,  les  systèmes 
\      dl^'  ^^')'  *^^    ^"^  "*"  ^^  7772'  '''u    ""a     (*'  lesQ,dérivenl  d'un  potenliel  U). 
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roui  (laliord,  observons  <|ui',  les  i),  ii'étanl  pas  tous  nuls,  la  fonc- 
lion  /(y,)  définie  par  (A)  est  déterniiuéc  le  long  de  chaque  trajectoire 
(à  une  conslantc  d'addilion  près)  par  régalilé 

en  posant  ^,  =  -,  g.^=  -^ ,  y, .,  =  -^  {roir  le  Chapitre  I,  p.  2f)). 
Le  long  de  la  nièine  trajectoire,  on  a,  d'après  (A,), 

Si  Ton  éliniine  -j-t!  entre  (i)  el  (2),  on  oljlienl  une  relation  de  la  forme 

(7^)  "".^^'j'"''/^'  •••>?*, y,,?;, •••,'7*)       i^y-=  777')- 

(  lelle  relation,  ilailleurs,  ei>l  unique  ;  car  adniellons  qu'il  existe  une 
autre  transfoinialioii 

^j    =f{'/n'/. y*. '/.,?. Ya) 

(|ni  permette  tle  passer  de  (A,)  à  (A);  à  des  valeurs  initiales  arhi- 
/raircs  des  y,,  q]  correspond  une  trajectoire  le  long  de  la(juel]c  (  -—  j  > 

(  '/^i  '  P'^'  suite  ( -~  )   sont  des   fonctions  bien  déterminées  de  y,; 

donc  /'et  /'  coïncident  pour  les  valeurs  initiales  des  q,,  q],  et,  comme 
ces  valeurs  sont  arbitraires,  /ety  sont  identiques. 

Ceci  posé,  formons  explicitement  cette  relation  d'après  (i)  et  {-i)  : 
il  vient 

ce  qui  peut  encore  s'écrire 

j    dl^(r^,dq,  -?.  dq,)-dr;(^',  dq,  -  ?',  dq,) 

•^'^  (      =(n,-ii',v/7,-(  II, -11;  )./</,, 

les  II,  II'  désignant  des  formes  quadratiques  en  r/y,,  dq^,  ...,  dq^. 
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Comme  la  relation  (3)  est  unique,  elle  doit  rester  la  même  quand 
on  donne  à  Tindice  i  les  valeurs  successives  2,  3,  . . .,  A'.  Or  le  numé- 
rateur du  second  membre  est  un  polynôme  en  q^^  q\,^^,  . . .,  q\^\  le  dé- 
nominateur ne  renferme  que  y',,.  Pour  que  celte  fonction  ne  chanj^c 
pas,  quand  ou  fait  /  =  2,  3,  . . .,  A,  il  faut  donc  que  son  dénominateur 
C^)  —  [i,  ^i,|)  divise  son  numérateur,  et,  par  suite,  divise  séparément 
les  deux  parties, 

[^:,($. -«);)-($, -$;.)]   et   p,-p,ry:,. 

On  a  donc,  en  conséquence, 

?,  —  p, p,.' 

et,  d'autre  part,  une  fois  effectuée  la  division  par  (j3,  —  j3,^,',,),  la  rela- 
tion (3j  prend  la  forme 

(5)  ^\d(\—''^,dt-  =  d'3-  C.Q.F.D. 

La  démonstration  suppose  toutefois  A  >  2.  Pour  k  =  2,  voici  com- 
ment on  peut  procéder  :  écrivons  l'équation  différentielle  des  trfijcc- 
toires 

(«)  ^l0g-/,+  2$.=  ^l0g|-i^-, 

en  posant 

Les  forces  n'étant  pas  nulles,  un  au  moins  des  coefficients  ji,,  'p.,  est 
différent  de  zéro,  et  nous  pouvons  toujours  admettre  que  c'est  [3,;  au- 
trement on  permuterait  q,  et  q.,.  Dans  ces  conditions,  réc|uation  (6) 
peut  s'écrire 


7;;,  ^^  (*,?;.-*  j 


37:.-^,7:.-.^.-h4(^)' 


Ga  i'\rî<LEVÉ. 

ou  ciiroi(> 

Y  et  W  reprcspiilaiiL  des  polviioiiios,  le  premier  on  ^'.p  le  second  en 
yî-i  '^'  '?"■''  f'o"'-  l*^s  coefficienls  dépendent  de  q,,  q.,.  La  fraction  qui 
figure  dans  le  second  membre  de  (7)  est  d'ailleurs  irréductible;  autre- 
ment dil  (  ^--  —  <7'.,,)  Ile  di\ise   jias  le  nuuK'ralcur,  car  il  de\rail  pour 


cela  diviser  le  cocfficienl  ^V^  y  j',,  «jni  est  —  3.  Exprimons  main- 
tcnaiil  (pir  Técpiation  (7)  irhilive  à  (A,),  soit  y"!,,=  S',  coïncide  avec 
la  précédente  ou  tjue  S^S'.  On  trouve  d'abord  que  fl',  ne  peut  être 
nul,  autrement  S'  serait  un  polvuome  par  rapport  aux  dérivées.  De 
plus,  S'  et  S  doivent  devenir  infinis  pour  la  même  valeur  de  (jrj.,,,  donc 


Ivnlin,  la  difFérencc 


+  49;'.|[(^^.-1■',)7:..-(1^.-^^';)]-(V-V')  _  ^ w  -  W) 

'^  —n 

p.    '''-' 

doit  être  identi(]uemenl  nulle;  la  fraction  qui  fij^ure  dans  cette  diffé- 
rence se  réduit  donc  à  un  polynôme  (par  rapport  aux  dérivées),  c'est- 
à-dire  que  son  numérateur  est  divisible  par  son  dénominateur  -^  —  yj^,, 

ce  qui  exige  que  le  binôme  \~  — q^.,\  divise  à  la   fois  (V  —  V)  el 

l'expression  [($,  —  $',)5''(2)  ~  (*ï'::  ~  ^â)]-  O"  ^  ^^^^  \^\&x\,  même 
pour  A"  =  2, 

^-^'aE^^,         et         ^,dt--^^,df-  =  ch\ 
2.   Nous  allons  montrer  maintenant  que  l'expression 

A,   p,-  ^  dt  . 

est  une  intégrale  première  de  (A). 
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Nous  avons  vu,  en  efTel,  dans  le  Chapitre  II,  que  A  est  un  nuillipli- 
caleur  du  système  (A), 

(A)  ■  dt='^='^=...; 

aulremenl  dit,  quand  on  connaît  (^2/1  —  2)  intégrales  de  (A)  indépen- 
dantes de  t,  soit 

^j(q,,q,....,q,,q\,q'.^ q',)  =  Cj  [y  =  1,2,  ...,(/,■  -  2  )J, 

si  Ton  en  tire  q^,  ....  q^,  q\,  q,,  .  . .,  q'/.  en  fonction  de  y,,  q.,,  l'expres- 


sion 


lq\(dq,-q'.,,dq,) 


est  une  différentielle  totale  exacte;  0  représente  le  déterminant  fonc- 
tionnel        D(?n  ?^.  ■  •;■  ?(h-..)        . 

D(<?3,  5'4>---'9'l''/2'---,'7/.) 

Effectuons  un  premier  changement  de  varial)les  en  posant  q\  =  q\, 
q.,^  q[..fq\,  •••,  Ç/,=  ç'ifoÇ'r  Les  fonctions  cpy  deviennent  des  fonc- 
tions '^jdeq,,  ...,  q,,,  q\,  q'..,.  ...,  q[^^,  et  Ton  a 

g^^  D('h.']'2.--   ■,4'2A-2)  D(73.  7»  ■   ■   ■  ,  '/A,  'h  ,  'ïrl.,  ■■■,   'hk) 

~"  I>(5'3,  7i 1k,  q\  ,q\.„...,  q[k,)         D  (<73,  7^, .  . . ,  qk,  <j\,q',,-..,  q\) 


^,  D(<7;,, ,q',^.) 


ù 


^[q'.,---,q'k)       q\ 


A-n 


Faisons  ensuite  le  changement  de  variable 

'/ 1 

Les  fonctions  'j'y  deviennent  des  fonctions  njy  de  <^|,  y,,  ...,  y/,,  y 
^J.P  ^'i^)»  •••)  ?!a,  ;  et  Ton  a 

;:;,^  D(CTi,pt,,...,ct,/,_„)  ^  D (73, ••■.?A.,?;'o),7';). ■■■,?;<■)) 


B(73,  ■  •  ■  ,  'Z*'   7(2)'  '7;2!.  •  •  •  '  Vl/O  )  15(73 7A->  7'i.  7i2i.  •  •  •'  ?'/.   ) 

^.„^  (^7;V  _        55"(3,-p,7:.,,) 


d7',  7 


'3 
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lin  défiiiilivc,  il  vieni 

L'i'.rprc.ssioii 

A^/- 

(uV  y,  est  (Icjini  par  /'rga/ilr 

7(2)  ^^     '^l'/l2)  ^S 

<:'.s/  (/o«f  ////  nndtiplicateur  des  équations  (liffi'rcidu'Ucs  (a  )  f/cv  //-a- 
/V'r/o//v'.ç 

/^  \     ,]„    —'hll~       —'^lil^  '''l''^'  —  'Mu  —  'Mr>  _       —  M^. 

^  '  -7,2)  '/:/>  7(2)  72  A  /'. 

Si  (y\)  eL  (A,  )  sont  correspondants,  les  denx  expressions 


[?2-?.7;.>]       [K-?\v[v] 

seront  deux  muUij)licatcurs  des  mêmes  écpialions  (a). 
(^.onime  on  a,  dautre  part, 

?,    —   P2 P.  -  ^' 


"é sali  té 


définira  nnc  intégrale  première  de  {c/.);-rj  représente,  dans  (9),  le 
ra|)|)orl  des  quantités  '-^  et  -^  exprimées  en  fonction  de  y',,,,  q[.^„  ..., 

q\f.^  (et  des  y,).  L'égalité  (9),  où  le  même  rapport  est  exprimé  en 

fonction  des  q\,  q. q\.  {et  des  q,)  déjînira  donc  une  intégrale 

première  de  (A). 
Or  nous  avons 


[dlj  -  l; 


dr-    ,  p, 


P'>' 
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l'intégrale  première  (9)  de  (A)  sera  donc 


=  -:  —  \  =  const., 

T  désignant  une  forme  quadratique  en  .y',,  </,,,  . . .,  y^  (dont  les  coelfi- 
cients  dépendent  des  ^,  ),  et  V  une  simple  fonction  des  q^. 
Les  résultats  que  nous  venons  d'obtenir  se  résument  ainsi  : 

Quand  deux  systèmes  (A)  et  (A,)  {où  les  forces  ne  sont  pas 
nulles)  sont  correspondants,  les  coej/t'cients  ^,,  ^.,,  ..  .,  '^^  et  |3,, 
j3!,,  ...,  p^  sont  nécessairement  propoj-t  l'on  nels,  et  l'on  peut  passer 
de  (A)  à  (^A,)  par  u/ie  transformation  unique  de  la  forme 

l'égalité 

est  une  intégrale  pi-emière  de{\),  et  l'égalité 

une  intégrale  première  c?e  (A,). 

Observons  toutefois  que  le  raisonnement  précédent  montre  seule- 
ment que  le  premier  membre  de  («)  reste  constant  pour  tout  mou- 
vement de  (A);  il  n'est  donc  pas  impossible  a  priori  que  le  premier 
membre  se  réduise  à  une  constante  absolue  [auquel  cas  légalité  (a) 
ne  représente  plus  une  intégrale  premièi'e  de  (A)],  mais  il  ne  saurait 
se  réduire  à  une  simple  fonction  des  qi  sans  être  une  constante  ;  autre- 
ment, les  équations  (A)  admettraient  une  intégrale  première  indépen- 
dante des  vitesses.  Si  donc  le  premier  membre  de  (a)  n'est  pas  une 
constante,  c'est  une  intégrale  du  second  degré  de  (A).  Ces  remarques 
faites,  énumérons  les  différents  cas  qui  sont  susceptibles  de  se  pré- 
senter. 

Joiirn.  de  Math.  (4'  série),  loine  X.  —  Fasc.  I,   tSt)!f.]  9 


(j()  PAINLEVE. 

,>.    Hypotiiksk  I.  —  Le  prciiiirr  nicnibre  de  (a)  rsl  une  constante 
absolue. 

I^Miis  (■(>  cas,  la  relation  oiiln'  tll  cl  dl,  <'st  de  la  forme 

I 

C„  élaiil  lin  (•(•rlaiii  nomhrc.  T.a  rorrospondanco  ost  donc  do  rospcce 
éliidic'C  au  (".liapilro  H,  cl  toutes  les  jiroprlélés  démontrées  dans  la 
Section  II  de  ce  Chapitre  s'ap|)licpient;  notamment,  les  géodésiques 
de  ds-  et  de  ds'\  roïiicideiil . 

Inversement,  si  le  rapport -^-^  est  une  fonction  7.  des  q,,   le  premier 
meinlire  de  (a)  est  une  conslanle  absolue,  et  A  a  |>()iir  ^aleur 


« 


De  plus,  comme  on  a  dans  ce  cas 


A,    ^^,  \<-^ 


d^^o        et         ,77ï  =  ^' 


la  valeur  de  A"  doit  coïncider  avec  -g.'  ;  ce  qui  donne  aussitôt 


et,  ])ar  suite 

-7» 


</<!  ^*  +  l    /  A, 


dt 


Ces  égalités  concordent  bien   avec  celles  qu'on  a  obtenues  au  Cha- 
pitre H  (î'o//-p.  '\f)). 

Nous  avons  montré  en  elTet  (jue,  si  l'on  peut  passer  de  (A)  à  (A,) 

parle  changement  de  variable  -^^'  —  '/^(y,,  q^-,  ■  ■  -,  qk),  on  a  nécessai- 


SUR  L.V  TRANSFORMATION  DES  ÉQUATIONS  DE  LA  DYNAMIQUE.    67 

renient 


ij+i         y,  +  i 


égalités  qui  ne  diffèrent  pas  des  précédentes,  quand  on  fait  Co  =  C 

Dans  le  cas  que  nous  étudions,  l'égalité  (a)  ne  fournit  pas  d'inté- 
grale de  (A);  mais  nous  savons  déjà  que  le  système  (A)  où  l'on  an- 
nule les  forces  Ç^^  possède  une  intégrale  quadratique  distincte  de 
celle  des  forces  vives. 

Hypothèse  II.  —  L'intégi-ale  quadratique  définie  par  (a)  se 
confond  avec  celle  des  forces  vives.  (Ce  cas  ne  peut  se  présenter  que 
si  les  Q,  dérivent  d'un  potentiel  U.) 

Dans  ce  cas,  la  relation  entre  dt  et  dt,  est  de  la  forme 


,,/A,    ?    \*-» 


f//;  =  CM  ^  ^  )       \ds'  -(V+a)  dt']  =  '/r [ds-  - ( U  +  a)dt'  J. 

Introduisons  la  transformation  de  M.  Darboux,  et  substituons  à  (A) 
le  système  correspondant  (A'), 

,    .,.  d    /dT\  dT  dV  dq,  .  ,■ 


ou 


rp, ({]  -^  a)  ds--  __  ds"-  j ,, 


dt'^  dt"-  —  V  -ha' 

nous  connaissons  la  relation  entre  dt  et  dt'  {voir  Chapitre   I,   Sec- 
tion IV,  p.  36),  à  savoir 

dt'^-  =  (U  +  a)-  [ds'  -  (  U  +  a)dP\. 

Les  systèmes  (A')  et  (A,)  seront  donc  deux  systèmes  correspon- 
dants, tels  qu'on  passe  de  l'un  à  l'autre  par  le  changement  de  va- 
riables 


68  I>AINLEVÉ. 

Nous  sonimos  nimciK'  iiinsi  à  la  corrospoiulaiicc  (''liidiée  dans  le 
(Chapitre  II;  les  gcodésiquc.s  de  ds'-  et  de  ds"  coïncidcrtt.  Nous  sa- 
vons de  plus  que 

d'où  une  valeur  plus  simple  de  "A, 

I 

X £EEE  ,u  (  L  +  a)  £=  C  1^  -'— ^ 


(  )u  voil  de  même  que 


p,i* 


encore 


(U-+-") 


Pi 


est  égal  à  C-^jA*"^',  ce  qui  s'écrit 


AÎ(U  -)-^)*  +  » 


_„)A-  +  3-W 


l.a  première  valeur  de  À  coïncide  avec  la  seconde  [)0ur  Co  ^  C/*''. 

Nous  avons  admis  que  (A,  )  n'était  pas  un  correspondant  ordinaire 
de  (A)  ;  dans  ('('s  conditions,  ds'-  ne  se  confond  pas  avec  C  ds\  (C  étant 
un  noiahic);   aulicment,  on  aurait  aussi  L'  =  cL,,  c'est-à-dire  à  la 

fois 

■  .,        \j  +  n   ,  .,  , ,  1 

as,  =  — „-  as-,         LJ,  =  -—j-, :> 

'  C  '         c  (  U  -H  «  ) 

cL(A|)  se  déduirait  de  (A)  par  une  Iransformalion  de  M.   Darlioux. 

Les  systèmes  \  {\J -Jr  a) -^^1  (^),  =  o    l't     -^,Q;  =  o     admcllent 

donc  respectivement  une  intégrale  quadratique  distincte  de  celle 
des  forces  luves. 

Hypothèse  III.  —  L'intégrale  quadratique  (a)  est  distincte  de 
celle  des  forces  vives. 

Cette  hypothèse  (la  plus  générale)  est  toujours  réalisée  quand,  les 
forces  Q,  ne  dérivant  pas  d'un  potentiel,  le  premier  membre  de  (a) 
ne  se  réduit  pas  à  une  conslanle. 

Soit 

^  T  —  \  ^  const. 


1-'  \  dt 
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celle  inlégrale.  D'après  un  théorème  bien  connu,  t  =  coiisl.  est  une 
inlégrale  du  mouvcmenl  sans  forces.  On  ne  saurail  donc  avoir  ici 
t;^  \t-(qfi  y-,  .  • .,  yA)T,  car  a  =  const.  serait  une  intégrale  des  géo- 
désiques  de  T.  D'ailleurs  on  n'a  pas  t^CT,  sinon  l'intégrale  {a) 
serait  celle  des  forces  vives  (').  Le  seul  cas  où,  dans  l'égalité 

ch-  est  égal  à  ads'-,  correspond  ainsi  à  l'hypothèse  II,  où 

dt;  =  A^  [ds'  -  (U  4-  n)dl%         avec         1  =  0  [hULt^^V*'. 
Pour  la  même  raison,  le  seul  cas  où  di"  soit  égal  à 

V-^q^q-.,  •••,  qk)ds\ 

est  celui  où,  les  iï-  dérivant  d'un  potentiel  U,,  on  a 


c'est-à-dire 


1 


'         (U,  +  a,)L      '  ^-I  J 


Dans  ce   dernier  cas,    en   substituant    au    système  (A,)   le   sys- 
tème (A',), 

où 


(U,  H-  (7,)  f/.sj  ds'^ 


T.  =  ^"'    ,"'^"  '  =  -^        et         u:  = 


dl\^  dt'^-  <         U,  +  rt, 

on  rentre  dans  l'hypothèse  I;  on  passe  de  (A)  à  (A',)  par  la  trans- 
formation 

dt-  _         l] 
dï}  -  (U,-+-rt,)-^' 

(  '  )  On  aurait  en  effet  :  ^  - —  dt/^  ^  C  ^  Q,  rfcy,  ;  les  Q,  admettraient  donc  le 
potentiel  U  =  p  »  et  l'intégrale  (a)  s'écrirait  C(T  —  U  )=  const. 
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Signalons  (Mifin,  comme  dernier  cas  particulier,  celui  où,  les  forces 
Q,  et  Q-  dérivant  r<'spi'cli<.rnicnt  des  potentiels  U  e/  U,,  la  rehttion 
entre  dl  et  dl,  est  de  la  forme 


dt: 


ci,': 


U, 


F*//"  y-^ 


-/a) 


d(- 


ds'- 


\\n  sul)sliliiant  à  (A)  le  système     T'  ,  v-^ ^-    i  m'i  T' 


et  à  (A,  )  le  système    T',,  -.      '  >  où  T,  hs(U|  -t-  a,)  —,,  on  rentre 

dans  la  première  hypothèse;  les  géodésiques  de  T'  cl  de  T',    coïiiei- 

denl.  et  les  deux  nouveaux  systèmes  se  transforment  l'un  dans  l'autre 

I 

\*  TA -1-1 


par  le   eliangemeut  de  variable  ^^-7  =  [  a(U  -\-a)''  J 
l'onction  u.,  elle  est  nécessairement  de  la  forme 


/  U  +  rt  V  /A,  15,V"^'_r 


u- 


()uant  à  la 


*  2     *-n/ 


•t  l'on  a  de  plus 


p,A*- 


c^p;a' 


*-t-i 


('■ 


(U-^-a)      *  +  '  (U,-t-a,) 


•  ,/.); 


le  nombre  Co  est  égal  à  C**'. 

i.  11  convient  de  compléter  ces  remarques  par  quelques  réci- 
proques. Dans  l'hypotlièse  11,  le  système  (A)  possède  une  fonction 
de  forces  U,  et  les  gcodésiques  de  ds]  coïncident  avec  un  faisceau  na- 
turel /i  =:  a  de  (A).  Inversement,  si  les  Q,  dérivent  d'un  potentiel  U, 
et  si  le  faisceau  naturel  h  =  a  de  (A)  coïncide  avec  les  géodésiques 
de  ds\,  on  se  trouve  nécessairement  dans  l'hypothèse  II;  en  effet, 

le  système  (A.)  et  le  système  (A'),  où  T'^         ,  „  ^,  U'=  ^r-î — , 

sont  deux  correspondants  don  t  les  géodésiques  coïncident  ;  on  passe  donc 

de  l'un  à  l'autre  par  une  transformation  telle  que  ■—,  =  ^(^'i,  •  ■ .,  qk) 

et  comme,  d'autre  part,  dt'^  =  (U  +  ay^ds-  —  (U  4-  a)  dt'^\,  la  rela- 
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lion  entre  cW^  et  dl'^  est  bien  de  la  forme 

di]  =  u.''d.s--\'^jdr-, 

ce  qui  n'a  lieu  que  clans  riiypothcse  II. 

La  niêrne  observation  s'appliquerait  au  cas  où,  les  forces  Q'  déri- 
vant d'un  potentiel  U,,  les  gcodésiques  de  ds"^  coïncideraient  avec  un 
faisceau  naturel  h^  =  a^  de  (A,).  Il  suffit,  en  elTet,  de  permuter  (A) 
et  (A,)  pour  rentrer  dans  le  cas  précédent.  Passons  enfin  au  dernier 
cas  particulier  que  j'ai  signalé  dans  l'bypotbèse  III.  Dans  ce  cas,  (A) 
et  (A|)  possèdent  respectivement  une  fonction  de  forces  U  et  U,,  et  un 
faisceau  naturel  Ji  =  a  de  (A)  coïncide  avec  un  faisceau  naturel 
h^  =  a,  de  (A,).  Inversement,  si  cette  condition  est  remplie,  les  svs- 

,,,„«  [SiLt-:^,  ^-„]  «.[L-^^l^-.  ^-]so„.  don.  ;,..- 

respondants  dont  les  géodésiques  coïncident;  on  a  donc  entre  dl'  et 
d/\  une  relation  telle  que  di\  =  >^t  (/i,  •  •  -,  qO  dt .,  et,  par  suite,  entre 
dtf  et  dt  une  relation  telle  que 

c'est  bien  la  relation  qui  caractérise  le  cas  particulier  dont  il  s'agit. 

5.  Avant  de  résumer  les  résultats  que  nous  venons  d'obtenir,  je  ti- 
rerai encore  quelques  conséquences  de  la  forme  de  la  relation  (pii 
existe  entre  dt  et  dt. .  J'écris  cette  relation  ainsi  : 


l'éiralité 


1 

/7-i-:i 


'S 


^'  ^  V  =-  c 


définissant  une  intégrale  première  de   (A).  A   toalc  i/itcgralc  ple- 
in icre  de  (  A ,  ) ,  so  il 

(  d<l^      dq.  dq,,\  .. 
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coirespoinl  une  intégrale  pi  emière  de  {A)  qu'on  calcule  en  rempla- 
çant dly  en  fonction  de  dt  dans/,  d'après  la  formule  {ni).  Mais  ce  cpii 
est  remarqual)le,  c'est  (\\\à  toute  intégrale  algébrique  et  entière  de 
(A,)  correspond  une  intégrale  de  (\),  algébrique,  entière  et  de 
même  degré.  La  chose  est  évidente  dans  le  cas  où  les  géodésiques  de 

T  et  de  T,  coïncident,  c'est-à-dire  où  ~A  se  réduit  à  une  simple  fonc- 
tion des  y,.  Il  suffit  donc  de  la  démontrer  dans  le  cas  général. 

Désignons  par  ds'^  une  forme  homogène  de  degré  //  en  ^/y, ,  '/y.j,  .... 
dqk\  l'intégrale  considérée  de  (A)  sera  de  la  forme 

c/.v;;  -f-  dt\  ds";:,  -»-...-»-  dl"  .y„  =  C  dt'[  (si  n  est  pair), 

et  de  la  forme 

,ls'l  +  dl\  ,ls'l  ]  -t-  . . .  -4-  <ll'\  '  ds,  =  (  :  flt'l  (si  n  est  impair  ). 

Remplaçons  dans  le  premier  membre  les  puissances  de  r//,  ])ar  les 
puissances   do  X-idi-  —  \  dt'-  ),    et  dans  le    second  membre  il/"  par 

dt"k"c-  ;  on  oluient  ainsi  une  intégrale  de  (A)  entière  et  de  degré  //. 

La  même  remar([uc  et  la  même  démonstration  s'applicpient  aux 
intégrales  rationnelles. 

Si,  notamment,  (A,)  possède  une  intégrale  linéaire,  soit 

"La^dqi^  (^-dl ^^ 
(A)  admet  l'intégrale 

\^a,dq,=  V:dtÇ). 

Si  (A,)  possède  une  intégrale  quadratique,  soit  d>,'-  —  W  dt\  =  ^'di\, 
(A)  admet  l'intégrale 

'4^  -  W  d-.^  +  \VV  de  ^  c  dtK 

h- 


C)  Comme  toute  intégrale  linéaire  définit  une  transformation  infinitésimale 
du  système  (A),  deux  systèmes  (A)  et  (A,)  correspondants  (en  particulier 
deux  f/.«-  correspondants)  admettent  le  même  nombre  de  transformations  infini- 
tésimales. 


Sun  I.\  TRANSFORMATION  DES  ÉQUATIONS  1)F.  LA  DYNAMIQUE.    "3 

Appliquons  celle  dernière  remarque  au  cas  où  Im  fon-t-s  d'iiii  des 
systèmes  correspoii<hints  (A")  el  (  A,  )  dérweiit  d'un  polenliel  :  soit, 
par  exemple,  U,  la  fonction  des  forces  Q^.  Eu  premier  lieu,  si  les  géo- 
désiqnes  de  T  et  de  T,  coïncident,  (A)  admet  l'intégrale  quadratique 


(^-)      (dsl-V,dl-)=h\dt\ 


Si  l(^s  Q,  aduKMtent  aussi  un  potentiel,  (A)  et  (A,)  admettent  chacun 
une  intégrale  (piadraticpie  autre  que  celle  des  forces  vives. 

Dans  le  cas  général,  l'intégrale  des  forces  vives  de  (A,)  donne 
pour  (  A  )  rinlégrale 

{p)  ^  -  U ,  ^/a=  +  U ,  V  df'  =.  //,  di' . 

Il  importe  de  reconnaître  si  celle  intégrale  est  distincte  de  Tintégrale 
quadratique  (a)  et  de  celle  des  forces  vives  de  (  A  )  (quand  cette  der- 
nière existe).  Pour  discuter  ce  point,  plaçons-nous  d'al)ord  dans  Thy- 
polhèse  où  les  Q,  ne  dérivent  pas  d'un  potentiel.  Paiw  que  rinlégrale 
(  p)  se  confonde  avec  rintégrale  (  a),  il  faut  et  il  suffit  qu'on  ait 

'-4  -  U,(d^^-\dl')=^a,(da'~\dt^)  -b,dt' 

(a,  et  h,  ('tanl  deux  certaines  constanles),  ou  bien,  d'après  ini), 

ds]  —  dt\  (  U I  -t-  <t^  )  -!-  />,  A-  dt-  ~—  o, 
égalité  de  la  forme 

qui  caractérise  l'hypothèse  II,  où  des  géodésiques  de  ds-  coïncitlent 
avec  un  faisceau  naturel  h ^^^  a ^  de  (A,). 

Supposons  maintenant  que  (A)  possède  une  fonction  de  forces  U  ;  à 
quelles  conditions  l' intégrale  (p  )  se  réduit-elle  à  une  combinaison  de 
l'intégrale  (a)  et  de  celle  des  for-ces  vices?  Il  faut  el  il  suffit  (pi'oii  ait 

di- 

-yi  -  l) ,  (  dri-  —  V  dt-  )~a^  {da-  -\dt-)  ^  b,( ds-  -  U  dt- )  -h  c,  dl- 

Joiirit.  de  Math.  (\'  sériej,  lome  \.   —  l'asc.  I.  i8y'|.  !'■> 
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(l'^i.  A,,  r,  (''laiil  (■('l'Iiiiiis  ii()iul)i"<^s),  c'ost-à-dirc'  encore^ 


'in 


rf,Ç? 


iJ,  +  «, 

ÔLialili'  (le  la  foi'iiic 


D,4-«, 


,ll' 


rh- 


l)'"- 


(jiii  (•aiu(l(''i'is(>  le  ras  paiiiciilicr  où  un  laisccaii  iialiiirl  //  --i^  <i  dr  (  \  ) 
cl  un  iaiscraii  iialiii'i-l  A,  =t^  c/,   de  (  A,  )  coïiicidciil . 

lui  (l('lu)is  i\v  ers  doux  ras,  rinléj^rali' ( /M  srra  disliiiclc  de  Tiiilr- 
i^ralr  (  a  )  cl  Ai'  celle  des  forces  vives. 

<>.  Nous  soiiiiues  (Ml  ('lai  iiiaiiili'iiaiil  (r('Mi()iic<'r  les  coiicliisious  sui- 
\  ailles  : 

(Jitaixl  ilt'ti.r  syslèiiii's  (A  )  ri  (A,  ),  uîi  /esfoiccs  ne  .sont  pas  louli-.s 
nulles,  se  corfcspondciit  {'),  o/i  peut  toujours  passe/-  de  V  un  à  I.' autre 
par  uni'  transformation  iinuiur  de  la  fornu' 

7t^  =  '^-^'l ''/^H./.^-\)' 

oii  la  pan-nllirse  définit  une  intégrale  quadratique  de  (A)  à  moins 
(ju'elle  ne  se  réduise  à  une  eonslanle.  Mais  plusieurs  cas  soni  à  dis- 
liiifiuor  : 

i"  Les  s;/'Oflésiques  de  ds-  et  de  ds\  roïneident ;  c'est  le  cas  où 
f/t,  ='k(q,,  ...,q/,)dt.  Les  (''(lualioiis  (A')cl(A',),  d(^'(luiles  de  (  A  )  cl 
de  (A,)  e/i  annulant  les  forces,  adinctleul  une  iiih-grale  quadratique, 
sans  qu'il  eu  soil  de  in(!'inc  U(^ccssaircuicuL  de  (A)  cl  de  (A,),  (^uand 
les  forces  (Fuii  des  sysl(!'iiies,  soit  (A,),  dérivent  d"uu  poleuliel,  (A) 
admet  une  iutt'grale  quadrali(pie.  Quand  il  existe  une  fonction  de 
forces  dans  les  deux  systil-iues,  eluicun  d'eux  admet,  eu  outre  de  riiil(''- 
lirale  des  forces  vives,  une  seconde  iut(''i;i'ale  (piadraticjue. 

2"  Un  au  moins  des  deux  systèmes,  soit  A,,  admet  un  potentiel, 
et  un  faisceau  naturel  h,  —  r/,  de  (A,)  coïncide  avec  les  géodé- 


(')    It  est  clair  que,  (A)  et  (A.,)  joiiaiU  lui   rôle  svinélriqiio,  on  peut  p^'rmuler 
dans  ces  énonc(is  (A)  et  (A,). 
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niques  de  ds- .  —  On  rentre  dans  le  premier  cas  ensubsliluant  à  (  A,  ), 
à  l'aide  de  la  li'ansfornialioa  d(>  M.  Darboux,  le  système 


[(u, 


dl',-'  ij,+  f/. 


Le  .système  (A)  admet  une  iut('i;i-ule  qitadr(iti(iue  distincte  de  eelle 
des  forces  vives;  le  système 


[(i-,  +  «,)^J'Q-  =  o 


admet  aussi  une  intégrale  (iuadiati({ue.  Enfin,  si  (A)  possède  un  po- 
tentiel, (A,)  admet  lui-même  une  ititégiule  quadratique  distincte 
de  celle  des  forces  lu'ves. 

^"  Les  forces  de  (A)  et  de  (A,)  dèri'^-ent  des  potenti(ds  \  et  l  i,, 
el  deux  faisceaux  naturels  h  =  a,  A,  =  r/,  de  (A)  et  de  (A,  )  coïn- 
cident. On  rentre  dans  le  premier  cas  à  laide  d'une  duuhle  transfor- 
mation de  M.  Darboux.  Les  deux  systèmes  (A)  el  (A,)  possèdent, 
avec  celle  des  foi  ces  inves,  une  seconde  intéi^rale  (luadratKjiie. 

4"  {Cas  général).  Aucune  des  hypothèses  particulières  qui 
précèdent  n'est  l'érijiée.  Les  deux  systèmes  (A)  t'/(A,)  ont  une 
intégrale  quadratique  distincte  de  celle  des  forces  inves.  Si  les 
forces  de  (A,)  dérivent  d"un  |)()lenliel,  (A)  admet  deux  intéj;iales 
quadratiques  distinctes;  s'il  existe  aussi  une  fonction  de  forces 
pour  (A),  les  deux  systèmes  adniettent  respectivement  trois  inté- 
grales quadratiques  distinctes,  en  y  comprenant  celles  des  forces 


tnves 


Les  trois  premiers  cas  se  ramènent  en  définitive  au  cas  on  il  y  a 
correspondance  avec  conser\ation  des  j;é()d(''si<[ues.  A  e(;s  trois  cas 
s'appliquent  donc  tous  les  résultats  obteiuis  dans  le  Chapitre  II.  l^e 
(piatrième  cas  an  contraire  est  tout  à  fait  distinct  de  celui  (pii  a  été 
lrait(''  au  Chapitre  II. 

II.    —    Corollaires  des  théorèmes  précédents. 

7.  Je  vais  compléter  les  résultats  précédents  par  quekpies  remar- 
(pies  importantes. 
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Nous  avons  dit  qiio  si  un  dos  systèmes  corrcspoiulanls  (A  )  ot  (A,) 
adniol  une  foiiclion  do  forces,  il  n'en  est  j)as  de  même  en  général  du 
second.  Mais  ])la(;ons-nous  dans  Tliypolbèse  où  I  l'i  I  ,  exisleni  sinmi- 
lanéinenl. 

Nous  savons  {/ujif  (iliapilre  i.  p.  .^')  )  (pie,  dans  la  U'ansfornia- 
liou  (le  M.  Darhoux,  elia(|ue  faisceau  nalund  A  r;:c/  de  (A)(nolain- 
inenl  le  faisceau  des  géodési(|nes  //  ==  se  )  coïncide  avec  un  faisceau 
luilnii'l  //,  =  a,  de  (A,  V  (-elle  transformation,  comme  nous  lallons 
\()ir,  es/  la  seule  (jui  jouisse  de  eelle  propriété;  aulrcmcnl  dit, 
si  (A,)  /l'es/  pas  un  correspondaul  ordinaire  de  (A),  ////  /'</iscean 
naturel  (ptelronque  h  ==  a  de  (vV)  ne  eoïneide  pas  avec  un  faisci-au 
//C/////V'/ c/f  (A,  ),  mais  bien  avec  un  faisceau  olilenu  en  picnani  dans 
elwupie  faisceau  //,  =  r/,  un  faisceau  à  (  'ik  —  '\  )  |)ai'anii''lres.  (  )u  |h'uI 
m('ine  aller  plus  loin,  et  nioulrer  <\\\  il  u'e.risle  pas  en  général  île 
faisceau  naturel  h  =r.  a  de  (  A  )  qui  coïncide  a\ec  un  faisceau  na- 
turel de  (  A  ,)  et  qii'  il  n'en  existe  jamais  plus  d'un. 

Tonl  daliord,  si  un  tel  faisceau  h  =  a  existe,  on  se  trouve  n(''cessai- 
iciuenl  dans  un  des  trois  premiers  cas  énumérés  jilns  liaul.ct  lOti 
|)eut  toujours,  en  se  servant  de  la  transformation  de  JM.  Daihonx,  se 
placer  dans  le  premier  cas,  celui  où  les  deux  faisceaux  naturels  (jui 
coïncident  sont  les  faisceaux  des  géodésifjues,  //  =00,  //,=;«.  Je  dis 
(piil  ne  saurai!  (exister  un  second  faisceau  //  =^  <i  (jui  se  confonde  avec 
un  faisceau /«,  =  r/,,  à  moins  (pie  (A,  )  ne  soit  un  correspondant  ordi- 
naire de  (A  ). 

S'il  en  était  ainsi,  en  ellel,  on  devrait  avoir  en  même  temps 

et 

,  ds^  ,  (It- 

dt:   -  ■r-r-"'      =  \^'[  dt'-  —  y 

égalités  qui,  pour  être  compatibles,  exigent  les  conditions 

d.t\  „     rfv» 

/.-     --  u.-.  -.  —  —  =  u.-  ,-. 

'  L,-H«,         ^    V-ha 

Mais  nous  avons  vu  que,  si   deux  ds-  correspondants  sont  de   la 
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foi'iuc  ds-  Cl  ij-'-f/i",  (j.'  est  nccessaircmeul  une  constante,  et  les  deux 
systèmes  correspondanls  sont  deux  correspondants  ordinaires.  La 
proposition  est  donc  il(''nioiilrée. 

En  définitive,  dans  les  trois  premiers  cas  du  n"  6,  //  existe  un 
faisceau  naturel  h  =^  a  de  (A)  et  un  seul  qui  est  aussi  un  faisceau 
naturel  c^e  (A,  )  ;  dans  le  cas  général,  il  n'en  existe  pas  (  '  ). 

D'après  cela,  revenons  sur  le  problème  qui  consiste  à  reconnaître 
si,  pour  chaque  valeur  de  //,  </.y'--=^(U  +  li)ds-  admet  un  correspon- 
dant (  non  semblable  ) 

ds;  =  2  A;/^ , ,  y, q,.  h )  dqi  dq^. 

Est-il  possible  que  le  système ( -~.  Q|=  o)  se  rallaclio  à  un  sys- 
tème (A,)  indépendant  de  //,  de  la  même  manière  que  le  système 
(-^,)  Q,-  =  G ]  se  rattache  à  (A)?  Autrement  dit,  ds";  peut-il  être  de  la 

forme  (U, -i- A,  )  rfs,,  /(,  étant  une  certaine  fonction  de  A,  et  L,. 
ds\  n'en  dépendant  pas?  Cela  n'a  jamais  lieu  ;  car,  autrement,  les  sys- 
tèmes (^, .  L  )  et  (;t4'  U,  I  seraient  deux  correspondants  non  ordi- 
naires, et  tout  faisceau  naturel  de  l'un  serait  faisceau  naturel  de 
Vautre.  La  recherche  des  ds'f  est  donc  tout  à  fait  distincte  de  celle 
des  correspondants  de  (A). 

8.  Nous  nous  sommes  appuyés,  dans  ce  Chapitre,  sur  quelques 
propositions  obtenues  antérieurement  et  notamment  sur  celle-ci  : 

Pour  que  deux  systèmes  (\)  et  (A,")  soient  correspondants  a^'ec 
conservation  des  géodésiques,  il  faut  et  il  suffit  qu'on  puisse  passer 


(')  J'insiste  sur  ce  point,  qui  a  son  importance  dans  la  théorie  des  groupes  de 
transformations  des  trajectoires,  et  qui  a  donné  lieu  à  une  discussion  entre 
M.  Liouville  et  moi.  M.  Liouville  pensait  avoir  démontré  que,  pour  A>2, 
chaque  faisceau  naturel  de  (A)  est  toujours  un  faisceau  naturel  de  (A,)  (voir 
\e.i  Comptes  rendus.  3i  octobre  1892).  En  réalité,  les  considérations  précédentes 
montrent  qu'il  n'en  esl  jamais  ainsi. 
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de  (  A)  à  (A,  )  à  l'aide  de  la  Iraiisfoinialiun 

Il  est  bien  facile  de  (léiuonlici-  celle  |iin|i()silioii  en  se  scrviuil  de  la 
relalioii  (|iii  exisLe,  dans  tous  les  cas,  cuire  ///  cl  r//,  (juaud  (A  )el  (A,  ) 
sont  deux  correspondants  où  les  forces  ne  sont  pas  nulles.  Celle  l'cla- 
lion  peul  s'écrire 

dq\  ci(j\         d(/'î 

Nous  savons  ([ue  les  géodésitpies  de  d.s-  soni  un  faisceau  <\i'  Irajcc- 
loires   de  (A)   à   (  2/1  —  2)   |)aranièlres  qui  salisfoul  à   la   condition 

— —  =  o  (ou  -T^^'  -+-  $,  -r-  —  '!•■■  =  t>  );    l>our  (lue  les   i;éod(''si(|ues    de 
di/,  \        df/l  '  r/7,  -  /'     '  '  ■  ' 

d-s'-  cl  de  ds'-^   coïncidcnl,  il   faul  donc  cl  il  suffil   (pie  les  conditions 

di,  cil  •      ,   •      •      I      ■  ■  <'' 

-P-i  =  o  et -7—  =  osonMit  eiiuivalentes:  comme  on  a,  pour   ,      =  o, 

</(/,  d>/t  1  '  (/'/i 

dl;  di'- 

il  faut  et  il  suilil  (|ue  -—  soil  idenliquemenl  nul,  el,   par  suilc,    que 
(  — !■  J  =M(y,,  q.,,  ...,  (/^.).   Nous  savons  alors  (i^oir  le  n"  5  de  ce 


Chapitre,  p.  66)  que  MessC^  ^  l      •  c.  (j.  v.  u. 

Ceci  nous  permet  de  retrouver  le  lh(!'or(''me  d(^'montr<''  dans  le  pre- 
mier Chapitre  el  auquel  nous  avons  eu  souvent  recours  :  Si  les-  sys- 
tèmes (;t-,'  Q,  )  cf  (  C  -j-^  )  Q'A  so/it  eori-cspondaiils,  on  a  itécessaire- 

ment  Q',  =cQ,,  ...,  Q/,  —  cQ/,-  l'^i'  etTel,  les  gciodésiques  de  ds'^  et 
de  Cds'-  coïncidaul.  on  a 


d^, 
dl 


C 


'"[^l       —^"^       ' 


el  d'autre  part 


A  +  1 

I  ; 


SIR    LV    THA.>"SFORM\TION     TES    ÉQVATIONS     DE    LA    DYNAMIQUE.         79 

donc 

■11. 

î^i  =  P,C;;C  *', 
et  coninio 

on  Irouve 

et,  si  Ion  remplace  clans  —.'-,  C„  en  t'oncliou  de  C  et  c, 

dtf  _      /G 

Ht  ^y  c' 

Ce  sont  bien  les  résultais  déjà  obtenus. 

9.   Nous  avons  également  démontré  dans  le  Chapitre  II  <|U('  f/fii.r 

.systèmes  (  -^, ,  Q,  j  et  (  -y^j  i  Q',  j  /ii"  prin-e/it  l'trr  correspoiidaiit.s  puitt 

doux  systèmes  distincts  de  forces  associées,  soit  Q,  et  ()\  d'uite 
part.  (Q,)  et  (QV)  d'autre  part,  sans  que  les  gèodésiques  de  ds- 
et  de  ds\  coïncident  (au  moins,  quand  A  dépasse  2). 

Voici  une  nouvelle  démonstration  de  ce  lliéorcme  qui  nous  fournit 
en.  même  temps  des  résultats  pour  A  =  ■>. 

Admettons  que  les  géodésicjues  de  ds-  et  de  ds\  ne  coïncident  pas; 

nous  avons,  d'après  les  systèmes  /-— ,  (^,  )  et  (^'  Qj,  1''  rçlalion 
lyVoir  p.  Go) 

j  dl'  (  p,-  f/^r ,  -  p ,  dq^  )  -  dt]  (  ^;.  dq ,  -  ?  ',  dq,  ) 

■  '  *        I     -  (  n ,  -  n;  )  dq,  -  (  n,  -  n;  )  dq , ,        ^  s,-, 

les  n  étant  des  formes  cpuidraliques  en  dq,,  dq,,  ■  ■  -,  dq^,  qui  ne  dé- 
pendent que  de  ds^  et  de  ds'^.  Nous  savons  d'ailleurs  qu'on  a  nécessai- 
rement 


.Sc)  l'MNLEVK. 

qui',  (II/  |>liis,  le  second  nieinlire  S,  ilc  (  i)  esl  divisible  par 

et  que  le  (|iiolienl,  soil  rfo-'-,  csl  le   même  (juel  (jiie  soil  i.   On  a  de 


miwne  d  après 


ds- 


r(Q/)    el     -^,(Q; 


ds-\ 


y^di\ 


<//-r{,f/f/,  -  y,  dç,  )  —  d/-iY,  dr/,  -  y',  dr/,) 
=  (U,-n\)dq,  ^(11,   -  II,). /y,, 

el  des  renianpies  analuyues  s  "appliipiiiil  à  eelle  ('-j^alilé. 

(]leci  rappelé,  je  dis  que,  -si  k  ih'-passc  2,  on  a  nécessairement 


h  ^  h 
■Il      ï< 


('/=!,  2,  ...,/.). 


Soil,  en  ell'et,  -  jzi  —  ;  un  de  ces  rapports  au  moins  sera  didërenlde  — , 

soit-;  le   liiriome  (•{n.dq,  —  ^;,  dq.^),   divisant  S,,  [  le  second   nuMuhrc 

7 1 
de  (i)  pour  i  =  2]  et  étant  premier  avec  (fin  dq,  -  j3,  dq.,),  doit  divi- 
ser rfo--;  pour  la  même  raison,  (^(^dq,  —  y,  r/y^)  divise  aussi  d(j- ;  on 
devrait  donc  avoir 

S,  =  M(r/,,  ...,y,) 

X  (3,  dq,  —  [iJ,  dq.,){-^.,  dq,  -  y,  dq.,){^^  dq,  -  y,  f/y,), 

et  de  même 

X  {^.dq  -y,dq.,)('^.,  dq,  -  ^,  dq._)(^.,dq ,  —  p,  ^/y,). 
Cette  double  égalité  n'est  possible  crue  si  ^  ^  —  >  ce  qui  est  contre 

O  I  1  ^1  ^1  1 

l'hypothèse.  On  a  donc  bien 

ïi       T2      "  "  '     ï* 


D'autre  pari,  lexpression 


A_  ^'^''+^  (dt. 


dt) 
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éliuil  une  intégrale  prciiiière  de  (A),  rexpressiori 


A  p;  \*+^  s. 


/ap;y+3^7'2 


esl  une  intégrale  du  sysièiiic  (-^i  ^v'^^'^/ï  ''   '^'^  *'*'  '^''-"   "ii'"i*^'   'J*- 
Texpression 

^  -77/     "tT' 

ceci  n'est  possible  que  si  Ton  a 

PApJ     ~ï.  Vr./ 

En  permutant  les  systèmes  (A)  et  (A,  ),  on  Irouverail  de  même 

et  de  ces  deux  égalités  on  tire 

T.  =  ^?.'         !'',  =  '-•■?.■ 
Comme  enfin 

on  a  en  définitive 

Q.  ~  Q2  g.  ^  '       q;  ~  g;     ••■     Q/.       ' 

les  systèmes  de  forces  (Q,)  et  (Qj)  ne  sont  pas  disliiicls  des  syslèuies 
Q,elQ'. .  C.Q.F.D. 

La  dernière  partie  de  la  démonstration  subsiste  si  A  =  2  ;  par  suite, 

(piand  —  =:  ^,  la  valeur  commune  de  ces  deux  rapports  est  nécessai- 

Journ.  de  Math.  (.'("  série),  tome  X    —  Fasc.  I,  iSi/(.  '  ' 
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iviiicnl  uiicroiislaïUc;  maison  iiepeiil  plusétablir,  coinnic  prccédoni- 
iiiont,  que  ces  rapports  sont  identiques.  Le  raisonnement  employé  fait 
voir  seulement  que 

/r  sv.strnir  i-j-,^  Q(^=o)    admet  donc   iK'rrssduviiiciil  dcu.r    inlr- 

S^fd/cs  qHddvaliqucs  dislinclc^s,  en  outre  de  celle  des  forces  vii-es, 
à  savoir  deux  intégrales  de  la  forme 

A(  K  dq^  -+-  Vdq,  )  (y,  dq^  —  y.,  dq  ,)  =  C  dt'-, 
el 

a(E  dq,  +  Fdq,)(^^,  dq,  -  p,  dq,  )  =  C  dl^  : 

de  même  le  système  i-rri>  Qi  =  oj  admet  deux  intégrales  de  même 

-j-|.  Q,j  et  (;j4>  Qi  )  ne  peuvent 

se  correspondre  pour  plus  de  fj-ofs  systèmes  de  forces  distinctes.  Si 
trois  tels  systèmes  existent,  soit  Q,  et  Q^ ,  (Q,)  et  (Q)),  [(Q,)]  et 

KQi)]'  l''*  systèmes  f  ^i  Q,  =  o j  et  (^,  Q',  =  o)  admettent  respec- 
tivement trois  intégrales  linéaires  distinctes,  et  par  suite  ds-  et  ds', 
sont  les  ds'^  d'une  sur/ace  à  courbure  constante.  J 'arrête  ici  cette  dis- 
cussion du  cas  particulier  de  deux  paramètres,  dont  l'étude  ne  présente 
plus  dès  lors  de  difficulté  et  sera  développée  complètement  dans  un 
autre  Mémoire. 

10.  (lomme  dernier  corollaire  du  théorème  général,  démontions 
enfin  cette  proposition  importante  : 

Soit  deux  corresponda/its  non  ordinaii-es  M^' Q;  M?M  ;^' Q/  M 

ilest  impossible  que  la  condition  ds\^iy.{q,,  ...,qi,)ds^  soit  rem- 
plie. 

Tout  d'abord,  observons  que  cette  condition  est  réalisée  pour  les 
correspondants  ordinaires;  car  on  a  alors  soit  ds',^Cds^,  soit 
ds-,  =  C(U  +  h)ds^,  U  désignant  le  potentiel  des  Q,.  Le  théorème 
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exprime  que  ces  correspondants  sont  les  seuls  qui  jouissent  de  cette 
propriété. 

La  chose  est  évidente  si  les  géodésiques  coïncident,  ainsi  que  nt)us 
l'avons  déjà  remarqué;  car  [-«.(y,,  y^)  ■  ■  ■■>  y*,)  =  const.  doit  être  une 
intégrale  des  géodésiques  et,  par  suite,  se  réduit  à  une  constante. 
Voici  une  démonstration  qui  endurasse  tous  les  autres  cas. 

Admettons  que  ds'-,  soit  égal  à  [j.ds-,  et  écrivons  une  des  équations 
(A)  et  une  des  équations  (A,  ), 

(A)  2  ^^'V  S-  +  N,  =  Q,  (.•=,,  2,  ... ,  A-) 

et 

(A)  y  A-^^  +  N+^^^  — -rx)  — -^• 

1=1 
V  représente  log[/.,  et  (T)  ce  que  devient  T  quand  on  y  remplace  y',  par 
{q\)^  T^-  Il  suit  de  là  que,  si  l'on  désigne  par  cijj  le  mineur  de  A  re- 
latif à  l'élément  A/y  et  divisé  par  A,  on  aura 

i=k  i=k 

-lïî  =  (P')  -TÏT^l  «'V  J-i^)  ^  CT)  2  «'V  à^n  ^  ^'' 

/=1  ;=1 

mais,  d'après  les  égalités /j,  =  -y-^,  on  a  précisément 

?i  =  2  ^''JPJ'        '•'^"'^        .  ^'  ^  21  '^''V  ;^  ' 
en  sorte  qu'on  peut  écrire,  en  posant  B,=  V  a,j  y^ 


; 


O'jj 


tli  -n^\  _r./\± 


La  relation  entre  dt  et  dt,  est  donc  ici 

dr^C^,dg,  -  ;3,  dq,)  -  dt]{<^',dq,  -  ^^\dq,) 

=  (n,  -  II,  +  rfv  f/^r,  -  B,  ds-)dq.,  -  (IIj  -  H.  +  dv  dq„  -  B.  ds-)dq, 
=  ds^{B^dq,-'B,dq.,). 
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Le  liinome  (^^^^dq^  —  p,  dq.,)  doit  diviser  le  second  mcnil)re  (');  il 
ne  peul  (si  A  est  supérieur  à  2)  diviser  d-i"^  dont  le  discriminant  A  n'est 
pas  nul;  la  relalion  entre  /■//,  ri  dl  est  donc  de  la  forme 

qui  caractérise  riiypothèse  II,  où  les  géodésiques  de  (U  -+-a)ds^  et 
celles  de  f/s'^  coiucident,  l  désiiiiiant  la  foncllon  d(^  forces  de  (A  )  ({ui 
existe  aloi's  mH-cssairemenl,  et  t/  un(^  cei-laiue  constante  linie. 

Imi  |ieiiiiulant  les  deux  systèmes,  on  voit  de  même  cjue  les  géodé- 
siques  de  ^/.s-  coïncident  avec  les  géodési([nes  de  (U,  +  a,  )d.<f],  U,  dé- 
signant la  fonction  de  forces  de  (A,)  qui  existe  nécessairement  et  «, 
un  certain  uomlin^  lini.  dette  double  circonstance  (d'après  le  lliéo- 
rème  (in  u"  7  )  ne  peut  s('  pn-sentcr  <pie  dans  la  transformation  de 
M.  l)ar])ou\.  ('..  Q.  V.  I). 

Pour  les  systèmes  à  deux  paramètres,  il  n'est  pas  impossible  que 
^îdq,  —  P,  dq2  divise  d.s^-^  j'observe  seulement  que  le  ds-  serait  alors 
nécessaircnu'ul  le  ds-  d'une  surface  imaginaire.  Ou  \()il  aussil('it  cpie 
ds-^  (et  ds'-)  sont  deux  ds-  de  M.  Lie;  car  si  l'on  ramène  ces  ds^  à  la 


(  ),  =--.  o 


possède  une  inti'grale  qu; 


forme  Ac/y,  c/y^,  le  système  \-jjr,> 

drati(pie  telle  cpie  dq,(m  dq, -h /idq.,)  ^  Cdt'-,  qui  caractérise  les 
(/s-  de  M.  Lie.  .le  me  borne  à  ces  indications  sur  le  cas  de  deux  para- 
mètres, qu'il  est  très  facile  dès  lors  de  traiter  directement  et  tjue  je 
discnt(M'ai  dans  un  travail  ult(''rieur. 


IIL     —     (conditions    suffisantes      pour     qu'un     système     (A)    ADMETTE 

DES  correspondants.   1']quations  générales   du   calcul  des  varia- 
tions. 


dû  '  ^^' 

possède  un  correspondant  non  ordinaire     y''  Q,   ,  les  deux  systèmes 


(')  Si  le  second  membre  était  identiquement  nul,  on  aurait  rf<5  ^^  ^' '^''' ^' '^* 
géodésiques  coïncideraient. 
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y^,Q,  =  o     ot  U7^,Q'=o     admettent  rcspectivemeiil  une    iiih'- 

grale  quadratique;  dans  certains  cas,  toutefois,  il  faut  substituer  dans 
l'énoncé  à  un  de  ces  systèmes,  au  premier  par  exemple,  le  système 

(U  +  a)-7^2>  Q,^  ^  G    .  L'existence  d'une  inléi;rale  (juadialiquc  c\c 

-^,  Q,  =:  G    ou  même  de     -7-5,  (^,    n'est  pas  d'ailleurs  une  eoudilion 
suffisaiilo  pour  que  (A)  possède  im  correspondant.  C'est  ainsi  (pie  le 

système   (A),   rencontré  par  Jacobi,  où  ds"^  est  égal  à  ^   f     \  <^ff]', 

1=1 
{i^oir  Cliap.  H,  p.  t'i)  et  où  U  =  V  p^j^,  admet  un  système  com- 
plet d'intégrales  quadratiques  sans  posséder  en  généi'al  de  correspon- 
dants non  ordinaires. 

Pour  former  les  conditions  suffisantes,  un  procédé  consiste  à  expri- 
mer qu'on  peut  passer  de  (A)  à  (A,)  par  uik^  transforiiiaiion  di'  la 
forme 

dl]  =  dn-  —  wdl-. 

Ces  conditions  se  présentent  comme  beaucoup  plus  compliquées 
que  dans  1-e  cas  des  forces  nulles;  mais  on  les  simplifie  notal)leiiieiiL 
en    tenant   compte    imtnédiolcinciil  des  conditions  nécessaires  (h'jà 

connues  :   1°  |i  =  |i;   2°   l'expression  (II,  —  ^,)dq,  -  (11,  -  n;)r/y, 

3. 
est  divisible  par  ^  dq^  —  c/y,,    et  le   quotient,  f/o-^  est   indépendant 

(le   i;   3"   (  ^  p  )         ~s^  +  F '^'   I  ""^t  ""•-'   intégrale    de  (A),   et 

(ï  y)'^^  [f-  +.p|  '''"^  """'  i"t''8'-alc  de  (A,  ). 

Pour  qu'il  y  ait  correspondance  avec  conservation  des  géodésiciues, 
il  faut  que  </a-  eeeeo,  c'est-à-dire  qu'on  ait 

(n,-n',v%-(ii,-n:)./ry,E.E;o, 

conditions  nouvelles  à  ajouter  aux  précédentes.   Mais  on  peut  se  de- 
mander si  cos   conditions  ne  sont  pas   nécessairement  des  consé- 
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quciiccs  dr.s  premières;  aulrcincnl  dil,  si  la  correspondance  avec 
conservation  des  géodésiqucs  (ou  du  moins  d'un  faisceau  naturel)  n'esl 
pas  \a  seule  possible.  Il  n'en  est  rien,  el  pour  s'en  assurer  un  moyen 
simple  csl  de  former  un  exemple.  Je  citerai  seulement  le  suivant  : 
les  deux  sysLèmes 

[T,  L|     <^i     |T.,IM, 


où 


et  où 


^-m-m-'-(Mï'  "-^'-' 


T.-i[(:^ 


eLr  (ly 


sont  correspondants;  leurs  trajectoires  sont  des  paraboles  daxc  pa- 
rallèle à  0-.  Aucun  faisceau  naturel  A  =a  de  (A)  n'est  faisceau  na- 
Inrcl  //,  =  a,  du  second  système.  Observons  (juc  ces  deux  systèmes 
sont  en  même  temps  homologues;  on  passe  de  l'un  à  l'autre  en  chan- 

seanl  ./■  en  -,  v  en  '— >  ;;  en  ^  et  en  faisant  t  =  t..  Ce  chan"emcnt  de 

variable  transforme  les  paraboles  trajectoires  en  elles-mêmes. 

Si  donc  on  forme,  comme  je  viens  de  l'indiquer,  les  conditions  jfw/- 
Jisanles  pour  que  (A)  admette  un  correspondant,  les  systèmes  (A") 
répondant  à  ces  conditions  comprendront  comme  systèmes  particu- 
liers ceux  (pii  satisfont  de  plus  à  la  condition  que  les  géodésiques  (ou 
un  faisceau  naturel)  se  conservent.  Il  est  d'autre  part  très  facile  de 
trouver  des  ds'^  correspondants,  par  suite  des  systèmes  (A)  qui  admet- 
tent des  correspondants  ayant  mêmes  géodésiques;  de  ces  systèmes 
enfin  on  déduit  sans  peine  des  correspondants  qui  possèdent  un  fais- 
ceau naturel  commun.  Les  quatre  cas  que  nous  avons  énumérés  au 
n"6  peuvent  donc  bien  se  présenter. 

12.  Je  reviendrai  ailleurs  sur  les  conditions  suffisantes  en  ques- 
tion. Je  terminerai   ces  généralités  en  remarquant    qu'elles  peuvent 
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s'éleiulre  aux  cqualions  quelconques  proK-cnanl  du  calcul  des  varia- 
lions.  Considérons  une  fonction 

/(?,,  </.,  •••,  7a,  q\,  q-,,  •••,  7'/,) 

assujettie  à  la  seule  condition  (jue  son  liessien  relatif  aux  q\  ne  soil  pas 
nul,  et  écrivons  les  équations 

Si  un  second  système  analogue  (a,)  définit  les  mêmes  trajectoires, 
on  passe  de  (a,)  à  (a)  par  nue  transformation 

-^  =?(?M  </.,  •■•-  q\,  q',,  ■■■,q\), 

{\\)n  Ton  peut  déduire,  en  générai,  une  intégrale  première  de  (a) 
[et  de  («()];  dans  le  cas  où  cette  intégrale  se  réduit  à  une  constante 
absolue,  on  connaît,  en  général,  une  intégrale  du  système  (a)  où  Ton 
aannuléles  Q,.  Quand /est  homogène  en  y',,  q'.,,  ...,  q\,clde  degré  m 
(ni^o  et  i),  l'analogie  avec  les  équations  de  Lagrange  est  presque  com- 
plète :  il  convient  là  encore  de  distinguer  deux  cas  suivant  que  tous 
les  Q,,  Q'  sont  nuls  ou  non;  ce  dernier  cas  se  décompose  lui-même 
en  quatre  autres  d'après  la  classification  du  n°  6. 

TV.  —  Conséquences  générales  et  applications  particulières 

DES    TUÉORÈMES    précédents. 

15.  Je  me  bornerai  à  indi(|uer  brièvement  ici  quelques-unes  des 
conséquences  les  plus  importantes  des  théorèmes  cjue  je  viens  d'éta- 
blir, et  aussi  quelques  applications  pour  montrer  avec  quelle  facilité 
elles  découlent  de  ces  généralités. 

Tout  d'abord,  nous  savons  qu'à  un  correspondant  non  ordinaire 
(A,)  de  (A)  est  attachée  une  certaine  intégrale  quadratique  soit  de  (A), 

soit  d'un  des  systèmes  (-7-^,  Q,  —  o  j  ou    (  U  -t-  rt  )  -^»  Q;  =  o   •  Cette 
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inlégralo  une  l'ois  coniuic,  le  <  iiKiil  du  corrcspoutlaul  {A,)  u'ollVo  plus 
aucune  difficulté.  Or  la  déiri  iniualiou  des  intégrales  quadratiques  de 
(A)  dépend,  dans  riiypollièsc  la  moins  favorable,  d'un  système  diffé- 
rentiel linéaire  complot.  La  dctciininalion  des  correspondants  d'un 
syslènic  (A)  donné  n'exige  donc  jamais  que  l'intégration  d'équa- 
tions linéaires. 

Si,  en  particulier,  on  veut  résoudre  les.  problèmes  I  et  II  de  Flntro- 
duction,  il  faut,  ])armi  les  ds'\,  distinguer  ceux  qui  sont  homologues 
de  ds"^  et  calculer  les  Iransfonualions  de  passage  de  </.s-  à  ds\;  recherche 
fjui  n'introduit  encore  que  des  équations  linéaires.  Nolammcnl,  le 
calcul  des  transformations  y,=  ç,(/-, ,  ...,/■<)  qui  conservent  les 
trajectoires  d'un  système  donné  n'exige  jamais  que  l'intégration 
d'un  système  linéaire  complet. 

I  i.  Insistons  riiaint('nant  sui-  le  piohlème  particulier  énoncé  an 
début  de  Tlntroduclion  -.Un  système  (A)  étant  donné,  existe-t-il  un 
système  (A,)  qui  déjinisse  le  même  mouvement?  Pour  qu'il  en  soit 
ainsi,  il  faut  et  il  suffit  qu'il  existe  entre  dt  et  dt^  une  relation  de  la 

forme -y-'  ^^i.  Si  les   forces  (^,,  Q',   sont  nulles,  pour  (jue  les  deux 

mouvements  coïncident,  il  faut  donc  et  il  suffit  que  (A)  et  (A,)  soient 
deux  correspondants  pour  lesquels  A  H^  C  A,,  C  étant  une  constante.  Si 
les  forces  Q,,  O^  ne  sont  pas  toutes  nulles,  il  faut  et  il  suffit  que  (A) 
et  (A|)  soient  deux  correspondants  dont  les  géodésiques  coïncident, 

et  tels  de  plus  que  A^eGA,  ;  on  aura  alors  (3,=  ^'-  et  ^  =  i  pour  un 

des  systèmes  [T,,  cQ']. 

II  suit  de  là  que,  pour  trouver  tous  les  systèmes  (A,)  cherchés,  il 
faudra  déterminer  tous  les  ds-,  soit  dS-,  ayant  mêmes  géodésiques 
et  même  discriminant  que  ds^.  A  tout  système  de  forces  Q,  corres- 
pondra un  système  de  forces  (V^  (et  un  seul)  tel  que  les  deux  mou- 

\'ements  définis  par  ( -^^  >  Q,  j  et  par  (  C  -^^ ,  Q^  j  coïncident  {C  est  un 

nombre  choisi  arbitrairement  ). 

On  voit  aisément  que  les  ds-  des  surfaces  à  courbure  constante  ad- 
mettent de  tels  correspondants  ds\,  et  il  en  est  de  même  des  c?s*  des 
surfaces  à  courbure  constante  de  l'espace  à  (A'  -l-  i)  dimensions.  Pour 
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k=  2,  il  n'existe  pas  d'autres  ds-  jouissant  de  cette  propriété,  mais 
pour  A  >■  2  il  n'en  eslplus  ainsi.  M.  Liouville  (  '  )  a  déterminé  tous  /es 

ds-  à  trois  variables  Iris  que  le  uwinejiicnt  défini  pari -j-^,  Q^.  =  oj 

puisse  être  aussi  défini  par  un  second  système  (-ttt'  Qi  =  o  j  r/  tel  de 

plus  que  les  discriminants  A  et  A,  de  ds^  et  de  ds\  soient  identiques. 
D'après  ce  qui  précède,  cette  dernière  condition  est  inutile  et  rentn^ 
dans  la  première.  Les  ds-  déterminés  par  M.  Liouville  constituent 
donc  tous  les  ds-  à  trois  variables,  tels  que  le  n/ouvement  défini  par 

un  système  i-r^'  Q,)  puisse  être  aussi  défini  par  un  autre  système  dis- 
tinct du  premier  (-yy|'  Q,)- 

13.   Revenons  aussi  sur  le  problème  II  de  l'Introduction  :  «  Étant 
donné  le  système  (A)  ou  (-^>  Q,j,  déterminer  des  forces  R]  telles 


vil' 

c|ue,  si  on  les  substitue  aux  Q,,  les  nouvelles  trajectoires  se  déduisent 
des  premières  en  changeant  q^  en  '-^/(q,,  q^,  ■  ■  -,  qk)-  »  Les  trajectoires 

de  f-j-5,  Q,  j  et  de  (^'  R')  comprendront  un  faisceau  commun,  à  sa- 
voir les  géodésicjues  de  ds'-.  Deux  cas  sont  à  distinguer  suivant  que  ce 
faisceau  se  transforme  ou  non  en  lui-même  quand  on  change  q^  en 
Ojiq^,  . . .,  q^).  Occupons-nous  seulement  du  premier  cas. 

La  transformation  ^,  =  o,  et  .son  inverse  substituent  alors  à  ds'^  deux 
ds'-  homologues,  soit  ds"^  et  ds\  (-),  dont  les  géodésicjues  coïncident 

avec  celles  de  ds"^.  Par  suite,  tout  système  [-pi  Q,)  possède  un  cor- 
respondant de  la  forme  (;7t|»  Qi  );  l'homologue  déduit  de  ce  corres- 
pondant  en   changeant    les  ^,    en   9,(^1,  ...,qk),    est  de  la    forme 
-p_,  Y{'-     et  les  forces  R^  conviennent  au  problème. 
Si  donc  les  géodésiques  de   ds-  admettent  une  transformation 


(')  Voir  les  Comptes  rendus,  avril  1891. 
(^)  ds-^  peut  d'ailleurs  coïncider  avec  ds"^ . 

Journ.  de  Math.  (\'  série),  loiiie  X.  —  Fasc.  I,  1894.  ' -^ 
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(jr,  ==  cp,  t'rt  elles-mêmes,  à  loitl  système  de  forces  Q,  correspondent 


des  forces  R,,  telles  que  les  trajectoires  définies  par  (  yi  >  R,  )  se  dé 


duisenl  des  trajectoires  définies  par  I-ît.,'  Q,  )  en  c/iangeant  qi  en 

?,('7,,'7.,  ••■,'7a)- 

Kî.  (^iic  les  gùodésiques  se  conservent  ou  non,  esl-il  possil)le  que 
la  transformation  y,=  çp,-  soit  conforme^  je  veux  dire  change  ds'-  en 
\i-{qyi  q-2y  ■  ■  ■■,  qk)ds^'l  S'il  en  est  ainsi,  Tinverse  de  celle  transforma- 
tion siil)slitue   an    système   {-ttt,}  R'j    un    correspondant   de    A,   soit 

77^'  Q'  )  j   ou  '^■^' I  ==  \^  'f-'''  'i  il  faudi'a  donc  (ju'on  ail  ou  bien  r/s ,  =  C  ds- 

C  - 

et  O;  =  cQi,  DU  l)ien  ds',  =  (ah  +  //)  ds-  et  U,  =  —r. 7  •  On  détermi- 

nera  donc  tous  les  ds-  de  la  forme  C  ds'-,  ou  de  la  forme  (aU  +  b)ds- 
(quand  U  existe),  qui  sont  homologues  deds-,  et  toutes  les  transfor- 

mations  de  passage  qi^  9,-;  si  l'on  prend  R  =  C  ^^  -^  0/(cpi,  ...,  9^1) 

pour  le  premier  cas,  et  si  l'on  change  les  q^  en  ç,(y,,  ■  ••,  q^)  dans 

G 
— f-j — 5  pour  le  second,  on  obtient  des  forces  R'  ou  une  fonction  de 

a  U  -H  p  ^  ' 

forces  U'  telles  que  les  trajectoires  de  (;A>  Rj  ou  de  (-^>  U'j  se  dé- 


duisenl  des  premières  par  une  transformation  conforme. 

Par  exemple,  soit  ds'-  =  dx'-  -\-  dy'- .  En  outre  de  la  transformation 
banale  définie  par  l'égalité  x  -1-  iy  =; (A  -f-  jB)(x",  ±:  iy^')  -H  C  +  «D, 
il  existera  d'autres  transformations  conformes  faisant  passer  des  tra- 
jectoires de  (-A'  Q,)  'lux  trajectoires  de  (-A'  R'))  si  U  existe  et  satis- 

P  .    ,  ,           ...       t^-logU        tJ-logU  T^  , 

tait  a  la  condition  — 7-? 1 ■——  sso.  Posons  alors 

-  I02-  u  +  /V  =  log  ^  +  A  +  /B, 

°  2  ^    dz 

/",   représentant   une    fonction    analytique   de   z  =^  x  +  iy\   l'égalité 
z,  = /"((j)  définit  deux  fonctions  a;  =  cp(a--,,_)^|),  y  = '-J; (a;,,/,);  soit 
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U'  ce  que  devient  l'expression  j-j  quand  on  y  change  x  cly  en  '^(x,y) 
cl  ■\j(x,y);  les  Irajectoires  du  système  (-7^>  U'j  se  déduisent  de  celles 
du  système  (j^j  U  )  en  changeant  x  cl  y  en  ^(x,y)  et  ■\i(x,y').  C'est 


un  théorème  de  M.  Goursat  ('). 

17.  L'application  de  certaines  des  remarques  précédentes  perniel 
de  retrouver  sans  peine  tous  les  résultats  déjà  obtenus  par  les  divers 
auteurs  qui  se  sont  occupés  de  systèmes  correspondants  particuliers. 
Par  exemple,  les  géodésiques  de  ds-E^dx"^  -i-  dy"^  admettent  le  groupe 
des  transformations  homographiqucs  à  deux  variables.  D'après  le 
théorème  du  n°  13,  à  chacjuc  système  de  forces  Q,  correspondent  des 

forces  R'  telles  que  les  trajectoires  de  {-tjii  Q,)ct  def-^-TJ  Rj  se  dé- 


dl'     ^7  ^  "  "^  \dt\ 

duisent  les  unes  des  autres  par  une  transformation  homographique 
cjuelconque  donnée  à  l'avance.  Les  formules  de  passage  découlent  im- 
médiatement des  formules  établies  dans  le  Chapitre  II  (p.  49)  sur 
les  correspondances  qui  conservent  les  géodésiques.  On  retrouve  ainsi 
les  résultats  bien  connus  de  INL  Appell. 

Il  est  clair  cjue  les  mêmes  conclusions  s'appliquent  aux  ds-  à  deux 
variables  dont  les  géodésiques  admettent  la  transformation  homogra- 
phique la  plus  générale.  Quels  sont  ces  ds"^.  Leurs  géodésiques  étant 
des  droites  A^, -t- R^r^ -1- C  =  o,  ces  ds'^  sont  correspondants  de 
dx--hdy-,  et  possèdent  par  suite  trois  transformations  infinitési- 
males en  eux-mêmes  (voir  Chap.  III,  Section  V,  p.  72)  :  d'après  un 
théorème  de  M.  Lie,  ce  sont  les  ds-  de  surfaces  à  courbure  constante. 
D'autre  part,  on  voit  immédiatement,  sur  la  sphère  et  la  pseudosphère, 
que  toute  surface  à  courbure  constante  est  représenlable  géodésique- 
ment  sur  le  plan.  De  cette  seule  remarque,  il  résulte  (Chap.  II,  Sec- 
tion  VI,    p.    48)  que  tout  rnomeinent  {-!-,■>  Q,)  sur  une  surface  à 

courbure  constante  correspond  à  un  mouvement  plan,  et  que  les 
surfaces  à  courbure  constante  sont  les  seules  à  jouir  de  cette  pro- 


(')  Voir  les  Comptes  rendus  {avrW  1889)  et  la  Note  de  M.  Darboux  taisant 
suite  à  celle  de  M.  Goursat. 


92  TAINLEVÉ. 

priélé.  On  connaît  les  travaux  de  MM.  Paul  Serret,  Appell  et  Dau- 
theville  sur  la  (jucstion. 

Toutes  ces  remarques  peuvent  être  répétées  sans  modification  pour 
les  ds-  de  la  forme  dx]  +■...-!-  dxl,  et  pour  les  ds^  des  surfaces  à 
courbure  constante  de  l'espace  à  (A"  +  i)  dimensions. 

Mais  les  généralités  développées  dans  ce  Mémoire  comportent  beau- 
coup d'autres  applications  entièrement  nouvelles.  C'est  ainsi  qu'elles 
permettent,  pour  k  =  2,  d'élucider  complètement  la  question  des  cor- 
respondants, d'en  former  tous  les  types  [en  s'aidaut  des  travaux  ré- 
cents de  M.  Kœnigs  (')]  et,  par  suite,  de  dét<"riMin(n'  les  groupes  îles 
transformations  des  trajectoires.  Cette  dernière  recherche  peut  d'ail- 
leurs être  elTecluéc  par  un  procédé  direct.  Dans  un  Mémoire  ulté- 
rieur, en  même  temps  que  je  reviendrai  sur  les  conditions  suffisantes 
pour  qu'il  existe  des  correspondanls,  je  traiterai  en  détail  les  apiiliea- 
tions  les  plus  importantes  et  notamment  celles  cjui  concernent  les  sys- 
tèmes à  deux  et  trois  paramètres. 

(')  Voir  les  Annales  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Toulouse  (iSgS). 
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Études  sur  l'emploi  des  percussions   dans  la   théorie 
du  mouvement  d'un  solide  plongé  dans  un  solide  [suite  et  fin  (')J, 


Par    m.    n.    WILLOTTE, 

Ingénieur  des  Ponts  el  Chaussées. 


I .  Rappel  des  nolions  fondamentales  sur  les  atomes  des  corps  cl  les 
forces  interatomiques.  —  Dans  cette  troisième  Partie  de  nos  études, 
nous  nous  proposons  de  montrer  les  applications  de  la  théorie  con- 
tenue dans  les  deux  premières  Parties. 

On  sait  que  les  masses,  dites  pondérables,  répandues  dans  TUni- 
vers  exercent  les  unes  sur  les  autres  des  actions  qui,  tant  cjue  leurs 
distances  mutelles  restent  de  grandeur  appréciable  aux  instruments 
de  mesure,  peuvent  se  représenter  par  des  îorces  attractives  fonctions 
desdites  distances;  c'est  en  la  constatation  de  ces  forces  que  réside  le 
principe  de  la  gravitatio?i  universelle. 

Si  l'on  rapproche  deux  masses  pondérables  de  façon  à  rendre  leur 
distance  aussi  petite  que  possible,  on  remarque  que  l'action  existant 
entre  ces  masses  change  de  sens  quand  la  distance  est  devenue  très 
voisine  de  la  limite  au  delà  de  laquelle  on  ne  peut  plus  rapprocher 
davantage  les  deux  masses;  l'attraction  s'est  alors  transformée  en  une 
répulsion  qui  se  manifeste,  dans  les  solides  et  les  liquides,  par  les 
effets  dits  de  résistance  à  la  compression. 

(')  Voir  le  Journal  de  Mathémaliqiies,  4"  série,  l.  MI,  p.  899,  43 1,  et  t.  I\, 

p.  1,28. 
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Quand  on  fait  subir  à  un  corps  solide  ou  liquide  un  elTort  de  com- 
pression (en  ayant  soin,  dans  le  cas  du  solide,  de  s'arranger  pour  que 
toutes  les  parties  de  celui-ci  travaillent  réellement  à  la  compression),  on 
constate  que,  quel  que  soit  refforl,  la  diminulion  relative  du  volume 
du  corps  est  toujours  excessivement  faible.  Il  semble  légitime  de  con- 
clui'c  de  là  que  l'épaisseur  du  cbamp  d'action  des  efforts  de  répulsion 
autour  de  chacune  des  particules  pondérables  constitutives  des  corps 
est  excessivement  petite  par  rapport  aux  dimensions  desdites  parti- 
cules. Traçons  par  la  pensée,  autour  de  chacun  des  centres  M  consti- 
tuant ce  que  l'on  appelle  les  particules  indivisibles  de  la  matière  pon- 
dérable, deux  surfaces  fermées  (S),  (S'),  l'une  (S)  limitant  la  portion 
d'espace  dans  laquelle  les  particules  voisines  de  la  particule  INI  ne  peu- 
vent pénétrer,  (juclquc  grand  (]uc  soit  ledort  qui  tend  à  les  rappro- 
cher de  M,  l'autre  (S')  enveloppant  (S)  et  formant  autour  do  M  le 
lieu  des  points  de  changement  de  sens  de  l'action  émanée  de  M;  les 
portions  des  normales  à  (S)  conq)rises  entre  (S)  et"  (S')  seront  toutes 
excessivement  petites  par  rapport  aux  dimensions  de  (S). 

Les  auteurs  qui  ont  écrit  sur  ces  questions  ne  sont  pas  d'accord  sur 
le  mode  d'organisation  des  particules  indivisibles  constitutives  de  la 
matière  :  quelques-uns  pensent  que  ces  particules  consistent  en  petits 
solides  indéformables  et  insécables  auxquels  on  donne  le  nom  à'a- 
tomes;  certains  estiment  que  les  plus  petites  particules  de  matière 
pondérable  dont  l'on  puisse  étudier  les  propriétés,  autrement  dit  les 
atomes  chimiques,  ne  sont  pas  absolument  indivisibles  et  doivent  être 
considérés  comme  des  amas  de  grains  d'une  matière  excessivement 
ténue,  l'éther  sans  doute,  liés  entre  eux  dans  un  même  amas  par  des 
forces  très  grandes  par  rapport  aux  forces  qui  agissent  entre  les  diffé- 
rents atomes;  d'autres  enfin,  les  plus  nombreux  peut-être,  croient  que 
chacpie  particule  est  un  simple  point  géométrique  d'où  émanent  des 
actions  qui,  attractives  sur  les  points  analogues  éloignés,  changent  de 
sens  pour  les  points  situés  à  petites  distances  et,  en  devenant  répul- 
sives, croissent  très  rapidement  de  manière  à  grandir  indéfiniment 
quand  les  distances  diminuent  en  se  rapprochant  respectivement  de 
leurs  limites  minima  infranchissables. 

Quel  que  soit  celui  de  ces  trois  systèmes  que  Ton  adopte,  les  forces 
répulsives  agissant  entre  les  particules  pondérables  indivisibles  pour- 
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ront  en  tout  cas  êti'e  regardées  comme  ayant  des  propriétés  très  voi- 
sines des  forces  de  percussion;  car,  comme  il  a  déjà  été  noté  page  94 
ci-dessus,  il  résulte  des  faits  de  résistance  à  la  compression  constatés 
sur  tous  les  solides  et  liquides  sans  exception  cjue  l'épaisseur  du  champ 
d'action  de  ces  forces  répulsives  est  toujours  excessivement  petite  par 
rapport  aux  dimensions  des  particules  et,  ainsi  que  nous  l'avons  re- 
marqué au  commencement  de  ces  études  {Joui-iial  de  Mathémati- 
ques, 4°  série,  l.  VII,  p.  399),  les  forces  de  percussion  constituent 
précisément  des  représentations  de  ce  que  deviennent  à  la  limite  les 
forces  qui  grandissent  très  rapidement  dans  un  champ  d'action  exces- 
sivement petit. 

Pour  résumer  en  un  mot  ce  qui  précède,  nous  conviendrons  d'ap- 
peler atomes  pondérables  les  dernières  particules  indivisibles  de  la 
matière  pondérable,  entendant  seulement  dire  par  là  que  ces  parti- 
cules jouissent  de  propriétés  mécaniques  différant  peu  de  celles  que 
posséderaient  de  petits  solides  indéformables  et  sont,  par  conséquent, 
susceptibles  de  donner  naissance  par  leur  rapprochement  mutuel  à 
des  forces  dont  la  nature  est  voisine  de  celle  des  forces  de  percussion. 

D'autre  part,  tous  les  faits  de  la  Physique,  ceux  de  l'Optique  notam- 
ment, tendent  à  montrer  que  la  résistance  infiniment  grande  que  les 
atomes  pondérables  opposent  à  la  pénétration  par  leurs  pareils  existe 
également  pour  leur  pénétration  par  les  particules  de  l'éther.  Il  paraît 
par  suite  légitime  de  regarder  les  particules  d'éther  comme  suscepti- 
bles, lorsqu'elles  se  rapprochent  des  atomes  pondérables  de  la  nature, 
de  faire  naître  entre  elles  et  ces  atomes  des  forces  analogues  à  celles 
existant  entre  les  atomes  pondérables  et  propres  à  être  représentées, 
comme  eelles-ci,  par  des  forces  de  percussion.  Dans  ces  conditions,  on 
pourra  appliquer  la  théorie  exposée  en  nos  précédentes  études  à  la 
recherche  des  relations  existant  entre  l'éther  et  les  atomes  pondéra- 
bles constitutifs  des  corps. 

II.  Conditions  d'application  de  la  théorie  exposée.  —  Rappelons 
les  résultats  trouvés.  Nous  avons  établi  {Journal  de  Mathématiques, 
If  série,  t.  IX,  p.  25)  que,  lorsqu'on  considère  un  solide  isolé 
ayant  pour  plans  de  symétrie  les  plans  de  ses  axes  principaux  pas- 
sant par  son  centre  de  gravité  (tel  que,  par  exemple,  un   ellipsoïde 
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homogène)  on  éhit  de  moyen  inouvcmonl  permanent  au  sein  d'un 
lluide  infiniment  divisé,  la  valeur  moyenne  de  la  force  vu'e  totale  à 
attribuer  au  solide  pour  l'équilibre  dynamique  du  système  est  égale  à 
une  quantité  qui  ne  dépend  que  de  la  constitution  du  fluide. 

Il  faut  pour  cela  que  {loc.  cit..,  p.  11)  aucune  cause  extérieure  ne 
soit  venue  agir  sur  les  régions  du  fluide  entourant  le  solide  pour  in- 
troduire dans  ce  fluide  un  mode  particulier  de  distribution  des  dépla- 
cements et  des  vitesses,  cette  distribution  devant  être  abandonnée  aux 
lois  du  hasard.  Or,  si  l'on  considère  en  une  région  quelconque  de 
rUnivers,  par  exemple  à  la  surface  de  la  Terre,  un  volume  d'étlier 
contenant  un  certain  nombre  de  corps  pondérables  et  limité  aux  di- 
mensions des  champs  d'action  sur  lesquels  portent  ordinairement  les 
expériences  de  Physique,  notamment  celles  de  Thermométrie,  on 
pourra  considérer  ce  volume,  toujours  très  petit  par  rapport  aux 
dimensions  de  l'Univers,  comme  également  actionné  en  toutes  ses  par- 
ties par  les  forces  extérieures  émanées  de  l'ensemble  de  l'Univers 
(telles  que,  par  exemple,  celles  du  Soleil);  les  lois  du  hasard  s'exer- 
ceront dans  ces  conditions  dans  l'éther  enfermé  à  l'intérieur  du  volume 
considéré. 

La  théorie  précédemment  exposée  s'appliquera  donc  ainsi  aux 
atomes  isolés  plongés  dans  l'éther;  son  emploi  sera  rigoureux  pour 
ceux  des  atomes  isolés  qui,  limités  à  la  surface  d'impénétrabilité  (S) 
définie,  page  94  ci-dessus,  peuvent  être  considérés  individuellement 
comme  assimilables  à  un  ellipsoïde  homogène  (ou  à  quelque  autre 
solide  à  trois  plans  de  symétrie);  il  sera  approximatif,  ainsi  qu'il  a  été 
expliqué  {loc.  cit.,  p.  27-28),  dans  le  cas  où  les  atomes  auraient  des 
formes  différant  peu  de  celles  de  solides  à  trois  plans  de  symétrie. 

Lorsque  les  atomes  sont  juxtaposés,  comme  cela  arrive  pour  les  so- 
lides et  les  liquides,  il  y  a  plusieurs  cas  à  distinguer  :  Si  l'on  prend  un 
solide  cristallisé  contenant  une,  deux  ou  plusieurs  espèces  distinctes 
d'atomes  pondérables  disposés  de  telle  façon  c]ue  les  plans  des  axes 
principaux  relatifs  au  centre  de  gravité  de  l'un  quelconque  d'entre 
eux  soient  pour  tous  des  plans  de  symétrie  de  distribution  de  la  ma- 
tière pondérable  dans  le  voisinage  de  ces  plans,  la  théorie  sera  rigou- 
reusement applicable  [sauf  bien  entendu  pour  les  atomes  (en  très  petit 
nombre  relatif)  qui  sont  voisins  de  la  surface  du  cristal].  Si  la  con- 
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slitution  du  cristal  no  peut  se  ramener  au  type  qui  vient  d'être  défini, 
la  théorie  ne  sera  qu'approximative.  Reste  à  examiner  le  cas  où  le 
corps  étudié  est  un  solide  amorphe  ou  un  liquide.  Considérons  dans  ce 
cas  les  trois  plans  des  axes  principaux  passant  par  le  centre  de  gra- 
vité d'un  atome  pondérable  quelconcpie  (M)  du  corps  considéré;  la 
théorie  serait  rigoureusement  apjjlicable  si  cet  atome  était  isolé  (en 
supposant,  bien  entendu,  que  les  trois  plans  susvisés  fussent,  pour  cet 
atome,  des  plans  de  symétrie);  or,  comme  dans  les  corps  amorphes 
solides  et  dans  les  liquides  la  matière  est  distribuée,  selon  les  lois  du 
liasard,  suivant  toutes  les  directions  de  l'espace,  on  conçoit  que  les  ac- 
tions exercées  sur  l'éther  qui  enveloppe  l'atome  (M)  par  les  atomes 
contigus  à  celui-ci  se  contrebalancent  de  telle  sorte  que  la  svmélrie 
dans  les  lois  de  distribution  de  l'éther  par  rapport  aux  plans  princi- 
paux de  l'atome  M  qui  est  requise  pour  légitimer  l'application  rigou- 
reuse de  la  théorie  ne  soit  pas  considérablement  altérée;  la  ihéoric? 
pourra  être  alors  regardée  comme  approximative. 

Bref,  on  voit  que  les  conditions  d'application  plus  ou  moins  rigou- 
l'cuse  de  la  théorie  varient  suivant  les  corps  de  la  nature;  son  degré 
d'approximation  dépend,  pour  chaque  corps,  de  la  disposition  relative 
des  atomes  constitutifs  de  celui-ci.  Or  on  sait,  d'autre  part,  (|ue  la  loi 
de  Dulong  et  Petit  sur  les  chaleurs  spécifiques,  dont  l'explication, 
comme  on  va  le  voir,  constitue  la  plus  importante  des  conséquences 
do  ladite  théorie,  ne  se  vérifie  pas  avec  le  mémo  degré  d'approxima- 
tion pour  tous  les  corps  de  la  Nature. 

III.  Loi  de  Dulong  et  Petit  en  ce  qui  concerne  V énev gie  actuelle. 
—  Ces  explications  préliminaires  données,  considérons  dans  un  espace 
limité  (E)  rempli  d'éther  un  nombre  indéterminé  de  corps  qui  pour- 
ront être  les  uns  solides  ou  liquides,  les  autres  gazeux,  autrement  dit 
en  un  état  physique  quelconque. 

D'après  la  théorie  exposée,  la  imleur  woyennr 


T 

i  [  (MW^  +  Ico^)r// 


delà  force  vii-e  totale  contenue  dans  chaque  atome  pondérable  devra 
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([uand  Voi  uilihro  dynamique  du  syslènie  sera  établi,  être  égale  à  une 


tjuantitr 


la  fiuanlite ^, — ;-  du  second  membre  de  1  équation  (-17) 
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de  la  page   '129  de  notre  précédente  étude,  Journal  de  Mathéma- 
tiques, 4*  série,  l.  Vil     qui  est  la  même  pour  tous  les  atonies. 

Supposons  que,  sous  l'efli-t  d'une  cause  exléri(nirc  quelconque,  un 
foyer  de  cbaleur  ou  de  froid  par  exemple,  la  quantité  d"énergic  accu- 
uHilée  dans  l'espace  (I'>)  vienne  à  varier;  alors  l'équilibre  du  système 
sera  troublé  et,  après  une  période  d'agitation  plus  ou  moins  longue, 
un  nouvel  équilibre  se  produira.  Quand  ce  nouvel  écpiilibre  sera  réa- 
lisé, la  valeur  moyenne  de  la  force  vive  totale  conlemie  dans  cbaque 
atome  pondérable  sera  encore  la  même  pour  tous  Par  conséquent,  en 
désignant,  pour  simplifier  l'écriture,  par  q  la  valeur  de  cette  force  vive 
moyenne  dans  le  premier  équilibre  et  par  q'  sa  valeur  dans  le  second, 
la  diirérence  algébrique  q'  ~  q,  qui  représente  la  quantité  de  la  force 
vive  moyenne  gagnée  ou  perdue  par  chacim  des  atomes  pondérables 
placés  dans  l'espace  (I'>),  sera  la  même  pour  tous  ces  atomes. 

Si  donc,  conformément  aux  idées  généralement  admises  et  ensei- 
gnées, on  regarde  la  chaleur  comme  mesurée  par  la  quantité  de  force 
vive  accumulée  sous  forme  d'énergie  vibratoire  dans  les  atomes  pon- 
dérables, on  voit  que,  au  degré  d'approximation  que  comporte  la 
théorie  ici  présentée,  la  quantité  de  chaleur  nécessaire  pour  échauf- 
fer ou  refroidir  également  un  atome  pondérable  est  la  même  pour 
tous  les  atomes  pondérables  de  la  ISature. 

C'est  là,  ou  le  sait,  l'un  des  énoncés  sous  lesquels  on  présente  ordi- 
nairement les  lois  de  Dulong  et  Petit  et  de  Neumann  et  Regnault  sur 
les  chaleurs  spécifiques,  en  tant  du  moins  qu'on  ne  considère  dans  la 
([uanlilé  de  cbaleur  fournie  à  un  corps  que  celle  qui  est  employée  à 
accroître  le  mouvement  vibratoire  de  ses  atomes  constitutifs,  aulre- 
inent  dit,  à  augmenter  son  énergie  actuelle. 

1\  .  Loi  de  Dulong  et  Petit  pour  l'énergie  totale.  —  Mais  il  faut 
approfondir  la  question.  Car,  si  la  loi  générale  d'équilibre  thermique 
ainsi  établie  peut,  comme  on  sait,  se  vérifier  directement  pour  les  gaz 
simples  (assimilés  à  des  gaz  parfaits)  en  montrant  que  le  produit  du 
poids  atomique  de  chacun  d'eux  par  sa  chaleur  spécifique  est  le  même 
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pour  tous,  la  même  preuve  expcriinenlale  ne  ])eul  s'étendre  iminédia- 
lement  aux  corps  solides.  Pour  ces  corps,  en  elîet,  il  n'est  pas  possiMe 
de  mesurer  séparément  l'énergie  actuelle,  et  dans  les  expériences  on 
obtient  seulement  la  somme  des  variations  de  cette  énergie  et  de  la 
quantité  qui,  sous  le  nom  d^énergie  potentielle,  représente  le  travail 
de  résistance  à  l'écartement  des  forces  attractives  agissant  entre  les 
atomes. 

Pour  compléter  la  théorie  en  ce  qui  concerne  les  solides,  nous  allons 
en  conséquence  montrer  que,  lorsque  les  distances  entre  les  atomes 
pondérables  d'un  solide  s'approchent  de  leurs  limites  minima  (c'est- 
à-dire  quand,  par  suite  d'un  refroidissement  suffisant,  le  solide  se  con- 
tracte autant  qu'il  lui  est  possible),  le  rapport  entre  l'énergie  ac- 
tuelle et  l'énergie  potentielle  du  solide  tend  vers  une  limite  qui  ne 
dépend  que  du  nombre  de  points  de  contact  que,  dans  l'état  de  con- 
traction maximum  du  solide,  chaque  atome  a  ai  ec  ses  voisins  ('). 

Pour  le  prouver,  considérons  en  premier  lieu,  pour  fixer  les  idées, 
un  solide  constitué  par  un  assemblage  d'atomes  sphériques  homogènes, 
tous  identiques,  placés  de  telle  façon  que,  dans  l'état  de  contraction 
maximum  du  solide,  les  atomes  soient  rangés  comme  les  boulets  d'une 
pile  à  base  triangulaire;  chaque  atome  touchera  alors  douze  atomes 
pareils  à  lui-même  et  les  centres  des  atomes  formeront  les  sommets 
d'un  réseau  de  tétraèdres  réguliers  juxtaposés.  Le  solide  considéré 
est  d'ailleurs  regardé  comme  ayant  des  dimensions  telles  que,  si  on  le 
coupe  par  un  plan  d'orientation  quelconque  passant  par  son  centre  de 
gravité,  le  nombre  des  atomes  rencontrés  par  ce  plan  soit  excessive- 
ment grand. 

Nous  appellerons  directions  principales  les  quatre  directions  res- 
pectivement parallèles  aux  cjuatre  hauteurs  de  l'un  quelconque  des 
tétraèdres  réguliers,  tous  parallèles,  dont  les  sommets  sont  occupés 
par  les  centres  des  atomes,  et  directions  d'arêtes  les  six  directions 
respectivement  parallèles  aux  arêtes  de  ces  mêmes  tétraèdres. 

{')  La  piopiiélé  qui  va  êlre  ainsi  établie  peut  être  considérée  comme  corres- 
pondant, dans  la  présente  théorie,  à  ce  qu'est  le  théorème  de  Clausius  sur  le  viriel 
{Introduction  à  la  théorie  des  explosifs,  par  M.  E.  Sarrau,  p.  76)  dans  la 
théorie  de  l'équilibre  thermique  des  corps  faite  sans  l'intervention  des  percus- 
sions. 


lOO  II.     MILI.OÏTE. 

Lors(jiR'  le  s(jlido  csl  clans  son  rlat  de  coiilraciion  niaxinuiiii,  df  telle 
façon  qiio  les  atomes  restent  sans  vitesses  se  touchant  par  leurs  sur- 
faces liniilalives,  le  cenlre  de  tout  atome  peut  être  considéré  comme 
soumis  à  d(nize  forces  attractives  éjj;ales  et  opposées  deux  à  deux,  diri- 
gées rospecli\ement  suivant  les  si\  directions  darctes  (jui  se  croisent 
en  son  centre;  a|ipelons  1^"'  la  valeur  commune  de  Tune  cpielconqne  de 
ces  donzt^  forces;  la  (|iiantiti'  I'  a  même  valeur  dans  toute  réteiHlu(^  du 
solide  pour  tout  atome  (sauf,  hien  entendu,  pour  les  atomes  (pii  sont 
très  voisins  d(^  la  surface  limitative  du  solide,  atomes  dont  nous  ferons 
ahstraclion.  dans  les  calculs  (jui  suivent,  en  raison  de  leur  très  petit 
nombre  relatif  ). 

Su|>posons  mainleuant  que  le  solide  reçoive  une  quantité  infiniment 
petite  d'énergie  distrihuée  également  entre  tous  ses  atomes,  de  façon 
(pic  les  vitesses  du  mouvement  vibratoire  produit  soient  également  ré- 
parties suivant  toutes  les  dii<'ctions  de  l'espace;  les  atomes  s'écarle- 
l'out  inliniment  peu  les  uns  des  autres;  un  nouvel  étpiilibre  se  pro- 
duira; et,  par  raison  de  symétrie,  cet  é(piilibre  sera  tel  (pic  la  valeur 
moyenne  par  rapport  au  temps  de  l'accroissement  inliniment  [H>tit  £ 
de  la  distance  des  centres  de  deiiv  atomes  contigus  cpielcon(jnes  sera 
la  même  dans  toute  l'étendue  du  solide,  l^es  forces  F  varieront  infini- 
ment peu,  tant  en  grandeur  qu'en  direction  (les  droites  joignant  les 
centres  des  atomes  étant  à  tout  instant  iidinimeut  voisines,  comme  di- 
rection et  longueur,  de  ce  qu'elles  sont  dans  l'état  de  contraction  maxi- 
mum). 

Coupons  le  solide  par  un  plan  quelconque  (P)  perpendiculaire  à 
lune  des  dii'ections  principales.  Ce  plan  partagera  le  solide  en  deux 
parties  (ci)et(cj');  on  sait,  d'après  un  théorème  bien  connu,  qu'il 
doit  y  avoir  égalité  entre  la  somme  des  projections  sur  la  normale 
à  (P)  des  impulsions  totales,  pendant  un  temps  infiniment  grand  T, 
des  forces  attractives  exercées  par  (m')  sur  (rrr  )  et  la  somme  des  per- 
cussions que,  par  suite  des  rencontres  mutuelles  des  atomes  en  mou- 
vement, la  partie  (ro')  produit  sur  (ro)  pendant  le  même  temps  T. 

Evaluons  ces  percussions.  Le  solide  étant  infiniment  peu  déformé, 
les  points  sur  lesquels  se  produisent  les  chocs  des  atomes  sont  tou- 
jours infiniment  rapprochés,  sur  la  surface  desdits  atomes,  des  points 
de  contact  dans  létat  de  contraction  maximum.  Considérons,  sur  l'un 
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quelconque  des  atomes  (M)  reiiconlré  dans  la  partie  (vn)  du  solide  par 
le  plan  (P),  le  point  de  contact  (dans  l'état  de  contraction  maxinnini  ) 
avec  ratonic  contigu  (M')  de  la  partie  (ra');  traçons  en  ce  poini  la 
normale  cxtérieui'e  à  Tatome  (M).  Si  nous  appelons  /  et  /'  les  compo- 
santes des  vitesses  des  atomes  (M)  et  (M')  mesurées  suivant  cetle 
normale  extérieure  au  moment  qui  précède  infiniment  peu  une  ren- 
contre des  deux  atomes,  la  percussion  produite  sur  (M)  par  cette  ren- 
conlre  sera 

M(/'-0, 

M  étant  la  valeur  couimune  des  masses  des  deux  atomes  égaux  (M) 
et  (M'). 

Désignons  maintenant  pur  /i  le  nombre  des  atomes  de  la  partie  (  —,  ) 
rencontrés  par  le  plan  (P)  qui,  à  une  épocjue  l  quelconcjue,  se  trou- 
vent avec  la  composante  de  vitesse  /  en  face  d'atomes  de  la  partie  (cr') 
animés  de  la  vitesse  /'.  Appelons  Se  la  somme  des  écarts  (')  simulta- 
nés relatifs  à  ces  n  atomes,  les  i  étant  mesurés  par  rapport  aux  direc- 
tions d'arêtes,  lesquelles  sont  toujours  infiniment  voisines  de  celles  des 
normales  aux  points  de  rencontre.  Si  entre  deux  chocs  consécutifs 
(pielconques  la  projection  du  mouvement  des  atomes  sur  les  directions 
d'arêtes  est  uniforme  (question  qui  sera  examinée,  p.  io.5  ci-après), 
le  nombre  des  n  atomes  susdéfinis  qui  viendront  se  heurter  pendant 
l'instant  dl  sera 

{l  —  l')dt 


ou  encore,  en  posant  Xs  =  «y], 

n{l—  l')dt 

car,  pendant  le  tenq:)sc//,  l'écart  diminue  de  la  quantité  (/  —  l )dt,  eu 
sorte  qu'il  y  a  rencontre,  pendant  l'instant  dt,  entre  tous  les  atonies 

(')  Nous  appelons  écart  raccroissemenl  e  de  la  distance  des  centres  de  deu\ 
atomes  contigus  par  rapporta  ce  qu'est  celte  distance  dans  i'élat  de  contractioji 
maximum. 
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puiir  lesquels  l'écail,  au  coniiiieiiccuiciil  de  l'iiislanl  dt,  est  au  plus 
égal  à(/ — /')f//. 

La  somme  des  percussions  produites  jieudaul  l'instant  (Il  entre  les 
it  atomes  considérés  sera  donc 

n(l—l')dl  .  j  /  /   _  /\  _  ^  _  nM(l'-l)-</l 

La  projection  de  ces  percussions  sur  la  direction  jjrincipale  nurmale 
au  plan  (  F)  sera 

nM  (l'  —  l)*dt  C0S7. 


a.  étant  Taniiflc  des  directions  d'arètcs  et  des  directions  principales,  et 
la  somme  de  ces  projections  pendant  le  temps  T  pourra,  par  suite, 
s'écrire,  en  développant  le  carré  (/  —  /)', 

(,)      _  'll^^f'    f\\l''dl  -  \   f\\n'dl-\-r    f\\i'dt 

'  \  «^0  '-0  "^0 

Mais,  (piand  (^ce  (jui  a  lieu  (juand  la  température  du  solide  est  uni- 
forme) l'énergie  est  également  répandue  dans  toutes  les  parties  du 
solide,  on  a,  quels  qui^  soient  les  atomes  considérés, 

T  T  r 

^.   f  M/'-  dt=  ^f  Ml'  dl        et         ^  \'  M  W  dl  =  o, 

celte  dernière  égalité  résultant  de  ce  que,  cliacpie  atome  ayant  son 
mouvement  propre  indépendant,  les  /  sont  par  là  même  indépendants 
des  /'. 

L'expression  (i)  ci-dessus  devient  donc 

Si  Ton  désigne  maintenant  par  N  le  nombre  des  atomes  de  la  partie 
(trr)  du  solide  [rencontrés  par  le  plan  (P),  la  somme  analogue  à  (i) 
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pour  rensemble  de  cos  N  atomes  sera 

_3N.2.Tcosa   .     r^  jvi  ;.  ^/ ^  _  6NTCOS.  .     f\i,.jf^ 

altendu  que  dans  Tétat  de  coiilraction  maximum  il  y  a  Lrois  points  de 
conlacl  de  chacun  des  atomes  en  question  de  (ci)  avec  ceux  de  (  rr'j. 
D'autre  part,  la  somme  des  projections  des  impulsions  totales  sur 
la  normale  à  (P  )  des  forces  allraclives  que  (cr)  exerce  sur  (ra)  sera, 
pour  la  même  durée  de  temps  T, 

(3)  3>IFTcosa. 

L'équilibre  dynamique  du  système  exige  que  les  deux  expressions 
(a)  et  (3)  soient  égales  en  valeur  absolue,  c'est-à-dire  (pie 

(4)  ?J^  1   f'u  I'  dl  =  NF        ou        l  /"^M/^-  dl  =  Vq. 

Or,  si  l'on  se  rappelle  que,  page  loi  ci-dessus,  on  a,  par  dclinilion, 

S  £  =  /^  Y] , 
on  voit  que  la  quantité  Fy]  est  égale  à 

-F2£, 

Il         ' 

c'est-à-dire  qu'elle  mesure  la  valeur  du  travail  exercé  pour  accroître 
la    distance  de   deux   atomes  contigus   quelconques  de  la   moyenne 

-  S£  des  écarts. 


Il 

f 


\insi  donc  l'équation  d'éipiilibre  (4)  ci-dessus  montre  qu'à  clia- 
cun  des  points  de  contact  d'un  atome  avec  ses  voisins  dans  l'état 
de  contraction   maximum  correspond,  dans  l'état  d'équilibre  dyna- 

juc   du   solide,   une  quantité   d'énergie    potentielle   Fy]  égale   au 


niK 


.T 

double  de  la  quantité  7p   /     M/'  </t. 
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Mais,  (juand,  comme  c'esl  ici  le  cas,  les  vitesses  des  atomes  splié- 
riques  sont    à   tout  instant   également   réparties   suivant  toutes  les 

(lireclioiis  de  l'espace,   la   (piaiilih- „,    /     M /- /^// est  é^ale  au  tiers  de 

r' 

réncrgic    aciuclic    movcnne  ,.,    /     MW*^//    coiileiiuc    dans    cluupic 
alonie  s|)lu''ri(jU(\  On  a  donc 

(5)  Fri=l\,  f\\\\'d/. 

haiitrc  part,  avec  la  disposition  en  pile  de  boulels  Iriangidaire  Ar- 
linic  pa^e  <)r)  ci-dessus,  chaijuc  atome  toiiclic  donz(^  de  ses  pareils, 
i'ar  consé(pienl,  en  dèsif^nanl  ])ar  A  le  nondu'e  des  atomes  du  solide, 
riMieruie  |)otenlielle  totale  ac<Mnnulée  dans  le  solide  sera 

I2AFt, 

> 

le  dénominateur  2  venant  ici  de  ce  que,  dans  la  luulliplicalion  ainsi 
faite,  chaque  atome  se  trouve  conqitf''  deux  l'ois. 
Or,  d'après  ré(jnation  (5),  on  a 

la  AFn  ^  ^^p^  =  ^  A  ■  '  .'     /'  '  M  W^  dl  =  ^^   /"  'm  W=  dt. 


ip    /    hlW'dt  est    la  qi„.,.u..v    ^„^...v.   ..^..^.^. 


Va    commet,   /     iM^\^f//  est   la  ciuantité  totale  d'énertrie  actuelle 


conlenue  dans  le  solide,  on  voit  cjue  la  limite  du  rapport  entre  l'éner- 
gie potentielle  du  solide  et  son  énergie  actuelle  est,  dans  ce  cas, 
égale  à  4- 

Avec  un  autre  arrangement  d'atomes,  par  exemple  avec  des  atomes 
distribués  suivant  les  sommets  de  cubes  juxtaposés,  de  telle  façon  que 
eliaque  atome  touche  six  de  ses  pareils,  la  limite  du  rapport  en  (pies- 
tion  serait  3  x  f,  c'est-à-dire  2. 

Mais,  (;n  tout  cas,  ce  rapport  est  indépendant  de  la  masse  M  des 
atouK^s  et  de  l'intensité  des  forces  qui  les  lient. 

l't  il  r(''sulte  de  là  qu'il  suflit  de  constater  (flans  les  solides  de  même 
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Structure  atomique)  l'égalité  des  variations  d'énergie  totale  de  chaijue 
atome  correspondant  à  un  changement  de  température  déterminé 
(  égalité  dont  la  loi  de  Dulong  et  Petit  est  précisément  l'énoncé)  pour 
en  conclure  (au  degré  d'approximation  que  comportent  les  considéra- 
lions  ici  présentées)  l'égalité  des  variations  de  l'énergie  actuelle  qui 
a  par  ailleurs  été  établie  théoriquement,  page  98  ci-dessus. 

L'accord  entre  les  résultats  de  l'expérience  et  ceux  de  la  théorie  se 
trouve  donc  réalisé. 

V.  Action  de  l'élher.  —  Le  résultat  auquel  on  arrive  ainsi  suppose, 
comme  il  a  été  remarqué  page  10 1  ci-dessus,  que,  entre  deux  chocs 
consécutifs  quelconques,  le  mouvement  d'un  quelconque  des  atomes 
est  uniforme.  Cette  condition  peut  être  considérée  comme  remplie 
lorsqu'on  fait  abstraction  de  l'éther  puisque  alors  les  forces  F  sont  à 
tout  instant  infiniment  voisines  de  ce  qu'elles  sont  dans  l'état  de  con- 
traction maximum.  Mais,  quand  on  tient  compte  de  l'éther,  comme 
on  doit  le  faire,  la  solution  de  la  question  apparaît  moins  nettement. 

On  peut,  en  tout  cas,  remarquer  que  l'action  de  l'éther  sur  les  va- 
riations du  mouvement  des  atonies  entre  les  chocs  consécutifs  de 
ceux-ci  est  d'autant  moins  sensible  que  ces  chocs  sont  plus  fréquents 
et  que,  par  suite,  à  égalité  de  vitesses  [et  par  conséquent  de  tempé- 
rature (')],  l'écart  moyen  v)  sera  moindre;  et,  d'autre  part,  la  rela- 
tion (5),  page  io4,  montre  que  y]  sera,  dans  ces  conditions,  d'autant 
plus  petit  que  F  sera  plus  grand.  D'où  l'on  conclut  que  la  théorie  ici 
présentée  est  d'autant  plus  près  d'être  exacte  en  premier  lieu  que  la 
température  est  plus  basse  (parce  qu'alors  le  rapport  entre  les  énergies 
potentielle  et  actuelle  est  plus  près  de  sa  limite),  en  second  lieu,  à 
égalité  de  température,  que  les  forces  F  sont  plus  intenses,  autrement 
dit,  que  les  solides  considérés  sont  plus  rigides. 

L'éther  intervient  par  ailleurs  pour  établir  et  maintenir  à  tout  in- 


(')  Il  résulte  immédialemenl  de  la  présente  théorie  que  la  température  d'un 
corps  peut  (au  degré  d'approximation  que  comporte  la  théorie)  être  regardée 
comme  proportionnelle  à  son  énergie  totale,  conl'ormément  au\  idées  générale- 
inenl  admises.  (  Voir,  par  exemple,  V Introduction  à  la  théorie  des  explosifs, 
de  M.  E.  Sarrau,  §  117,  p.  76). 

Journ.  de  Math.  (4"  série),  tome  X.  —  Fasc.  1.  189^.  '4 
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slaiil  runifuriiiiLc  de  loiiipùralure  dans  loule  l'éleiidiic  d'un  niènic  so- 
lide et  entre  solides  distincts  jiour  assurer  Tcgalilé  des  énergies  ac- 
tuelles de  tous  les  atomes  ((juantité  <j  de  la  page  98  ci-dessus),  et  par 
suite  déterminer,  dans  les  variations  de  température,  l'égalilé  pour 
tous  les  atomes  de  la  variation  de  cette  quantité  q.,  conformément  à  la 
loi  de  Dulong  et  Petit. 

VI.  Généralisalion.  —  Les  considérations  qui  viennent  d'être  expo- 
sées pour  le  cas  du  solide  à  constitution  très  simple  définie  page  99 
ci-dessus  peuvent  être  généralisées. 

Considérons  un  solide  composé  d'un  uomlirc  quelconque  d'atomes 
de  forme  quelconque  disposés  d'une  façon  quelconque.  Prenons  dans 
l'état  de  contraction  maximum  deux  atomes  se  touchant  mutuelle- 
ment. La  composante  F  de  la  force  d'attraction  mutuelle  de  ces  deux 
atomes  suivant  la  noiinale  en  leurs  points  de  contact  est  détruite  par 
une  réaction  égale  provenant  de  l'impénétrabilité  des  atomes.  Quand 
le  solide,  ayant  reçu  une  quantité  d'énergie  infiniment  petite,  se  trouve 
infiniment  peu  sorti  de  son  état  de  contraction  maximum,  la  réaction 
qui  équilibrait  F  n'existe  plus  pniscjue  les  atomes  ne  sont  plus  en  con- 
tact permanent  et  cette  réaction  est  remplacée  par  une  suite  de  per- 
cussions dont  la  somme  des  impulsions  pendant  l'espace  de  temps 
infini  T  doit  écpiilibrer  celle  de  F.  Or,  en  employant  les  notations  des 
pages  4*^5,  407  et  4  I  7  de  noire  première  étude  (Journal  de  Matlié- 
maliques,  4^  série,  t.  Vil),  la  percussion  produite  par  la  rencontre  de 
deux  atomes  est,  d'après  la  dernière  des  formules  (ti)  de  notre 
page  4o5, 

i  I 

-   +    - 

La  somme  des  percussions  pendant  le  temps  dt  pour  les  rencontres 
qui  se  produisent  entre  les  deux  atomes  considérés  est  alors  égale, 
d'après  ce  cjui  a  été  expliqué  pages  loi  et  suivantes  ci-dessus,  à 

(l—f)dt       ■2{l'-/)_       i{l'—lfdt 

•K  —  —  — :; 

I 

-  -f-  • 
1-^ 
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et,  pendant  le  temps  T,  cette  somme  devient 


(6)  -2- 

in 


Mais,  lorsque  le  mouvement  des  atomes  se  fait  dans  les  conditions 
de  nos  précédentes  études,  on  a  (Journal  de  MatJiémaliques,  'f  série, 
t.  IX,  p.  26) 

q  désignant,  comme  page  go  ci-dessus,  la  quantité  — ^r^^ — ^  ,  et,  par 

ailleurs,  ainsi  qu'il  a  été  remarqué  page  102  ci-dessus,  =  /    //'  dl  =;  o. 
L'expression  (6)  devient  donc 

T  qfi  l\  ryT 

—  2-7 X  ^    -  -I-  -;     =  —  4r-. 

^ /i^  _^  _i_\        6Vh-       l'- J  ^-n 

et,  comme,  d'après  ce  qui  a  été  remarqué  page  106  ci-contre,  cette 
expression  doit  être  égale  à  FT,  on  arrive  finalement  à  la  relation 

(7)  |  =  -3  i  r\MW=  +  Ico^W/  =  Frî, 

fjui  n'est  autre  que  la  généralisation  de  léquation  (5)  de  la  page  lu'i 
ci-dessus  et  c|ui,  par  suite,  permet,  comme  elle,  de  rattacher  par  le  rai- 
sonnement de  la  page  loj,  mais  pour  le  cas  d'atomes  quelconques,  la 
présente  théorie  à  la  loi  expérimentale  de  Dulong  et  Petit. 

VII.  Dilatation  des  solides.  —  Les  formules  (5),  p.  io4,  et  (7  ) 
ci -dessus,  ont  une  autre  conséquence  importante;  elles  montrent  en 
effet  toutes  deux  que  pour  un  même  solide  quelconque  l'écart  moyen -^ 
des  atomes  est  proportionnel  à  la  quantité  d'énergie  accumulée  dans 
le  solide,  autrement  dit  à  la  température.  On  retrouve  donc  ainsi  la 
loi  expérimentale  de  la  dilatation  des  solides. 
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Si,  comme  cola  arrive  dans  les  solides  amorphes,  les  forces  F  a{2;is- 
sant  entre  les  atomes  ont  des  valeurs  égales  suivant  les  diverses  direc- 
tions de  l'espace,  la  dilatation  se  fera  également  dans  tous  les  sens  et 
le  solide,  en  s'écliauifant,  restera  semblable  à  lui-même.  Lorsque, 
comrne  cela  se  produit  pour  les  cristaux,  les  composantes  des  F  sont 
plus  grandes  suivant  certaines  directions  que  selon  d'autres,  les  com- 
posantes des  écarts  varient  suivant  ces  directions  en  raison  inverse  des 
valeurs  des  composantes  de  F. 

\in.  Lois  foiidanirnlalcs  de  l'équilibre  des  gaz  parfaits.  — 
.\près  avoir  ainsi  étudié  les  principales  conditions  de  l'équilibre  ther- 
;uique  des  solides,  considérons  les  corps  pris  à  l'autre  extrémité  de 
réchelle  des  températures,  c'est-à-dire  les  gaz  parfaits. 

Les  atomes  devant,  dans  la  présente  théorie,  demeurer  constamment 
à  distances  excessivement  petites  de  leurs  positions  moyennes,  nous 
avons  à  montrer  comment  cette  condition  nécessaire  permet  d'expli- 
quer les  propriétés  des  gaz  au  moins  aussi  facilement  que  le  fait  la 
théorie  dite  cinétique,  dans  la(juelle,  comme  on  sait,  les  atomes  sont 
considérés  au  contraire  comme  éprouvant  des  déplacements  d'ampli- 
tude considérable. 

Prenons  un  cylindre  rigide  fermé  à  une  exliémité,  ouvci't  à  l'autre 
et  rempli  de  gaz  parfait.  Le  maintien  du  gaz  dans  le  cylindre  ne  serait 
pas  possible  dans  ces  conditions;  la  moindre  perturbation  extérieure 
ferait  en  effet  sortir  du  cylindre  un  certain  nombre  des  atomes  du  gaz, 
et  ces  atomes,  une  fois  dehors,  ne  rentreraient  plus.  Il  faut  donc,  pour 
assurer  l'équilibre  du  système,  fermer  l'extrémité  ouverte  du  cylindre 
par  une  paroi  solide  inébranlable. 

Soit  Q  la  surface  d'un  élément  plan  quelconque  de  cette  paroi, 
élément  que  nous  assimilerons  d'abord  à  un  plan  idéal  rigide  iden- 
tique à  lui-même  en  toutes  ses  parties.  Désignons,  à  un  instant  quel- 
conque, par  A  le  nombre  d'alomes  (de  forme  quelconque)  identiques 
contenus  dans  l'unité  de  volume  du  gaz  et  orientés  tous  de  la  même  fa- 
çon avec  les  mêmes  valeurs  de  vitesses  en  tous  leurs  points  homologues. 

Si  l'un  de  ces  atomes  vient  rencontrer  l'élément  Ù,  il  rebondira  sur 
lui  en  produisant  une  percussion  égale  à  2[j./  (les  notations  étant  les 
mêmes  que  p.   io(î  ci-dessus). 


EMPLOI     DES    PEHCUSSIONS.  I  Of) 

Le  nombre  de  percussions  idenliques  à  celle-là  qui  se  prodiiisenl 
sur  l'aire  Ci  pendant  rinlervalle  dt  sera  en  vertu  d'un  raisonnement 
déjà  employé  plusieurs  fois,  notamment  en  notre  première  étude 
{Journal  de  Mathématiques,  4*"  série,  t.  VII,  p.  4io), 

AQ.ldt 

(  nombre  des  atomes  orientés  de  même  façon  et  ayant  les  mêmes 
vitesses  contenus  dans  un  cylindre  ayant  Q  pour  surface  de  base 
et  Idt  pour  hauteur). 

I>a  somme  des  Aùldt  percussions  ainsi  produites  est 

^AÇliKl'dt. 

Le  total  des  percussions  subies  par  l'élément  ù  pendant  l'espace 
de  temps  infiniment  grand  T  est  par  suite 

T 

\,  •-  0 

le  signe  V  portant  sur  l'ensemble  des  atomes  contenus  dans  l'unité  de 

volume  du  gaz. 

Mais,  quand  le  gaz  est  en  état  déquilibre,  les  nombres  A  peuvent 
être  considérés  comme  indépendants  du  temps.  On  a  donc 

2  (  f^l^P  ^/O  =  2  A  X  /";.  /^  ^/^  =  g  ?T2  A, 


q  étant  la  quantité  définie  et  employée  p.  98  et  107  ci-dessus. 

Si,  par  suite,  on  appelle  P  l'effort  nécessaire  pour  maintenir  en  place, 
l'élément  û,  on  a  l'équation  d'équilibre 


F        I 


(8)         2^T02;A  =  PT         ou  encore         ^  =  3^2^' 

y  A  désignant  le  nombre  total  d'atomes  contenus  dans  l'unité  de 
volume  du  gaz. 
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P  .     , 

La  pression  —  par  unité  de  surface  de  la  paroi  est  donc  proportion- 
nelle à  la  quantité  q  (c'esl-à-dire  à  la  température)  et  au  nombre 
d'alomes"V  A  contenus  dans  l'unité  du  gaz.  On  retrouve  ainsi  l'expres- 
sion bien  connue  de  la  pression  des  gaz  donnée  par  la  théorie  ciné- 
ti([ue. 

Mais  la  formule  (8)  donne  encore  un  autre  résultat.  On  en  tire, 
en  efTet 

yA  =  ^^ 

Or,  la  quantité  q  étant  par  sa  définition  indépendante  de  la  nature 
du  gaz,  on  voit  que  cette  relation  exprime  qu'à  égalité  de  température 

et  de  pression  le  nombre  total  y  A  d'atomes  contenus  dans  l'unité  de 

volume  d'un  gaz  quelconque  est  le  même  pour  tous  les  gaz  simples. 
C'est  la  loi  bien  connue  d'Ai'ogadro  el  iVAnipcrc,  loi  que  la  théorie 
cinétique  n'explique  pas  (')  et  qui  ressort  au  contraire  immédiate- 
ment, on  le  voit,  de  la  théorie  ici  présentée. 

Les  considérations  qui  précèdent  supposent  (comme  le  fait  la  théorie 
cinétique)  que,  p.  io8  ci-dessus,  l'élémenti^soil  assimilable  à  un  plan 
idéal  parfaitement  rigide.  En  réalité  de  pareils  plans  n'existent  pas  dans 
la  Nature  et  les  parois  de  fermeture  des  enceintes  sont  constituées, 
comme  tous  les  solides,  d'atomes  juxtaposés  indépendants,  en  sorte 
que,  pour  établir  la  formule  de  la  pression  d'un  gaz  d'une  façon  abso- 
lument rigoureuse,  il  faudrait  étudier  toutes  les  actions  se  produisant 
entre  les  divers  atomes  du  gaz  et  ceux  des  parois  qui  le  contiennent. 
Mais  il  est  vraisemblable  que  l'élher  accumulé  le  long  de  ces  parois 


(')  Verdet  dit  seulement  à  ce  sujet  :  «  Pour  que  dans  le  choc  réciproque  les 
vitesses  ne  cliangent  pas,  c'est-à-dire  pour  que  l'état  des  deux  gaz  soit  le  même 
avant  et  après  le  mélange,  il  suffira  que  la  force  vive  moyenne  de  chaque  molé- 
cule soit  la  même  pour  les  deux  gaz  (  Théorie  mécanique  de  la  chaleur,  t.  II, 
p.  lo-ii)  »;  d'où  il  conclut  (p.  12)  la  loi  d'Avogrado  et  Ampère.  Il  revient  sur 
cette  question  à  peu  près  dans  les  mêmes  termes  .aux  pages  27  et  28  du  même 
Ouvrage.  Ces  indications  de  Verdel,  convenablement  interprétées  et  dévelop- 
pées, contiennent  en  germe  la  théorie  exposée  dans  les  présentes  éludes. 
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forme  comme  une  couche  élastique  dont  reflet  est  tel  que  le  mouve- 
ment de  tout  atome  du  gaz  se  rapprochant  de  Tune  des  parois  peut 
être  représenté  approximativement  par  celui  que  produirait  une  force 
de  percussion  naissant  à  la  rencontre  de  cet  atome  et  de  la  paroi. 
S'il  n'en  était  pas  ainsi,  la  valeur  de  la  pression  d'un  gaz  dépendrait 
(ce  qui  n'est  pas,  l'expérience  le  montre)  de  la  nature  des  parois  de 
son  enveloppe. 

Bref,  la  théorie  ici  présentée  permet  d'expliquer  les  propriétés  des 
gaz  parfaits  aussi  hien  que  la  théorie  cinétique  et  a  en  outre  les  avan- 
tages suivants. 

1°  Par  l'emploi  des  formules  établies  en  nos  précédentes  études, 
elle  fait  intervenir  la  notion  nécessaire  de  la  résistance  cjue  l'éther 
apporte  aux  déplacements  rectilignes  des  atomes; 

2"   Elle  explique  la  loi  d'Avogadro  et  d'Ampère. 

Il  y  a  lieu  par  ailleurs  de  noter  c|u'elle  s'applique  non  pas  seulement 
à  des  atomes  sphériques,  mais  encore  aux  atomes  de  formes  très  va- 
riées rentrant  dans  les  catégories  définies  aux  pages  24  à  28  de  notre 
seconde  étude  (Jou/-nal  de  Mathémaliques,  4°  série,  t.  IX). 

Il  est  à  l'emarquer  que  la  relation  (8),  établie  page  109  ci-dessus,  est 
indépendante  de  l'amplitude  d'oscillation  des  atomes  pondérables, 
et,  par  suite,  exacte  quelque  petite  que  soit  cette  amplitude. 

IX.  Poslulatum  du  principe  de  Carnot.  —  11  est  maintenant  une 
question  qui  vient  de  suite  à  l'esprit,  c'est  de  savoir  si  la  théorie  pré- 
sentée permet  de  rendre  compte  du  postulatum  du  principe  de  Car- 
not, à  savoir  que  le  transport  de  chaleur,  sans  consommation  de  travail 
extérieur,  entre  corps  de  températures  din'érenles  se  fait  toujours 
du  corps  le  plus  chaud  au  corps  le  plus  froid  et  jamais  en  sens  in- 
verse . 

Il  serait  bien  facile  de  faire  voir  que  les  formules  données  justifient 
ce  postulatum.  Mais  il  y  a  lieu  de  remarquer  que  la  question  demande 
à  être  traitée  de  plus  près.  Les  formules  établies  ci-dessus  ne  sont  en 
en  effet  cju'approximatives  comme  aussi  les  lois  expérimentales  qu'elles 
représentent.  Le  postulatum  du  principe  de  Carnot  énonce  au  con- 
traire un  fait  rigoureusement  exact. 

Or,  sans  entrer  dans  aucun  détail  de  calcul,  on  voit  en  réfléchissant 
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aux  bases  des  présentes  études  que  les  forces  répulsives  qui  agissent 
entre  réllier  et  les  atomes  pondérables  (forces  que  nous  avons  assimi- 
lées à  des  percussions)  satisfont  certainement  à  la  condition  que 
voici  :  Lorsqu'un  atome  pondérable  se  trouve  en  état  d'équilibre  dy- 
namique au  sein  d'une  masse  d'étber,  si,  par  suite  d'une  cause  acci- 
dentelle quelconque,  sa  force  vive  totale  vient  à  augmenter,  immédia- 
tement les  forces  répulsives  émanées  de  l'éther  agissent  pour  diminuer 
la  force  vive  momentanément  accrue  et  la  ramener  au  taux  normal; 
en  sens  inverse,  si  la  force  vive  de  l'atome  tombe  au-dessous  de  ce 
taux,  l'effet  desdites  forces  répulsives  est  d'accroître  la  force  vive  pour 
la  ramener  à  ce  qu'elle  doit  être.  C'est  ce  que  nous  avons  déjà  fait 
remarquer  au  commencement  de  notre  première  étude  (^Journal  di- 
Malhrniadqucs,  f  série,  t.  VII,  p.  \oo). 

(^uand  donc  on  met  en  présence  des  atomes  pondérables  pris  à  des 
températures  différentes,  l'action  de  la  masse  d'.éther  qui  les  enve- 
loppe tous  consiste  à  prendre  de  la  force  vive  aux  atomes  les  plus 
cbauds  et  à  en  donner  aux  atomes  les  plus  froids  jusqu'à  ce  que  ré(|ui- 
libre  dynamique  de  tout  le  système  soit  établi.  Les  transports  de 
chaleur  se  font  bien,  par  consécjuent,  dans  le  sens  indiqué  par  le  pos- 
tulatum  du  principe  de  Carnol  ('  ). 

Ces  considérations  peuvent  en  outre  être  invoquées  pour  rattacher 
la  conception  de  la  température  résultant  de  la  présente  théorie  à  la 
déUnition  qu'en  a  donnée  M.  Félix  Lucas  dans  sa  très  intéressante 
Notice  :  La  solution  du  problème  des  températures  (  Gauthier- 
Villars,  1887). 

X.  Loi  de  Newton  sur  le  refroidissement  des  solides.  —  Nous 
examinerons  une  dernière  question  qui  sera  démontrer  que  la  théorie 
présentée  est  d'accord  avec  la  loi  de  Newton  sur  la  vitesse  du  refroi- 
dissement des  corps. 

Si  l'on  rélléchil  à  la  manière  dont  ont  été  établies  dans  le  cours  des 


('  )  Voir,  à  lilre  de  rapprochement,  la  Noie  S  des  Leçons  sur  la  théorie  mé- 
canique de  la  chaleur  de  Vebdet,  t.  I,  p.  cxxix.  Le  postulalum  du  principe  de 
Carnol  s'y  trouve  expliqué,  à  peu  près  de  la  même  façon,  au  moyen  de  la  consi- 
dération d'atmosphères  jouant  un  rôle  analogue  à  celui  attribué  ici  à  l'éther. 


EMPLOI     DES    PERCUSSrONS.  Il3 

présentes  éludes  les  conditions  de  l'équilibre  dynamique  des  atonies 
pondérables  placés  dans  une  atmosphère  d'éther,  on  reconnaît  que  cet 
équililire  réside  au  fond  dans  le  fait  d'une  série  indéfinie  de  petites  os- 
cillations delà  foi'ce  vive  de  chaque  atome,  oscillations  dans  lesquelles 
cette  force  vive  est  tantôt  plus  grande,  tantôt  plus  petite  que  sa  valeur 
moyenne,  à  laquelle  l'éther  la  ramène  constamment  dès  qu'elle  s'en 
écarte  un  peu. 

Cela  posé,  considérons  seulement,  pour  simplifier,  un  atome  pondé- 
rable sphérique  et  j^artons  de  la  formule  (  2()  )  de  la  page  '[-lo  de  notre 
première  étude 

-  I  //  V  N  m  A-  -  2  /-  ^  2  N  ot  A  +  .:^  2 ^  '"  '  ^')  '^^■ 

Faisons  la  sommation  des  formules  analogues  à  un  même  instant 
pour  tous  les  (h  de  la  surface  de  l'atome.   Remarquons  que,  dans  le 

cas  des  atomes   sphéri(jues,   les   quantités  T]  N» A-,   ^  M///A  ayant 

même  valeur  en  tous  points  de  la  surface  d'un  même  atome,  on  a 

j'/fh-o,  /'>f/a=|w^ 

les  notations  étant  celles  définies  aux  pages  l\o6,  407,  ^21  et  em- 
ployées page  423  de  notre  première  étude. 

Dans  ces  conditions,  si  l'on  désigne  par  le  symbole  ^  c  la  somme 
des  variations  p  obtenues,  il  vient 

[/.  étant,  pour  les  atonies  sphéricjues,  égal  à  M. 

Cette  formule  donne  l'expression  de  ^t'  pendant  le  temps  /  durant 

lequel  l'atome  sphérique,  se  trouvant  d'ailleurs  en  état  d'équilibre  dy- 
namique au  sein  de  l'éther,  possède  une  certaine  valeur  déterminée  de 
vitesse  de  translation  W . 

Journ.  de  Math.  (  i"  série),  tome  \.  —   Fasc.  I,   iS(j'(.  ^-^ 
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Quand  ratonic  n'esl  pas  en  élal  d'équilibre  dynamique,  ladile  for- 
mule n'est  plus  applicable.   Mais  si  l'élat  de  Talome  esl  voisin  de  son 

étal  d'équilibre  dynamique,  la  véritable  formule  donnant  le  ^t-  sera, 

par  raison  de  conlinuilé, 

rj  étant  un  petit  coefficient  qui  devient  nul  lorsque  l'atome  est  en 
('•(piilihre  dynamique  et  qui,  par  suite,  ])oui'  les  états  voisins  de  l'équi- 
libre dynami(pie,  aiu'a  des  valeurs  très  petites  de  manière  à  mettre  ces 
états  en  continuité  avec  les  états  oscillatoires  dont  la  succession, 
eomnie  il  a  ('ti'  i('iuai(pi(''  |)aij;('  i  i3  ci-dessus,  constitue  l'écpiilibre  dy- 
nami(pu'. 

(  )n  j)Ourra  doue,  eu  négli^caul  le  très  petit  produit  r,/  pour  les  étals 
voisins  de  l'équilibre  dynami(pii'  et  remarquant  que,  si  l'espace  de 

Iciiqis  /  dcvieut   iufiniment  petit   et  éyal  à  <//,  la  variation  ^e  n'est 

autre  cliose  que  la  difTérentielle  2MV\  (/\\  de  r(''nerg'ie  de  l'atome, 
écrire 

(())  MW  ^  =  -  ^"  V  -,„rK  -  4,  y^tn^V. 

^'  '    .  clt  3      .m^  iM  .«^ 

Appelons  M^^'|;  la  valeur  moyenne  de  l'énergie  de  l'atome  dans  le 
cas  de  l'équilibre  dynamique;  on  a,  d'après  la  formule  (29)  de  la 
page  4'-^^  de  notre  première  élude 

en  sorte  (pie  l'équation  (9)  peut  se  mettre  sous  la  forme 

M\\  ^Y  =  5  (  -^  '^^^ '  -^  ^V;!)  S  y)  N«rA  =  H(\\  ;;    -  W=  ), 
en  posant  -;  S  V  N/z^A  =  H,  et  elle  donne  par  intégration 


C>  désisnant  une  constante. 
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Lii  loi  de  la  variation  M(W-  —  Wi;  )  de  la  quantité  dï-neri^ie  caloii- 
fKjue  accumulée  dans  les  atomes  pondérables  en  fonction  du  temps  / 
est  donc  bien  la  même  (pi(î  celle  exprimée  par  la  formule  de  Newton 
sur  le  refroidissemeiil  des  solides  à  basse  température. 

\I.  Résuiué.  —  En  résumé,  la  théorie  (jui  vient  d'être  présentée 
rend  compte  de  : 

1°  La  loi  de  Dulong-  et  l^etit  sur  les  chaleurs  spécifiques  pour  les 
solides  à  basse  lem[)ératuie; 

2"  La  loi  de  la  dilatation  des  solides  à  basse  température; 

3"  Les  lois  de  la  pression  dans  les  gaz  parfaits; 

4"  La  loi  d'Avoyadro  et  Ampère  dans  les  gaz  parfaits; 

5"  Le  postulatum  du  principe  de  Carnol; 

6°  La  loi  de  Newton  sur  le  refroidissement  des  solides  à  basse  tem- 
pérature. 


APPLICATION    DES    MÉTHODES    D  ArPROXlMATlONS    SUCCESSIVES.         l  l  y 


S//r  /'(/pj)/fC(it/o//.  (les  uiéthotle.s  d  ((pproxiinations  siiccc.smvcs 
à  l'cttidc  (les  intégrales  réelles  des  écjiiatioiis  dijjére/itielles 
ordinaires  ; 

Par  m.  Ernest  LINDELÔF. 


La  |)résenle  étude  a  pour  but  de  doiuier  luie  exposiliou  succincte  do 
la  méthode  d'approximations  successives  de  M.  Picard  eu  tant  qu'elle 
s'applique  aux  équations  différentielles  ordinaires  (' ).  .le  commence 
par  démontrer,  d'une  manière  très  simple,  qu'il  ne  peut  y  avoir  qu'un 
seul  système  d'intégrales  de  nos  équations  prenant  des  valeurs  ini- 
tiales données.  Les  conditions  dans  lescjuelles  je  me  place  sont  assez 
générales;  ainsi  je  ne  suppose  pas  l'existence  des  dérivées  des  fonctions 
qui  figurent  dans  les  seconds  membres  (les  écpiations  étant  réduites  à 
la  forme  normale).  Puis  j'expose  la  méthode  de  iM.  Picard  avec  la 
modification  que  j'y  ai  apportée  dans  une  Note  que  j'ai  eu  l'honneur 
de  présenter  à  l'Académie  des  Sciejices  (séance  du  2G  février  i8()4)- 
A  la  fin  j'applique  la  méthode  exposée  à  la  démonstration  duii  théo- 
rème connu  de  ^L  Poincaré  concernant  les  équations  dillércntielles 
dépendant  d'un  paramètre  arbitraire. 

(  '  )  V..  Picard,  Mémoire  sur  la  théorie  des  équalioiis  aux  dérivées parlielles 
et  la  méthode  des  approximations  successives.  Chap.  V  {Journal  de  Mathé- 
matiques et  Journal  de  l'Ecole  Polytechnique.  1S90). 

Sur  l'application  des  méthodes  d'approximations  successives  à  l'étude  de 
certaines  équations  différentielles  ordinaires,  Gliap.  l  {Journal  de  Mathéma- 
tiques. 189.3). 

Journ.  de  Matli.  {\'  série),  luine   \.   —   Kiisc.   II,   189I.  it) 
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1 .  Considérons  le  système  des  équations  différentielles 

7§  =/.(■*•, 7i./..  ••->'«)' 


Nous  supposons  que  les  fonctions/, ,  /.,,  ■  ■ .,  f„  soient  finies  et  con- 
tinues pour  les  valeurs  réelles  de  x,  /,,  y.,,  ..  .,  y„  comprises  dans 
les  iiiLervalles 

(2)      Xa^x<  x„-ha\         \yi  —  yi\'il>         ('  =  ',2,...,//), 

n  et  b  étant  deux  nombres  positifs.  De  plus,  on  aura,  pour 

\y.-y:\<i>. 

X,  y,  ,y.2,  ■  •  -,  y,,  restant  dans  les  mêmes  intervalles, 

(  l//(-^'> /. > 72'  •  ■■'/,)  -/■(•*%  y,,y-2,-  •  -, 7«) I 
(3)  <A-,l7;-7.l  +  A-,|x.-r.l-+----+^"«lr„-7«l 

!  ('  =  ',  2, ...,  /?), 

A'i,  /i.,,  . . .,  A„  étant  des  nombres  positifs. 

Nous  allons  d'abord  démontrer  qu'il  ne  peut  exister  qu'un  système 
d'intégrales  des  équations  (1),  continues  dans  un  intervalle 

■'■„ — ■'-,<+ p     (pi:  a), 

et  prenant  les  valeurs  y",  y",  . . .,  j)J  pour  x  =  x,,- 

Supposons,  en  effet,  qu'il  existe  deux  tels  systèmes  d'intégrales 

Y,,      1  o,      ...,      Y„     et     Z|,      Z.,,      ...,     Z„. 
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Posons 


=  //(■'(■•,  V,,  Y,,  . . .,  Y„)  =  9,(.i-), 


Les  fonctions  $,(x-)  seront   continues  dans  un  certain  intervalle 

x\ Xg-h  p,(p,'S  p),    et  s'annuleront  pour  x  ^  .i\^.  11   en  sera  de 

même  de  la  fonction 

W{x)  ^  I  d».  (,r)|  +  l<ï.,(.r)|  H-.  . .  +  I  H>„(.c)|. 
Or,  considérons  le  quotient 

.-^.  ^x  _  ^:,|/,(./-,  V|,  .■■,Y„)-/,(^sZ„  ....Z,,)! 
^K-'-)-     |Y,_Z,|  +  |Y,-Z,|4-...  +  |Y„-Z„| 

On  aura,  d'après  les  inégalités  (3), 

/l-,|Y,-Z,|^/.-,|Y,-Z,|  +  ...+  A-„|Y„-Z„| 


Q(.0<" 


|Y,-Z,|  +  !Y,-Z,|  +  ...  +  ,Y„-Z„| 


ou  encore,  on  désignant  par  K  le  produit  par  n  du  plus  grand  des 
nombres  A,, 

Q(x)<K, 

inégalité  qui  aura  lieu  pour  x^  <<  x  <<  .r„  -f-  p.,  (pi  =  ?i  )• 
D'autre  part  nous  aurons,  d'après  la  notation  adoptée. 


q(x): 


l*,(.î-) 

-t-  .  .  .  H- 

<I>„(^')I 

f    ■ï',{x)dx 

+...+ 

f    t>„{^)d.r 

ou  bien 


|.t>,(x)|  +  ...  +  |l>„(x)| 
= : ' 

f    [|<^,(.r)|  +  ...-H|<^>„(x)|]r/.r 


Q(-'0^—^ 


W{x) 


.t)  dx 
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Snil    A   une   quantilc   positive   plus  pclite  que  y    cl   p.,,  i   \;i  plus 

graude  valeur  de  la  fouelion  ^r(<)  daus  Tiulervalle  (.r„,./„+ A)  cl 
j:„  -+-  A,  (A,  5  A)  la  valeur  de  ./•  corrcspoudaut  à  ce  luaxiinuui.  On  aura 

■■■» 
ou  ciiedre 

Q(.r„+A.)>K, 

rf  qui  est  en  conlradiction  avec  le  résultat  obtenu  plus  haut.  Donc 

il  ne  peut  exister  qu'un  seul  système  d'intép^rales  de  (  i  )  satisfaisant  aux 
conditions  posées.  c.  y.  f.  i>. 

2.  Considérons  toujours  le  sysiènie  (  i ),  en  faisant  sur  les  fonctions 
y,,  /., /"„  les  mêmes  hypothèses  qu'au  début  du  numéro  précé- 
dent. Pour  former  eflectivement  les  intégrales  de  ce  système  qui  se 
réduisent  'a  y\i  yl,  ■■■iy"„  pour  x=^x„,  on  aura,  d'après  la  mé- 
thode de  M.  Picard,  à  former  n  suites  de  fonctions 

r'>  y'h    •••.  y'^    •■•    ('  =  ',2,  ...,n), 

définies  par  les  formules 

'^=f.{^o'\.y:,---y:)^ 


ff}  i      /•    /•     .       ^Z-l        ,,*      I  ,>-! 


ii-J.{^^yr\yV\...o-':r), 

) 

les  constantes  d'intégration   étant  déterminées  en  sorte  qu'on  ait, 
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pour  X  =^  x„, 

Pos.ons,  d'une  manière  générale, 

el  considérons  les  séries 

(4)  Y^=  k;-+- «;+«;  +  ... -h;/^-H...      (/=i,2 n). 

On  aura  successivement,  en  désignant  par  AIo  la  plus  grande  valeur 
absolue  des  fonctions  /,:(x,  )-',',  )'",  . . .,  y",)  pour  x„  5  a:-  ^  x„  -i-  «, 

«;i  =  |r,ACA7':,7",.--,>';;)^^.^- 

<  M»(x  —  x„), 

"' l<  r  [ '''1 1 " !  K '''■^ I '<! I  +  •  ■  •  +  /'» ! li],  1 1  f^x' 


(5) 


<  Mo  (/.,   +   />  : 


K) 


(  r  —  J-o  )- 


Ces  inégalités  subsisteront  tant  que  les  courbes)'  resteront  com- 
prises dans  les  intervalles  (2),  soit  pour  Xo  <  a?  <  Xj,  -1-  p(p<a).  Pour 
ces  valeurs  de  x  les  séries  (4)  seront  uniformément  convergentes, 
leurs  termes  successifs  étant  plus  petits  que  ceux  de  la  série  exponen- 
tielle 


M„ 


[( A,  +  Âo  +  .  .  .  ■^k„){x  —  x^)Y 


/.,-^/.-.- 


II  s'ensuit  que,  dans  ledit  intervalle  de  x,  ces  séries  représentent 
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les  intégrales  cherchées  du  système  (i).  On  aura,  en  effet,  à  partir 
d'une  certaine  valeur  K  de  A, 


d'où 


j"]/,U,  Y,,...,  Y„)-f,(.v,y\,...,y„)\dx- 
<  £  (  A ,  -4-  A-,  + . . .  4-  A-„)  (x  -  .r„), 
t  étant  une  quantité  positive  si  [)elite  qu'on  voudra.  De  Fideulité 

on  pourra  donc  tirer  rinégalilé  suivante 

Y, -j; -/'"/(•'•.  ^'M--->Y„)f/.r|<sf.+(A-,  + A-, -f-...+  A„)p|, 

■*'o  I 

qui  aura  lieu  dans  l'inlervalle  (.'„,•''■(,+  p)  de  x  et  pour  A  >  Iv.  Le 
premier  membre  étant  indépendant  de  K  et  pouvant  d'autre  pari, 
pour  des  valeurs  assez  grandes  de  K,  être  rendu  plus  petit  qu'une 
quantité  positive  quelconque,  quelque  petite  qu'elle  soit,  il  s'ensuit 
qu'on  aura  identiquement 


d'où 


dx 


',•  =  /"+/    //(■'■,  ^\,  V,,  ...,  Y,.)rfx-, 


:/,(,r.  Y,,  ¥,,...,¥„)        (/=i,2,...,/0. 


Les  fonctions  Y,,  Y.^,  ...,  Y„  représentent  donc  bien  les  intégrales 
cherchées  du  système  (i)  lorsque  x  reste  dans  l'intervalle  (.r„,  .x„-f-  p). 

(c.  Q.  V.  D.j. 

3.  Occupons-nous  maintenant  du  domaine  de  convergence  des 
séries  que  nous  venons  de  former.  11  s'agit  de  trouver  une  expression 
pour  la  quantité  désignée  plus  luuit  par  c. 
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On   voit  d'abord   immédiatement   qu'on    pomTa    melli'e   p  =  p|, 
p,  étant  la  plus  petite  des  deux  quantités 


a     et     ^, 


où  M  désigne  la  valeur  absolue  maxima  des  fonctions  f^^f-^.,  ..  .,,/„ 
dans  les  intervalles  (2).  On  aura  en  effet,  pour  a?„  5  a?  <  ;r„  +  p, , 


\y]-y]\<M9.^h         (/=  i,  2,  ...,//;  A  =  . , 


i«). 


On  peut  encore  choisir  p  ^  p,,  en  désignant  par  p^  la  plus  petite 
des  deux  quantités 

A-2  +  .  ..+  />„)  b' 


a     et 


Hog[.  +  ^ 


.,")■ 


11  suit,  en  effet,  des  inégalités  (5)  qu'on  aura 

l7--rn<^  (/  =  .,2, 

tant  que  la  quantité 

^  Mo  |^^K..-.„,_  j|  (K  =  A-, +  /,■,  +  ...+  /.„) 

restera  inférieure  ou  égale  à  6,  ce  qui  a  certainement  lieu  pour 

*^0    ^  "^     —    ^0  "^      Pli' 

Il  est  bien  évident  que  po  est,  dans  certains  cas,  plus  grand  que  p,. 

Remarque.  —  Au  lieu  de  choisir,  comme  première  approximation, 
les  valeurs  initiales  j",  yl,  •  •  •»  j")  on  pourra  partir  de  n  courbes  con- 
tinues quelconques 

yu   A,    •••,   yl 

pourvu  que,  pourx„  'Sx^x^  +  a,  elles  soient  comprises  tout  entières 
dans  le  domaine  (2),  et  que  les  fonctions 

fi{'-^,y\,yl,---,y:.)    (^=1,2,. ..,«), 
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soiciil  iiilégrables  dans  le  même  intervalle  de  x.  Les  deux  expressions 
iiue  nous  venons  de  trouver  pour  le  domaine  de  convergence  des 
séries  (4)  seront  pncore  valables  pour  les  nouvelles  séries,  à  cette  dif- 
férence près  (pi'ou  aura  à  remplacer  INI,,  par  la  valeur  absolue  nuixiuia 
des  fonctions 

pour  les  valeurs  de  .c  couipi'ises  dans  riulei'vaile  (.'„,  ./„  +  a). 

i.  On  peut  indiquer  des  cas  étendus  où  le  domaine  de  convergence 
des  séries  ( 'i  )  est  encore  plus  large.  Ainsi,  considérons  l'équatiou 

la  loucliou  f(x,y)  étant  finie,  conliiiuc  <■!  positive  pour  .r„  2  ■'■<C-'^'ii 
>•  avant  une  valelir  finie  ([udeonque;  de  plus,  daiis  les  mêmes  iuler- 
\ ailes,  /(x',_)')  va  toujours  eu  décroissant  lorscjue  y  croît;  enfin,  à  tout 
domaine  fini  compris  entre  les  droites  .r  ^  .r,,  et  ./•  =  x,  —  s,  t  étant 
une  ([uantité  positive  si  petite  (pi'ou  \oudra,  il  coricspontl  un  uiunbi-e 
positif  A  tel  (pi'on  ait 

\/(-'-,y')-/(y'.y)\<f^-\y-r\, 

les  points  (,r,  y')  el  (x,  y)  restant  intérieurs  à  ce  domaine. 
Ces  conditions  supposées  remplies,  la  série 

y«-^{}\  —,»-„)  +  ... -h (j-/  — j'a-,  )-f-..., 

fournie  par  la  inèlliodi'  des  approximations  successii-es,  sera  lunfor- 

mcmcut  com'cr génie  dansTinlervallei^x^ .r,  —  s),  quelque  petite 

que  soit  la  quantité  positive  i. 

En  ell'et,  on  aperçoit  facilemcul  (pu^,  dans  rinlervalle(xo x,  —  î), 

les  courbesy2,j':j,  ...  seront  tout  entières  comprises  entre  les  deux 
courbes  j^o  et  y,,  finies  et  continues  elles-mêmes  dans  ledit  intervalle. 
11  existe  donc  un  nombre  A  valable  pour  toutes  ces  valeurs  de  .r;  c'est 
le  nombre  k  relatif  à  Taire  comprise  entre  yo,y,  et  la  droite  ./•  =  x,  —  z. 
La  démonsLralion  s'acbève  comme  dans  le  n"  2. 
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Il  en  est  de  même  si  la  fonction  f(x,y),  au  lieu  de  décroître,  va 
toujours  en  croissant  lorsque  y  croît,  pourvu  que  l'intégrale  dont  il 

s'agit  soit  finie  et  continue  dans   l'intervalle  (x,, x,  —  £),  £  étant 

une  quantité  positive  si  petite  qu'on  voudra. 

•5.  Pour  terminer,  je  vais  appliquer  la  méthode  des  approximations 
,  successives  à  la  démonstration  d'un  théorème  de  M.  Poincaré  ('). 
Cette  application  a  déjà  été  faite  par  M.  Picard  (^).  Seulement,  en 
faisant  usage  de  la  seconde  limite  de  convergence  que  j'ai  introduite 
dans  le  n°  3,  je  pourrai  éviter  une  transformation  dont  se  sert  M.  Pi- 
card pour  se  débarrasser  des  termes  du  premier  ordre. 

Théorème.   —  Considérons  le  système   des   équations   différen- 
tielles 

^^)  -^   =/<•(■»!)   -^2,    •■■.^«,    i^,   0  («'=  1,2,   ...,«). 

OÙ  [JL  désigne  un  paramètre  arbitraire,  et  soient 

X,  =  0,(0,         x,  =  0.(t),         ...,         a?„  =  0„(/) 

les  intégrales  s'annulant  avec  t  de  ce  système,  lorsqu'on  y  fait 
jx  ^  G.  Nous  supposons  que  les  fonctions  ^i{t)  soient  finies  et  conti- 
nues lorsque  t  reste  dans  l'intervalle 

il)  o<t<t„ 

et  que,  pour  les  mêmes  valeurs  de  t,  les  fi  soient  développables  en 
séries  suivant  les  puissances  entières  et  positives  de 

fji,     ^,-0,(0,     J?.-0,,(O,      •••,     a;„-0„(/). 

Admettons  que,  pour  t='t,,  ces  séries  sont  convergentes  lorsque 

jjl|<P(/.),  |^,_0,(/)|<Q(/,)  (/=I,  2,.  ..,«)• 

(')  Les  Méthodes  nouvelles  de  la  Mécanique  céleste,  t.  I,  p.  58-6i. 

(^)  Comptes  rendus  de  l' Académie  des  Sciences,  séance  du  9  avril  1894. 

Journ.  de  Math.  (  î°  série),  tome  X.  —  Fasc.  II,  1894.  '7 
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Il  nous  faut  supposer  encore  que,  lorsque  /,  varie  depuis  zéro  jus- 
qu'à /„,  P(/|)  et  Q(/,)  aient  des  limites  inférieures,  p  et  /•,  différentes 
de  zéro  ('  ). 

Ces  conditions  supposées  remplies,  les  intégrales  de  (G)  s'aiinu- 
lanl  pour  /  =  o  seront  développahles  en  séries  suivant  les  puis- 
sances entières  et  positives  de  (jl,  ces  séries  étant  convergentes  lors- 
que I  [j.|  reste  au-dessous  d'une  certaine  limite,  t  ayant  une  valeur 
quelconque  dans  l' intervalle  (7). 

Effectuons  un  chan{,^emcnt  de  fonctions,  en  posant 

x]  —  Xi  -  0,(t)         (/  =  1 ,  2,  . . .,  /?.). 
Les  x'j  satisferont  aux  équations  différentielles 

^  =/,■  K  +  o.(0>  •  • ., ■<  +  o„(o,  ^  <J -.AI  0, (0,  •  •  M  o„(0^  o, /] 

=  7i(^\^x'.,,  ...,<,  [A,/)         (?  =  I,  2,  ...,  n)-; 

les  /,  seront  développâmes  en  séries  suivant  les  puissances  entières  et 
positives  de  pi,  x\,  x'^,  . . .,  x\^,  ces  séries  étant  convergentes  pour 

/  ayant  une  valeur  quelconque   dans  l'intervalle  (7);    d'ailleurs   les 
fonctions  /",  s'annuleront  identiquement  lorsqu'on  y  fait 

^  =  x'i  ^  x'„  = . . .  =  x\^  =  o. 

Soient  p,  et  r,  deux  nombres  positifs  plus  petits  respectivement 

(')  Il  est  facile  de  former  des  fonctions/,  pour  lesquelles  cette  dernière  con- 
dition n'est  pas  remplie.  Ainsi,  par  exemple,  la  fonction 


:'•— '(-"^n^^ 


est  bien  développable  suivant  les  puissances  de  |x,  j^\,  x,,  .  .  -,  J"„,  t  ayant  une 
valeur  quelconque  dans  l'intervalle  (7),  mais  le  domaine  où  converge  cette  série 

tend  vers  zéro  lorsque  t  tend  vers  —  • 
'  2 
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que  p  et  r,  cl  désignons  par  jM(p')  la  valeur  absolue  maxima  des  fonc- 
tions 

/,(o,o,  ...,o,  [J., /)         (i=  1,2,  ...,/i) 
pour 

|[^|<p'(<p.),        o</5^, 

et  par  A',  la  valeur  absolue  maxima  des  dérivées 

;^/y(-^',>^ô»---><,P->0         0' =  1,2,  ...,n), 
pour  les  valeurs  des  variables  comprises  dans  les  intervalles 
\x[\ir,,         Ip-I^p,,  o  </</„. 

On  aura  alors  les  inégalités 

ik,\x\  -  ,r;  |  +  . . .+-  A-„|x-„-  ./..•;,  I         (ï=  T,  2,  ...,  u), 

les  variables  restant  dans  les  intervalles  considérés. 

Cela  posé,  appliquons  la  méthode  des  approximations  successives  à 
la  recherche  des  intégrales  du  système 

doc  ■         — 

-dï  =fi(.^\^-^'-z^  ...,<,  [J.,/)         {i=  I,  2,  ...,/0, 
qui  s'annulent  avec  t.  On  aura  à  poser 

(«■  =  1,  2,  ...,«;  A-  =  I,  2,  ...,  oc), 

en  observant  que  x\  =  x"  = . . .  =  a?"  =  o. 
Alors,  d'après  le  n°  5,  les  séries 

Oi{ix.,t)^x\  +  {x]-x\)  +  ...  +  {x]-x'-')-\  ... 
(j  =  i,2,  ...,n) 
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seront  uniforniémenl  convergentes  et  représenteront  les  intégrales 
cherchées  ponr  les  valeurs  de  pi  cl  de  /  comprises  dans  les  intervalles 

\y.\<p'(<p,),         o<tit\ 
t'  désignant  la  plus  pelite  des  deux  quantités 

^^■>       '"      '^     /.+  A-,-H...  +  /.„'"H  MI73 J' 

Or,  M(p')  tendra  évidemment  vers  zéro  en  même  temps  que  p'.  Dès 
lors,  il  existe  un  noiiiliie  p.,  tel  tpie,  pour  p'  <;  p^,  la  seconde  des 
limites  (8)  sera  plus  grande  que  la  première  et,  par  suite,  on  pourra 
affirmer  que  les  séries  çp,([ji., /)  convergent  uniformément  dans  tout 

rintervalle  o /„,  pourvu  qu'on  ait  |[/.|  <[  pa.  Les  termes  de  ces  séries 

élaiil  d'ailleurs  des  fonctions  holoinorphes  de  a  pour  |  iji  |  <^  p,  on  eu 
conclut,  en  se  reportant  à  un  théorème  bien  connu  de  M.  Weier- 
strass  ('),  que  les  fonctions  9,([Ji.,  /)  et,  par  suite,  les  intégrales  cher- 
chées du  système  (6),  sont  développables  en  séries  suivant  les  puis- 
sances entières  et  positives  de  ij.,  ces  séries  étant  convergentes  pour 
I  jx|  <  po,  la  varial)le  t  ayant  une  valeur  quelconque  dans  l'intervalle 

(o  /o)-  C.Q.F.D. 

(')  Abhandlungcn  (lus  dcr  Funktionenlehre  {MmWn,  i886),  p.  78. 
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Sur  le  sous-discriminant  (^oii  covariant  biquadratique  lie  à 
l'avant-dernier  terme  de  V équation  aux  carres  des  diffé- 
rences) ; 

Par  m.  R.  PERRIIV. 


1 .  Soient  U  la  forme  binaire  générale  d'ordre  «,  et  Y  =  o l'équation 
aux  carrés  des  différences  des  racines  de  U.  On  sait  que  chacun  des 
coefficients  de  V  est  la  source  d'un  certain  covariant  de  U.  Le  degré 

de  V  étant  m  =  "  '  ~  ,  il  existe  ainsi  m  covariants  liés  respective- 
ment au  second,  au  troisième,  etc.,  au  dernier  terme  de  V;  le  dernier 
se  réduit  d'ailleurs,  comme  on  sait,  au  discriminant  de  U,  et  le  pre- 
mier au  hessien.  Je  me  propose,  dans  le  présent  travail,  d'étudier  en 
particulier  celui  de  ces  covariants  de  L  qui  est  lié  à  V avanl-dcrnier 
terme  de  V,  et  que  je  désignerai  par  ce  motif  sous  le  nom  de  sous- 
discriminant  de  la  forme  binaire  :  après  avoir  établi  d'une  manière 
générale  les  propriétés  de  ce  covariant,  j'indiquerai  une  méthode  spé- 
ciale pour  le  calculer  en  partant  du  discriminant  supposé  connu,  et 
pour  trouver  rapidement  son  expression  en  fonction  des  covariants 
simples,  pourvu  que  l'on  connaisse  la  chaîne  des  syzygies  qui  relient 
le  discriminant  lui-même  aux  n  —  i  covariants  principaux  (associés  à 
la  forme).  Je  ferai  l'application  de  cette  méthode  aux  formes  binaires 
des  troisième,  quatrième,  cinquième  et  sixième  ordres,  en  insistant 
plus  spécialement  sur  le  cas  de  la  forme  du  cinquième  ordre,  où  la 
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considération  du  sous-discriminant  conduit,  comme   on  le  verra,  à 
plusieurs  conséquences  nouvelles  et  intéressantes. 

PROPRIÉTÉS    GÉNÉRALES    DU     SOUS-DISCRIMINANT. 

*2.  Le  sous-discriininanl  de  la  forme  binaire  d'ordre  u  est  un 
covariant  du  quatrième  ordre  par  rapport  aux  variables,  et  du 
degré  i(^n  —  i)  par  rapport  aux  coefficients  de  la  forme. 

Cette  propriété  découle  immédiatement  de  la  proposition  suivante, 
facile  à  établir  : 

Le  covariani  lié  au  p  +  i"""""  terme  de  l'équation  aux  carrés  des 
différences  des  racines  de  la  forme  d'ordre  «,  est  de  degré  ip  par 
rapport  aux  coefficients  de  la  forme,  et  d'ordre  "i-pi^n  —  2)  par 
rapport  aux  variables,  si  pSn  —  i;  de  degré  i(^n  —  i)  et  d'ordre 
[\{m  -  p),si  p>n  —  \. 

En  effet,  la  source  de  ce  covariant  étant  la  somme  des  produits /> 
à  p  des  m  carrés  des  différences  des  racines,  l'une  quelconque  des 
racines  figure,  dans  l'un  au  moins  des  produits,  au  degré  2/),  si 
pSn  —  i,  et  au  degré  2(«  —  i),  si  p^n  —  i,  comme  combinée  par 
différence  avec  chacune  des  n  —  i  autres  racines;  d'après  un  théorème 
connu,  le  degré  par  rapport  aux  coefficients  de  la  forme  est  donc 
aussi  2/J  ou  2(«  —  i).  Le  poids  de  la  même  expression  est  d'ailleurs 
évidemment  dans  tous  les  cas  2  p.  Mais  l'ordre  du  covariant  d'une 
forme  de  degré  n,  dont  la  source  est  de  degré  ô  et  de  poids  -,  est 
fourni,  comme  on  sait,  par  la  formule  «0  —  2::;  ce  qui  conduit  à  la 
proposition  énoncée  ci-dessus. 

Ainsi,  dans  l'équation  aux  carrés  des  différences,  l'ordre  des  cova- 
riants  liés  aux  termes  successifs  commence  par  croître  de  ^(/i  —  2), 
en  partant  du  premier  terme  dont  le  coefficient  est  l'unité,  et  du 
second  dont  le  coefficient  est  la  source  du  covariant  hessien,  jus(ju'au 
terme  de  rang  n  pour  lequel  l'ordre  du  covariant  atteint  sa  valeur 
maxima  2(n  —  i)  (n  —  2)  ;  l'ordre  décroît  ensuite  par  4  unités  jusqu'à 
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lavant-dernier  terme  (de  rang  w)  qui  fournit  le  sous-discriminant, 
covariant  biquadratique,  et  au  dernier  qui  fournit  le  discriminant,  in- 
variant de  la  forme. 

Il  est  donc  possible,  étant  donnée  une  forme  binaire  d'ordre  quel- 
conque, de  la  transformer  par  substitution  linéaire,  par  la  résolution 
d'une  seule  équation  du  quatrième  degré,  de  manière  à  annuler  la 
somme  des  inverses  des  carrés  des  différences  de  ses  racines. 

5.  Si  une  forme  binaire  admet  un  facteur  carré  et  un  seul,  le 
sous-discriminant  de  cette  forme  se  réduit  à  la  quatrième  puis- 
sance de  ce  facteur. 

En  effet  dans  ce  cas  le  discriminant  est  nul,  l'équation  aux  carrés 
des  différences  a  une  racine  nulle.  Effectuons  une  transformation  li- 
néaire en  prenant  pour  nouvel  y  un  des  facteurs  linéaires  du  sous- 
discriminant  :  la  source  de  ce  covariant  devra  s'annuler,  l'avant-der- 
nier  terme  de  l'équation  aux  carrés  des  différences  disparaîtra  comme 
le  dernier;  cette  écjuation  aura  donc  deux  racines  nulles,  ce  cjui  est 
incompatible  avec  l'hypotlièse  d'un  seul  facteur  carré  dans  la  forme 
binaire.  La  transformation  linéaire  considérée  est  donc  impossible  :  ce 
qui  exige  que  tout  facteur  du  sous-discriminant  soit  aussi  un  facteur 
de  la  forme.  Mais,  par  raison  de  symétrie,  si  un  facteur  simple  de  la 
forme  est  un  facteur  du  sous-discriminant,  il  faut  qu'il  en  soit  de 
même  de  tout  autre  facteur  simple  :  ce  cjui  est  évidemment  impossible 
pour  n  >  G.  Donc  enfin  le  facteur  double  de  la  forme  est  le  seul  fac- 
teur du  sous-discriminant,  et  il  y  entre  à  la  cjuatrième  puissance. 

Nous  vérifierons  directement  qu'il  en  est  bien  ainsi  pour  n  =  3, 
4  et  5. 

4.  Si  une  forme  binaire  admet  un  facteur  triple,  quadruple,  etc., 
ou  au  moins  deux  facteurs  carrés,  le  sous-discriminant  s'évanouit 
identiquement. 

En  effet,  dans  ces  divers  cas,  l'équation  aux  carrés  des  différences 
admet  au  moins  deux  racines  nulles,  et  le  coefficient  de  son  avant- 
dernier  terme  doit  rester  constamment  nul,  de  quelque  manière  qu'on 
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transforme  linéairement  les  variables.  Le  sous-discriminant  devrait 
donc  rester  constamment  divisible  par  y,  ce  qui  revient  à  dire  qu'il 
est  identiquement  nul. 

i>.  Le  sous- discriminant  s'exprime,  en  /onction  des  racines  a.,, 
ajj  . . .,  a.„de  la  forme  binaire,  par  la  formule 

(i)  ^p  =  2^'X^-ar7)'(^-a,J)^ 


r,  s 


oiiOrs  désigne  le  produit  des  m  —  i  différences  de  racines  autres 

que  Ur—  «i,  et  oii  le  signe  de  sommation  V  s'applique  à  toutes  les 

combinaisons  possibles  de  valeurs,  depuis  i  jusqu'à  n,  données 
à  r  et  s. 

En  effet  l'expression  (i)  représente  bien  un  covariant,  puisque 
toutes  les  racines  a  y  figurent  au  même  degré  2(/î  —  i).  Ce  covariant 
est  du  quatrième  ordre,  et  sa  source  (coefficient  de  .r')  se  réduit  bien 

à  'S  0^^,  coefficient  de  l'avant-dernier  terme  de  l'équation  aux  carrés 

des  différences;  c'est  donc  bien  le  sous-discriminant. 

L'expression  (i)  rend  évidentes  les  propriétés  précédemment  dé- 
montrées pour  le  sous-discriminant.  Si  a,  =  a^  par  exemple,  tous 
les  S  autres  que  S,  2  s'annulent  comme  renfermant  a,  —  a^,  et  w  se  ré- 
duit à  8',n{x  —  a,y)^;  si  la  forme  admet  un  facteur  triple  ou  plus 
d'un  facteur  double,  tous  les  8  s'annulent,  et  il  en  est  de  même  de  w. 

MÉTHODE    POUR    CALCULER    LE     SOUS-DISCRIMINANT. 

6.  J'ai  montré  ailleurs  (')  que  si  l'on  applique  à  un  péninvariant 
relatif  à  la  forme  binaire  (af,,a,,  . . .,  a„)  (x,  y)"  l'opérateur 

,     V       y  d  p  +  I  !  cl  n  4-  /•  !  cl 

(2)     Cp  =  «„;7-  -t-T7r7r«iX  '  '    '  - 


dup  /)!  I  !        '  da  1,^.1        '  '  '  p\  r\       ''  cla 


(')   Comptes  rendus,  t.  CVI,  p.  ii3i;  1888. 
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le  résultat  est  un  péninvariant  de  la  forme.  Cet  opérateur  ne  modifie 
pas  le  degré,  mais  diminue  de p  le  poids  du  péninvariant;  il  augmente 
donc  de  2jo  Tordre  (par  rapport  aux  variables)  du  covariant  corres- 
pondant. 

Ceci  rappelé,  je  vais  établir  le  tbéorème  suivant  : 

Si  A  est  le  discriminant  d'une  f ovine  binaire,  (.-^i^^  est  {à  un 
facteur  numérique  près)  la  source  de  son  sous-dtscrinnnant. 

Désignons  en  effet  par  A„,  A,,  . . .,  A„  les  coefficients  de  la  forme 
binaire  écrite  sans  les  coefficients  binomiaux,  de  telle  sorte  que 

par  a,  j3,  y,  . . .,  £  les  racines  de  la  forme.  L'opérateur  ^,,  rapporté  aux 
coefficients  A,  devient 

(3)  '^^.=  '^'1   ("-'7  +  0("-?)A,-,4;;- 


D'autre  part,  on  a  {voir  Salmon,  Algèbre  supérieure) 

(4)  '  a 

(  x[(a-!B)(a-Y)...(a-£)  +  (a-p)(a-â)...J, 

où  le  signe  V  s'applique,  pour  les  diverses  racines   telles  que  a,  au 

produit  des  carrés  de  toutes  les  différences  où  n'entre  pas  a,  par  la 
somme  des  produits  «  —  2  à  «  —  2  des  différences  où  entre  a.  Si  donc 
nous  désignons  par  P»  l'inverse  du  produit  des  carrés  de  toutes  les 
différences  de  racines  où  entre  la  racine  a,  et  par  Q»  la  somme  des  pro- 
duits ft  —  2  à  n  —  2  de  ces  mêmes  différences,  nous  pourrons  écrire 
ainsi  la  formule  (  4  ) 

Journ.  de  Math.  (4'  série),  tome  X.  —  Fasc.  II,  1894.  '" 
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et  rapplicalion  de  la  formule  (3)  nous  donnera 


((^) 


X  \n(n  -  i)a"-=A„  +(«  —  i)(«  —  2)a"-'A,  -h..  . 
-h(n-q)(n-q-i)  a""'"''  A^  + . . .  +  2  .  i  A,,.^  ] . 


Mais  si  S»,,  désigne  la  somme  des  produits  q  a  g,  dos  racines  autres 
que  a,  on  a  généralement 

A,  =  (-  i)''A„(S«.y+  aS„,,_,)- 

Remplaçant  yV^  par  celte  valeur  dans  la  formule  (G)  et  ordonnant 
par  rapport  aux  puissances  de  a,  il  vient 

î:,(A)=2A2l\Q4(«-i)a''-^-(/?-2)a''-'S,,, 

-+.(,i_3)a"-«S„,-...  +  (-i)"-^S.,„_2l. 

Mais  il  est  facile  de  voir  c{ue,  si  Ion  développe  Q^  suivant  les  puis- 
sances de  a,  on  obtient  précisément  Texpression  écrite  ci-dessus  entre 
parenthèses  dans  le  second  membre;  de  sorte  qu'on  peut  écrire  sim- 
plement 

(7)  i,(A)  =  2\^p^qi. 

a 

Formons  maintenant  directement  le  carré  de  Q^,  défini  comme  la 
somme  des  produits  n  —  2  k  n  —  2  des  n  —  i  différences  où  figure  a. 
Ce  carré  se  composera  évidemment  de  deux  parties  : 

i"  La  somme  des  produits  n  —  1  k  n  ~  1  des  carrés  de  ces  n  —  i 
différences  ; 

2°  La  double  somme  de  tous  les  produits  obtenus  en  multipliant 
entre  eux  n  —  3  de  ces  mêmes  carrés,  et  les  multipliant  encore  par  les 
deux  différences  non  employées. 

Par  conséquent,  PaQa  se  composera  de  la  somme  des  inverses  des 
carrés  des  différences  de  racines  où  entre  a,  plus  deux  fois  la  somme 
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des  inverses  des  produits  deux  à  deux  de   ces  mêmes  différences; 
savoir 

I  ;  I 


PaQ;  = 


Formons  enfin    >  PocQa-  H  est  clair  que  dans  celte  somme  chacune 

a 

des  quantités  telles  que ^  figurera  deux  fois,  comme  provenant 

de  PaQl  et  de  PpQ^;  quant  aux  cjuantités  telles  que  — _      — — —  > 

nous  pouvons  les  associer  ensemble  trois  par  trois,  pour  former  des 
groupes  tels  que 


(a_p)(oc_Y)  (p-a)(p-^)  (-^_o<)(^_p) 

chaque  élément  d'un  tel  groupe  étant  fourni  par  trois  termes  distincts, 
savoir  :  par  PœQai  PpQp>  PyQr  M^is  il  est  facile  de  vérifier  que  cha- 
cun de  ces  groupes  est  identiquement  nul.  Toutes  les  quantités  telles 

que  ; 5— disparaissent  donc  du  résultat,  et  il  vient  simple- 

ment 

a 

et,  par  suite,  (7)  devient 
c'est-à-dire,  enfin, 

(8)  !:,(A)=4Ar-^n,„_,, 

n,n_,  étant  la  somme  des  produits  m  —  i  à  /n  —  t  des  carrés  des  diffé- 
rences des  racines  :  ce  qui  démontre  le  théorème. 


l36  R.     PERRIN. 

Si  A  est  exprimé  au  moyen  des  coefficients  de  la  forme  écrite  avec 
les  coefficients  binomiaux,  l'opérateur  tî  doit  être  pris  sous  la  forme  (2), 
et  il  s'introduit  un  coefficient  numérique  que  l'on  trouve  facilement 
être  égal  à  ^n".  Autrement  dit,  le  dernier  terme  de  l'équation  aux  car- 
rés des  différences  étant  supposé  (—  //)"A,  le  coefficient  de  l'avant-der- 
nier  terme  sera  —  \(—  n"A',  où 

(9)        A'  =  !:,(A)  =  (a„A+3«.^+6«,A  +  ,o«3^^+---)A. 

Le  théorème  qui  vient  d'être  démontré  fournit  immédiatement 
l'expression  de  la  source  du  sous-discriniinant  en  fonction  des  coeffi- 
cients de  la  forme,  si  l'on  connail  celle  du  discriminant;  et  la  source 
du  covariant  une  fois  connue,  le  covariant  tout  entier  est  aisément  cal- 
culable. 

Mais  on  peut  aussi  utiliser  ce  théorème  pour  obtenir  rexpr(!ssion  du 
sous-discriminant  eil  fonction  des  covariants  distincts  qui  appartien- 
nent à  la  forme,  pourvu  que  l'on  connaisse  une  chaîne  de  syzygies  re- 
liant le  discriminant  aux  covariants  principaux  :  il  suffit  de  considérer 
ces  syzygies  comme  des  relations  entre  les  péninvariants  sources  des 
covariants,  et  d'appliquer  l'opérateur  '(,  à  ces  relations,  en  écrivant 
que  le  résultat  est  nul  :  on  obtiendra  ainsi,  de  proche  en  proche,  en 
partant  des  péninvariants  simples  pour  lesquels  le  résultat  de  l'opéra- 
teur '(o  est  facile  à  calculer  directement  et  à  exprimer  comme  péninva- 
riant  le  résultat  de  ce  même  opérateur  sur  les  péninvariants  intermé- 
diaires et  finalement  sur  le  discriminant,  ce  qui  fournira  l'expression 
demandée.  C'est  ce  qu'éclairciront  les  applications  que  je  vais  faire 
maintenant  aux  formes  binaires  des  troisième,  quatrième,  cinquième 
et  sixième  ordres. 

SOUS-DISCRIMINANT    DE    LA    FORME    CUBIQUE. 

7.   Soit  la  forme  cubique 

U  =  ax^  -+-  3hx-y  -+-  ?>cxy^  +  dy' . 
Son  discriminant  est 

A  =  ard-  —  3  b'  c^  —  Gabcd  -h  4 «c'  -h  ^b^d. 
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On  en  déduit 

Et  comme  ac  —  Ir  est  la  source  du  hessien  H,  on  en  conclut  que  le 
sous-discriminant  de  la  forme  cubique  se  réduit  au  carré  de  son  cova- 
riant  hessien. 

Lorsque  U  possède  un  facteur  carré,  il  est  connu  que  H  se  réduit  au 
carré  de  ce  facteur;  le  sous-discriminant  devient  donc  bien  la  qua- 
trième puissance  de  ce  facteur.  Quand  U  possède  un  facteur  triple,  le 
hessien  et,  par  suite,  le  sous-discriminant  s'évanouissent  identique- 
ment. 

SOUS-DISCRIMlNANT    DE    LA    FORME     BIQUADRATIQUE. 

8.   Soit  la  forme  biquadratique 

U  =  ax^  -f-  46x'j  +  Qcx'^y'^  +  [\dxy^  +  ey'" 

Les  sources  des  covariants  principaux  sont  : 

h  =  ac  —  h-,         soui'ce  du  hessien  H  ; 

n  =  a-  d  —  ?>abc  -+-  ■ih'^,         source  du  covariant  sextique  N  ; 

S  —  ae  —  46c^ -i-  3c-,  invariant  quadratique, 

auxquels  on  peut  ajouter  l'invariant  cubique 

T  =  ace  -+-  nbcd  —  ad-  —  b'e—  c^. 

On  trouve  immédiatement,  d'après  ces  formules, 

j:,(S)  =  i2/i,         (:,(T)=aS. 

D'ailleurs  le  discriminant  ayant  pour  expression 

A  =  S'-27T=; 
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on  en  conclut 

'Ç,(A)  =  :iS%,{S)  -  5-',T"C.(T)=i8S(2S//  -  3Ta). 

Mais  a  est  la  source  de  la  forme  U  elle-même;  le  sous-discriminant  a 
donc  pour  expression 

(il)  W'  =  S(3UT-2HS). 

Ce  covuricUit  l)i([ua(lr;ili(jUL'  est  bien  du  sixième  degré  par  rapport 
aux  coefficients  de  la  forme.  Au  moyen  des  formules  connues,  on  trouve 
que  ses  deux  invariants  (|uadrati(pie  S'  et  cubique  T'  ont  respective- 
inenl  pour  ('\|)ressions 

(.2)  S'  =  iAS%         T  =  i,A'S\ 

et,  par  suite,  son  discriniiuant 

(i3)  A'=S''T>A'. 

On  trouve  aussi  pour  le  hessien  H'  de  W 

(i4)  H'  =  -iAS=H, 

et,  par  suite,  le  sous-discriminant  de  W  a  pour  expression 

(i5)  \V  =  S'(3WT'-2H'S')  =  ^A'S'TU. 

On  est  ainsi  ramené  à  la  forme  primitive  elle-même,  ce  qui  donne 
cette  proposition  : 

Les  racines  du  sous-discriminant  d' une  forme  biquadratique  sont 
composées  avec  les  racines  de  la  forme,  comme  ces  dernières  avec 
celles  du  sous-discriminanl. 

C'est  ce  que  l'on  voit  aussi  en  formant  les  invariants  absolus  I  ^  ■^^. 

fi 

l'=  -cj-,  de  la  forme  et  de  son  sous-discriminant  :  ils  sont  liés  par  la  re- 
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la  lion  symétrique 

(iG)  I  +  I'=J.. 

Lorsque  A  =  o,  la  formule  (i4)  donne  H'  =  o,  et,  par  suite,  en 
vertu  d'une  propriété  connue  des  formes  biquadratiqucs,  W  devient 
la  quatrième  puissance  d'un  facteur  linéaire,  lequel  ne  peut  être  que  le 
facteur  double  de  U,  puisque  ce  dei'nier  divise  U  et  H,  et,  par  consé- 
quent, W. 

Lorsque  S  =  o,  avec  A^o,  W  s'annule  identiquement.  Mais  on  sait 
que  S  =  o  indique  que  les  quatre  racines  de  la  forme  sont  en  rapport 
équi-anharmonique.  D'où  cette  proposition,  aisée  d'ailleurs  à  démon- 
trer directement  : 

Si  quatre  points  sur  une  droite  sont  en  situation  équi-anharntu- 
nique,  la  somme  des  inverses  des  carrés  de  leurs  distances  mutuelles 
est  nulle. 

Lorsque  T  =  o  sans  que  A  soit  nul,  W  se  l'éduit  à  —  2HS-,  et  ne 
diffère  de  son  propre  hessien  que  par  un  facteur  constant;  il  se  réduit 
donc  à  un  carré  parfait,  comme  il  est  connu  pour  le  hessien. 

Enfin  on  sait  que  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  la 
forme  U  soit  un  carré  parfait  (admette  deux  facteurs  doubles  distincts) 
est  qu'elle  ne  diffère  de  H  que  par  un  facteur  constant.  Le  sous-discri- 
minanl  doit  alors  s'annuler  identiquement,  et,  effectivement,   on   a 

H        3  T 
dans  ce  cas  comme  il  est  connu,  y-,  =  — ^  • 

'  U         2  S 

En  tenant  compte  des  valeurs  connues  de  S  et  de  SUT  —  2HS 
en  fonction  de  x  et  des  racines  a,  [3,  y,  S  de  U,  ainsi  que  de  la  for- 
mule (i),  on  obtient  la  relation  identique  suivante  entre  cinq  quanti- 
tés quelconques  a-,  a,  [3,  y»  0,  ou  plutôt  entre  les  différences  de  ces 
quantités  prises  deux  à  deux  (j'écris  ap  au  lieu  de  a  —  [3)  : 


( 


a[B  yâ   -f- ay  pS   -f- aS  py  )  ([3y  yS  o[3  xa.   -l- ay  yS  ^ot.  .r^  -I-...) 

=  4('^P  S'Y  o'^  Pt  ^^  -^'Y  -^^    -I- ap  ay  ao  ^y  •'(O  x^  xo    -\-...\ 
Si  l'on  annule  séparément  le  coefficient  de  chaque  puissance  de  x. 
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cclt(3  identité  se  décompose  en  cinq  autres  qui  ont  lieu  entre   quatre 
quantités  quelconques  a,  [3,  y,  8. 

S0US-DISCRIM1NA.NT    DE    L\    FORME    QUINTIQUE. 

9.   Soit  la  forme  générale  U  du  cinquième  ordre 

U  =  ax''  -+-  5hx'^y  ■+-  }ocx''y^  -+-  lo  dx-y^  +  îicxy*  ~^  fy^ ■ 

VWe  possède  en  tout,  comme  on  sait,  ii  invariants  ou  covariants 
distincts  (y  compris  la  forme  elle-même),  que  je  désignerai  comme  suit, 
chacun  par  une  lettre  majuscule  : 

Fdimcs  droites.  Formes  gauches. 

4  invariants J(4),  K(8),  L(i2  )                     I(i8) 

4  covariants  linéaires P(5),  P"'(i3)  P'(7),  F"(ii) 

3            »           quadratiques..  S(2),  S'(6)                            S"(8) 

3           »          cubiques T(3)  T'(5),  T"(9) 

2  biquadratiques Q(4)                                 Q'(6) 

3  quinliques U(i)  U'(3),U"(7) 

2  sexliques H  (2)                                  H' (4) 

I   du  septième  ordre »  R(5) 

I   du  neuvième  ordre »  N(3) 

Soit  II  formes  droites  dont  3  invariants,  et  12  formes  gauches  dont 
I  invariant.  Dans  le  Tableau  ci-dessus,  le  nombre  entre  parenthèses 
placé  à  droite  de  la  lettre  qui  désigne  chaque  forme  indique  le  degré 
do  cette  forme  par  rapport  aux  coefficients  de  U. 

Pour  préciser  le  sens  de  ces  désignations,  il  est  indispensable  de  dire 
comment  les  péninvariants,  sources  de  ces  divers  covariants,  peuvent 
se  calculer  de  proche  en  proche  en  partant  des  coefficients  de  U.  En 
affectant  à  chaque  péninvariant  la  même  lettre  qu'au  covariant  dont  il 
est  la  source,  mais  en  caractères  minuscules,  on  aura  tout  d'abord  pour 
les  sources  des  covariants  principaux  (associés  de  U), 


■-) 


w  =  a, 

/j  =  ac  —  l)-^ 
(17)  1  n  =a^d —  3abc -h  ib^, 

s  =^  ac  —  l\hd  +  3c^, 
u'  =  o}/  —  oabe-\-  ^acd  -{-  Sb^d  —  Gbc'- . 
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Les  autres  péninvariants  et  invariants  droits  se  déduiront  ensuite 
des  précédents  par  les  relations 


/    «V  =hV;.v  -  rr  -  ',//', 

u'-q  =  irs'-  —  Git/i/  —  m/'  —  '\Ii''s, 
iri  T=  i-iusl  -\-  u'-  -\-  \lis'' , 
up    =  ]h  -f-  iqs  —  s''  +  9/', 


(.«; 


us'    =.s't  —  iqt  —  />p, 
uK.  =  (J.y  —  I2.v')  /  —  p(q  -h  -v-), 
3 1/ L  =.  i p-  -h  '1  J-v'  —  R.v  U  —  3 /J.y.?', 
\    ap"  =  (^ a .1  .y/  -+-S'  /  —  /J.y-  )  p  —  (.]-  -  j  Iv  ) /- , 

et  les  péninvariants  et  invariant  gauches  par  les  relations 

I    uh'  =  fui'  —  fis, 
iir    =  2/1/1'  —  3///, 
///'  =  3  lu'  —  -2/1' s, 
uq'  =^  u'  q  —  2/'.v, 
up'  =  pu'  ■+-  2q's, 
un"  =  —  iip  —  2/1  q' , 
us"  =  u's'  +  Il  ji  —  lip'  +  s'-t', 
ut"  =  —  2/1' s'  —  3 /II"  -  As//', 

up"  =  pu"  -+-  2ps/'  —  q's'  —  .]  //'  —  k  //  . 

Gui  =  (Gy  —  Ky  )//  +  ((\p/  —  (j.y.y   —  .1  y  )//'. 

Les  relations  (i8)ct(i9)  deviennent  des  syzygies  entre  les  in\a- 
riants  et  les  covariants  eux-mêmes,  lorscju'on  y  remplace  les  péninva- 
riants par  les  covariants  dont  ils  sont  respectivement  les  sources,  c'est- 
à-dire  les  lettres  minuscules  par  les  majuscules  correspondantes,  (a- 
sont  ces  mêmes  syzygies  que  j'ai  données  dans  un  travail  antérieur 
(Comptes  rendus,   1*''  semestre  i883,  p.  426,  479  et  563),  comme 

Joiirn.  de  Malh.   i  \'  série),  lome  X.  —    Fusr.  \\ ,   iSg'i-  '9 


('9) 
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coiisliliianl,  iivcr  les  suivaiilos 

j  u(ps  —  J/)  —  y-  4-  3.s7'-  +  \hs'  =  o, 

I  K//  -t-  ."i.l  I-  —  ^ps/  —  .s'(f{  -f-  -y-)  =  o, 

(lio)         /  L//  —  K  /'-  —  /M-  /  —  ss"^  =  o, 

I  \is"-  —  \p-s  —  .l.w'  +  3.1/)/  4-  lv(v^  —  3y)  =  o, 

!  1  I.v''  -  K.ss'  -  3h.s--h^ip-s'-h3K/)/  +  oLry  =  o, 

([iii  s\'ii  dcduisciil  par  des  (Mliiiiiialions  faciles,  la  hase  de  loiilc  ('Inde 
sur  les  formalioiis  dépeiidaiil  de  la  foriue  du  cinquième  ordre. 

10.  ()ii  sait  (|ue  le  disei'iminant  de  la  foi'ine  du  ciu(|uièiue  ordre  a 
])oui'  expreçsioii 

(lîi)  D=.l^-i28K. 

Pour  obtenir  la  source  du  snus-discriniinanl  ^^  ,  nous  avons  à  ap- 
])li(piei' à  I)  Topérateur 

Y  d         'y  1    ci         ,-      cl  là 

Ç,   =  a     ,-    -I-    M'  —-.   +  bC  -^    H-    I  o  ^/  -y-y 

ric  (1(1  de  <ij 

Or  les  formules  (17  )  donnent  directement 

;r.j(  //')  =  12//. 

Kn  appliquant  alors  Topératcur  'C,  aux  deux  mendjres  de  chacune 
des  relations  (18),  et  tenant  compte  des  relations  (18)  et  (20),  on 
trouve  successivement 

si{q)  —  <j"/  —  2 //.y, 

r,(j)  =  /io.s--  24 y, 

'Cj(-s')  =  —  -mp  —  qs  —  r)/-, 
'Co(Iv)=  lo.w'  -I-  3o/)/  —  .T(y, 
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d'où  l'on  conclut 

r,(D)  =  -J'CC.T)  -  laS'CfK)  =8o[J(/y  +  .S-)  -  iG(.s-.s' +  3/;/)|. 

En  négligeant  le  facteur  numérique,  nous  ojjtenous  donc  le  résultat 
(|ue  voici  : 

Le  sous-discriminant  ^^  de  la  forme  du  cinquième  oi-drc  a  pour 
expression 


(22) 


W  =  i6(SS'  +  3PT)  -  J  (  Q  -f-  S-), 


où  s  et  S'  sont  les  deux  covariants  quadratiques  di-oils  (du  deuxième 
et  du  sixième  degré),  P  le  covariant  linéaii-e  le  plus  simple  {du  cin- 
quième), T  le  covariant  cubique  droit  {co\.'arianl  canoniciue),  ()  le 
covarinnl  biquadratique  droit,  et  .1  l'invariant  du  quatrième 
degré. 

11.  Je  vais  uiaintenanL  étudier  le  sous-discriniinanL  \\  considéré 
comme  forme  biquadratique  fondamentale,  mais  dont  les  coefficients 
dépendent  de  ceux  de  la  forme  cjuinti([ue  U  en  vertu  de  la  for- 
mule (2a). 

Je  me  servirai  dans  ce  but  des  formules  et  des  procédés  indiqués 
dans  le  travail  déjà  cité  ci-dessus  (p.  '|8o  et  563).  U  étant  supposé 
ramené  à  la  forme  type 


(23) 


\  U  =  u\x^  ^  lo/ix^y'  -+-  \o/ix''y' 


-+-  5(u's  —  'Mr  )xy'''  +  (u' u'  —  2lin)y''\, 

les  formes  types  des  divers  covariants  sont 

\  S  =  SX-  -+-  u'xy  —  {hs  -1-  iut  )y-, 
S'  =.s''j:.'-  —  (a"  -\-  sl')xy  -\-  [u{]t  —  ps)  —  hs']y-, 
P  =  px  —  q'y, 
(24)     l  T  =  tx'  H-  /t'x'-y  -  (uq  -f-  3///).o'-'  -f-  (///  -  /di')y', 
Q  =  qx'  -+-  l\rx^y  —  6(ust  -1-  ltq)x'' y- 

—  ■2.{u' I  -+-  uu' l  -(-  'iJir  )  xy'' 

—  (w'/>  "•"  "'  y-^  ~^  '  2'/'/"  —  •2uhst  —  II' q)y^. 
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el,  par  siiilc,  la  l'oiiiic  ly|ic  de  \\  sera 

\\   =  Kv.r^  -+-  iv,  x'  y  -+-  n\,jr  y-  -+-  »'.,  .<;•/■'  +  iv,/\ 

aM'c  les  \al(Mirs  suivaiilos  de  ir,  iv,,  \Ho, 

\v    =  id.v.s'  +  4^^/''/  —  'Jy  —  ■l'V", 

ir,  ^  i()|  //'.s'—  .vf//"  -f-  -s/'  )\  -f-  'it^  (ff'p  —  y'O  ~  J(-'i''  "•"  '-i«'f)i 

o\  =  i()|.v(//.l  /  —  //ps  —  lis  )  —  II'  (it"  -\-  si)  —  s' (lis  -I-  ')///  )] 

—  .1 1 —  (')  (  iisl  +  hq)  +  u'-  —  2.s(  lis  +  3  ;y/)]. 

I>es  \al('iiis  (le  u'.,,  n,,  sonl  inulilrs  |)f)iir  I  <''lu(i('  (|iir  nous  avons 
(M)  Mie. 

l'onuoiis  diiliord  le  hessieu  l^  de  W  .  Sa  source  sera  évideniiiieiU, 
à  une  certaine  puissance  près  de  w, 

i-l  eoinnu^  le  eo\arianl,  dont  celte  expression  serait  la  source,  serait  du 
(juatorziènie  ordre,  tandis  que  le  hessien  clierehé  n'est  que  du  cpia- 
triènie  ordre,  il  faut  que  l'expression  (25)  soit  divisible  par  «-.  D'autre 
jiart,  /;  étant  du  quatrième  ordre  ne  peut  renfermer  dans  son  expres- 
sion H  qui  esl  du  sixième;  nous  pouvons  donc  simplifier  le  calcul  cii 
supposant  uni  le  péninvariant  h  qui  doit  disparaître  de  lui-même  du 
l'ésultat;  ce  ijui  revient  à  supposer  que  l'on  ait  opéré  préalablement 
une  Iransl'ormation  linéaire  en  prenant  pour  nouvel  j'  un  des  facteurs 
de  H.  Sous  le  bénéfice  de  cette  hypothèse,  nous  pouvons  prendre 

w  =  I  G.v.v'  -1-  4'^/^/  —  J  'J  —  •'  '^"i 
ivr,  =(8.v'—  }s)it'  —  ,S.s//"—  8.S-/'-)-  l'^ph'  -  -l'^lq'  —  2.1/-, 
\Y.,  =  i/(  28J.S7  —  48.y  /  —  i6ps-  —  'iSpq) 

—  J  M  '■' —  ^8li  q'  —  i6u' u"  —  i6su'l'. 

Mais  ou  trouve  facilement,  de  proche  en  proche,  au  moyen  des  for- 
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mules  (i8),  (^19)  el  (20)  dans  lesquelles  on  a  supposé  h  =  o, 


II'-  =  iri  —  I  '2/ist,  //'  = —  11^ /,  iiii'  =  i/- {■'<'-  —  y  ), 

////'=  ;/'-.s7,  a'/i'=u.s(/j  —  -s-),  //"-=—  it.s'- /, 

///■  =  3ii'^  I-,  u'  ]•  =  'iut(q  —  s'-), 

h  /•  =  —  oiist'-,  /•-  =  —  <)^//'', 

nt'  =  a'-s' ,  Il  /'  =^  uÇii  l  —  ips)  -+-  2s(rj.s  —  9/"  ), 

//'/'  =  —  i/ss', 

\  /•/'  =  —  'iii-s  t,  /"-  =^  2.v-.y'  +  6qs'  -+-  1  2 psi  —  9.I  /-, 

(26)    l  /iq'  =  u''{i/—-ips)-^us-{3q-s-),  11' q' =  it  {.\  q  ^  6ss'),  ■ 

/i'q'^irK-\-  1/(9. pq  ^  i5.y'/),         q'r=  3i/(2,] /'-—  2 psi—  'J-'^' )i 
q  t  =  —  ?/(K.s  +  J.9' )  -f-  ps{s-  —  ùq), 
q-  =  //|,I/M'  -H  3/).s--  —  (J-  —  3K)/|, 
nu"=irpl,  /t' u"  =  np(q  —  s- ),  //' u'' =z  —  upsi, 

u"r  —  —  3i/pl'',  u"t' .—  —  ups\ 

u"  q  =  i/p(2j)s  —  ,!/)  +  ps'-  (s-  —  'iq), 
II"'-  =^  —  tijr  I. 

Grâce  à  ces  formules  el  aux  syzygics  (18)  et  (20),  on  j)eul  ol)lcnii- 
IV.,  et  vv"  en  fonction  des  seuls  péuinvarianls  droits,  sous  la  foiuie  sui- 
vante : 

H',  =  H-(i6K  — J-)  -(-  2'|  ii\\p{s-  -  q)-  'Msl]  -+-  3-2S-(()l-  —  qs) 
\  w]  =  ir\^]^s^ —  iGiP.v.v'  -1-  ()[\is-  —  1  i52lv/)/] 

-t-  '1  «[9(/|8  Iv  —  J-  )  /■'  -i-G/|/M-'.s'  —  96KS'  /  -  ^j-jQp-ql  +  \A'6p-s- 1 

—  /i8.)/J.s/-  —  16.  243/>s7---  7G8.S.S'-/—  "èipqs'-h  (}]pqss' 

+  iji-qsl  —  -jois-s'l  —  jg2,]qs  I  -f-  G.l-.v'/| 

-t-  32 .s' [ 4 -f' ■*>•'  +  '\^p-^' /  -I-  •'  y-^'  -I-  'j'is'  1'^ 

—  i-jisl-  -+-  \qss'  -  -j^pql], 
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et  (les  lors  il  vieiil  pour  la  source  du  covariaul  i^U-g, 

^2^x\v.,  —  ^1  a-';  =  3:^  A.y'^  -t-  12X11  -f-  A"«-, 

où  A,  A',  A"  oui  les  valeurs  suivanles 

■    A  —  72.y.v7'-  —  '1  '1  ys-.v'  +  864/'/^  +  i  ^opq.s/  —  1  S.f  y/'  -h  -2.)  //'-.s 
-f-  63.1  .s-/-  —  .lyv^  —  1  li.y'.v'  —  r4'i/'vV, 
A' =  [C)-2.ps'.s  —  .i-2()/n/s\' —  \  -lo,]  s- s' l -h  C)^o p- .s- 1  —  i(y2/rr// 
—  528.1 /m7-  4-  S.] pq.s-  -+-  \(j,] pq-  —  W}'-  fjsl  —  iG.f/^v' 
-t-G(.l--f-i(ik).vV-t-7G8.sW-H9(.^  -  ',Sk)/' 
-t-  I G .  2  '1  ']ps' /'-  -h  iÇ)'i,]qs'f, 

A"  =  -  i()2J.v'-4-  !()(.]-+  '32K).v.s'—  J(,)-  + 32lv).v■- 
-^-2.T(.F-  16KV/  — 96(.T'-  52K)/>/. 

I'dui  uielli'e  eu  ('xideuce  daus  A  le  lacleur  ?/(}ui  doil  uéccssaire- 
ini'iil  s\  trouver,  il  sullil  d'ajouler  la  ([uaulité  suivante,  qui  est  ideii- 
li(|iii'incnl  nulle,  m  veil  u  des  syzygics  (i  (S  )  et  (30),  où  l'on  a  l'ait  //  =0, 

(96/)/  ~h  ,\q  —  'rW  )(///)  —  -iqs  -+-  .v'—  9/^) 

—  I  '\  .s/  (  Il  k  —  .1  si  -+-  1  2.s'  /  +  pq  -+-  p.s-  ) 

-  "^  .s-(^,\  I-  —  '\psl  -  q.s'  —  s- s). 

'i\)us  les  lerrues  non  divisibles  par  11  disparaisscut,  et  il  vient 
A  =  u{c)i\p- 1  -H  .l/>y  -f-  9.lv'/  —  I  f  k.y/  +  i8/).s,y') 

3o  \  v- 

De  iiiènie    ^^—^ h  12 A    doil  èlie  divisible  par  u.  Celte  (uiaulilé  a 

Il  '  ' 

pour  e\])ressiou 

— — '■ h  I2A'=  'il  -■>.i)ps''s'    -  Ç)Go pq-ss'  —  a88.1.v^v7  +  2688y>-.v'/ 

—  ^-jûp-q/  —  l^>S^i psf^  -+-  '5l.]pqs'-  -+-  '|8.l/*y- 

—  (j.\'' q.si  —  'iS.I /«•■■-(-(  i8.l--t-i7{)k).vV 
^-  23o',.vv  -/  -f-  27(.]-  -  48k)/' 

+  1  () .  7 içtps' /'■'  -h  ,')7().l  yv  /| ■ 
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Ajoutons  à  la  parenthèse  la  quantité  identiquemenl  nulle  j)our //=o, 
en  vertu  des  syzygies  (i8)  et  (20), 

(^  a,]  -  /  -t-  [i  Iv  /  -H  yps'  H-  0  J  ps)  (  i/p  —  2  y.s  H-  .s--'  —  Ç)f-) 
-h(tp^  -+-  'Ç^■■i  -h  r^Ks  -+-  (},]'-. <i){i/s'  —  .s-/  4-  3q/) 
H-(Xs.s'-f-  [J.pf  +  y.]q  -f-  HJ.s-)(;/K  —  ,T.s7  +  12*7  +  pq  -h  p-'<') 
+  ( T. .y-  -h  pq){]  uL  —  p-  /  —  ^  J .v' /  -f-  Iv s/  -+-  3ps.s' ) 
-+-  '7.]p( i/p.s  —  II.] /  —  q-  -+-  3st'-) 
-h  (-.U  +  9/w)(3J/'-  —  4/w/  —  qfi'  —  s-.s') 
-h  •\>t(Kt--h  ps'(  -hss'-), 

où  a,  ^,  Y,  ■  •  -,  '^  désignent  dix-huit  coefficients  numériques  arbitraires. 
Déterminons  ces  dix-huit  coefficients  par  la  condition  que  tous  les 
ternies  indépendants  de  u  disparaissent  à  la  fois  :  nous  aurons  à  satis- 
faire à  dix-huit  équations  du  premier  degré  cpi'il  est  inutile  d'écrire. 
On  trouve  qu'elles  sont  satisfaites  en  laissant  •/]  et  v  indéterminés  {'), 
et  en  donnant  aux  autres  ari)itraires  les  valeurs  suivantes 

a— 19,         fi  =  — J28,         Y  =— if)(38  —  47;,         o  =  ^(8o-i-v), 
t  =  3G0,        "C  =  —  i584  —  4t,  ~  4v,        0  =  ,; (^47  +  V)        A  =  96, 

[J.  =  —  2160  —   Vrp  T  =  ;!  ('J'i  --  ''), 

~  =  .1)2  -t-  Tp         p  =  —  io5G  —  3r,, 

7  =  48+-v,         T  =  48,         ç>  =  -9G-r,.         •|=-3456. 

Dès  lors  il  vient 


-^j^  +  ^  =  'i[(352  4-  •^X'SL.s-  -  ç)Lq  -  'ip-s') -h  l{56  -H  v)J/J 

—  (29  +  V  ).J7V  —  3(896  +  ■/))!</>/ 

—  16(396  -I-  r,  4-  v).T.v'-  +  (96  -i-  r,)K.s.5' 

+  ^(47  4- v)J'm''  + vJlv^r  +  ^(64  —  v)JKs-]. 


s 


(')  Cette  indéterminalion  correspond  à  la  possibilité  de  modifier  la  forme  du 
résultat  du  calcul  par  l'emploi  des  deu\  dernières  syzvgies  du  groupe  {20). 
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En  ajoulaiil  A"  à  Texpression  écrite  dans  le  second  meniljie,  nous 
obtiendrons  12/i;  en  donnanl  aux  arbitraires  -r]  et  v  les  valeurs  respec- 
tives —  3)2  et  —  56,  il  viendra 

i2;j  =  12.1-/»/  —  i53()K/)/  —  5i2l\..y.s'-i-  '|.l".s'.s'  —  2>6JK7 
H- I  28  J  K  .V- —  .1  '  .V" -H  2 ,1  '  y . 

(  !e  ([uOn  pcul  écrire,  en  vertu  de  (21)  et  de  (22), 

^ij  =  -'-  U  (  /|  ss  -hnpt  —  i.s-  -+-  2 ,1  y  ) , 
D[H'  +  3J(3r/-.r)|. 


Ainsi  le  bessien  du  sous-discriniinant  W  a  pour  expression,  en  fonc- 
tion des  covariants  de  L, 

Cette  formule  très  simple  montre  immédialemcul  : 

1°  Oue  .si  1(1  fovnii'  (iiiintKiiti'  V)  a  un  farirui-  doiiblr,  h-  hcssif/i 
df  son  sous-iUsi-rinii/iant  sW-dnoiiit  idcnluiuciiionl.  ce  qui  icvirnl  à 
dire  que  le  sous-di-scnr/ii/Ht/i/  es/  un  fiirarré  parfait,  roininc  nous 
le  savions  d' avance  ; 

a"  Que  si  l'invariant  hiquadratique  ]  est  nu  f  le  sous-disi-iiniiuanl 
se  confond  avec  son  propre  Itessien,  et  est,  par  suit)',  un  carré  par- 
fait :  il  se  l'éduit  d'ailleurs  dans  ce  cas  au  covariant 

SS -1-3PT. 

12.  Proposons-nous  niaintenanl  de  calculer,  en  fonction  de.l,  K., 
L,  les  deux  invariants  S  et  0  du  sous-discriminant,  considéré  comme 
forme  biquadratique  indépendante. 

On  sait  que,  si  2  et  0  sont  les  deux  invariants  d'une  forme  biqua- 
draticjue  V,  dont  le  bessien  est  V,  les  invariants  corres[iondants  de 
a' V  +  6p\",  où  a  et  jii  sont  deux  arbitraires,  ont  respectivement  pour 
expressions 

\  2'=2x^  +  i80a[i -)-32-|i-, 
*"''  /  0'=0a^+l-a-3  4-9l0a;i'  +  (540-  -S')3^ 
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l'reiions  pour  V  et  V'  le  sous-discrimiiiant  \\   cl  sou  liessieu  ;j,  el 
posons  a  =  —  —  ,   j3  =  ttk'  •'  viendra,  à  cause  de  (27), 

el  nous  sommes  amené  à  calculer  les  deux  invariants  i  el  0  de.  la 
forme  3Q  —  S"  :  une  fois  ces  invariants  connus,  les  équations  ( 28  ),  qui 
deviennenl 

(  9J  D'I  =0^1 -i4^D0+ i(p.l% 
^"^^  i   o-J'D^©'^- D'0-f-8D-i^-57GDl0+  "iri^S^e'-S'), 

nous  servuonl  à  déterminer  X  et  0. 

D'après  les  formes-types  données  plus  haut  pour  L  et  ()  {'■^^),  <J'i  ti 
[)our  la  forme-type  de  3Q  —  S", 

3Q  —  S"  =  r,|.r''  +  \\x'\}-  -h  v.^x''y-  -f-  v,,.vy'-'  +  v.,y''  ; 

li  =    I  27    —   2  us, 

i^'j  =:  —  I  2  as/  -+-  1I1S-  —  iS/iq  —  u' , 

r.,  =  —  Gir  t'  -+-  2/1U  s  —  I  ■i/u-, 

l'i  =  —  3 «-'/J  +  3 ir  (()/'-  —  qs )  -\~  Ir  {'àq  —  s'). 

Puisqu'il  s'agit  de  calculer  des  invariants,  rien  n'empêche  de  sup- 
poser //  =  (>,  comme  dans  le  calcul  du  numéro  précédent,  et  de  poser 
simplement,  en  vertu  des  relations  (26), 

(  r,,  ^=  3y  —  5",  r,  =  2(  G/' — ii's),  r.  = — ?/'J, 

(3o) 

(  t-';,  =  —  6u'e',  r,,  =  '3u'(—  i/p  -h  <)/"  —  qs). 

L'invariant  1'  est  par  définition 

(3i)  ./^r  =  r„c;,-ir,r3  +  ^C. 

Remplaçant  i>„,  r,,  ...  par  leurs  valeurs  (3o),  puis/7  ,  u' /'  au  moyen 
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de  (26  ),  il  vieil I 

irli'  =  -pr,  M"  J'  —  <^ii(pq  — ps'  H-  ds' l  +  .1.9/) 
-H  3 (27 y/'  -+-  9A"'/'  —  3</"4-  —  qs'). 

Ajoulons  au  second  membre  la  quantité  identiquement  nulle,  en 
verlu  des  syzygies  (18")  e|  {■10')  où  l'on  a  fait  /;  —  o, 

■)  q (i/p  —  2 (/.f  +  .s--'  —  9 /'  )  —  1 8  / ( us  —  .s"  /  +  3 y /  ) 
—  j^ts(i/p-s  —  //.!/  —  (y'  +-  3.s7'  ), 

nous  pourrons  diviser  les  deux  membres  par  w,  et  il  viendra 
i/L'  =  ^,7  ui'  -h  6(isl  —  \is'  l  —  pq  —  /w"). 

Mais  la  [larcnllièsc  du  second  niendjre  est  précisément  égale  à  ?/K, 
en  vertu  de  la  sivième  des  syzygies  (18).  Il  vient  donc  enfui 

(32)  r  =  GIv-t-^J^ 

Un  calcul  loul  semblable,  dont  il  est  inutile  d'indiquer  les  détails, 
fournit 

(33)  e'  =  ^P-^lK. 

D'autre  part,  les  équations  (2g)  montrent  immédiatement  que  1  et 
0  doivent  être  respectivement  divisibles  par  D  ctD';  comme  d'ail- 
leurs ils  sont  respectivement  des  degrés  16  et  24  par  rapport  aux 
coefficients  de  U  (puisque  W  est  de  degré  8),  on  peut  poser 

(34)  i:  =  D(aD  +  [3K),         0  =  D-XYD-t-oK), 

a,  ^,  Y,  0  étant  quatre  coefficients  numériques  qu'il  nous  reste  à  dé- 
terminer. Pour  cela,  il  suffit  de  remplacer  dans  les  deux  équations  (29) 
S'  cl  0'  par  leurs  valeurs  (Sa)  et  (33),  S  et  0  par  leurs  expressions 
(34),  J'  par  D  +  128K,  et,  puisqu'alors  ces  deux  équations  doivent 
se  réduire  à  des  identités,  d'annuler  séparément  les  coefficients  des 
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D 


IDI 


diverses  puissances  de  t^  ■  On  ohlient  ainsi  sept  équations  di-  condition, 


savoir 


(3.^)       ( 


•3H 4  a;i  +  -J  -  I  'i  ',  0  —  ..^G  =  o, 
[i"  —  loo  =  o, 
'^5,-'—  •>'•'.  3«-- 


2'-a 


.  J'Y'  —  li  y." 


2''.  V 'xy  -h  i> 'y  +  I  =  o, 

2".3a';il  —  ^''.S'yo  —  2''a^  +  2\3'ao 

-H  2* .  3"  ^Y  -+-  a"  0  -H  3  =  o, 
2'\3a;i^-  2\3^'>-  ^i^+2\3'|3o -2-'.3.3i  =  o, 


\  1- 


3''  —  looo  ^  o, 


auxquelles  doivent  satisfaire  les  coefficients  numériques  a,  [i,  y»  ^-  Une 
discussion  facile  montre  que  les  seules  valeurs  convenables  sont  les 
suivantes 


[i  =  io, 


(    —  il  11' 


en  sorte  que  les  expressions  cherchées  sont 


ou  encore 


(36)  Z  =  VïD(J-'-8Iv),         0  =  ^D^(J^-2K). 
On  en  conclut  pour  le  discriminant  de  \\  , 

(37)  A  =  Z-'  -  27©^  =  ^PKD^J-^  -  31v), 

et  pour  le  sous-discriminanl  de  \N',  toutes  réductions  tuiles, 

(38)  \V  =  ji^JD'(J'-«lv)l.'iA^^  -^">l^'r;  -  2lvS^-(.P-6lv)(^J. 
La  formule  (37)  est  particulièrement  sim[>lc  et  remar([ual)le:  elle 


(1(1 
( 
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liiil  coiiiiiuli'c  (jiialrc  cas  (liflV'rciils  où  W  luIiinM  un  l'acleiir'  doulilc. 
savoir  : 

i"  Quand  la  forme  priiuilivc  \  admet  elle-même  un  fadeur  double 
(n  =  o); 

i>"  (^)uaiid  rllc  csl  di\isil)le  par  [c  eovarianl  lin(''aire  1',  sans  (|ue  T 
lesoil  (.1-  —   jIv  —  o); 

!i"  (^)iiand  le  eovarianl  quadrali([ue  S  est  eairc'  |)arfail  (.)  =o); 

V  <^)nand  rinvariani  Iv  csl  nul. 

Uemai([uons  en  |)assanl  que,  lors(jue  loules  les  racines  de  IJ  sonl 
rt''ellcs,  idules  e(dles  de  \\    sont  néccssaireinenl   imaj:;inaires;  il   faul 

ne  ([uo  A  soil  posilif.  Comme  D  =  J"  —  i  28K  csl  d'ailleurs  positif, 
I,  par  suile,  aussi  .1"  —  3ls.,  la  formule  (37  )  montre  (pie  K  doit  èlre 
aussi  posilif,  comme  Fa  Irouvé  M.  llermiU'. 

I,".  .le  ^ais  mainliMuml  calculer  les  r(''snllanls  du  sous-discrimi- 
naut  \\  el  des  deux  covarianls  P  (linéaire)  cl  T  (canoui(jue)  de  la 
forme  fondamenlale.  Je  suivrai  pour  cela  la  méthode  que  j'ai  indiquée 
dans  les  Comptes  leiulus  (^voir  au  11°  9  ci-dessus),  en  écrivant  les  si\ 
relations 

o'  =  lO.v.y'  -+-  '18/)/  —  .l(y  -I-  S-)  =  o, 

///)  —  .\ Il  —  'iq-s  -+-  .v'  —  î)''  ^  o, 

us'  —  S' t  -h  '5rj/  -\-  lip  :=  o, 
(,39)  /        _ 

;/  Iv  —  .1  si  -r-  \1S'  l  +  pq  +  p-1'  =  O, 

3  w L  —  p-  /  —  /|  J s' t  -+-  IksI  -I-  '^pss'  =  o, 
ups  —  it.\  l  —  (f  -H  o.y/'  -h  4  hs'  =  o, 

ajoutant  une  septième  relation  qui  s'obtient  en  égalant  à  zéro  la  source 
du  eovarianl  dont  on  veut  obtenir  le  résultant  avec  W,  éliminant 
entre  ces  sept  relations  six  des  péninvaiiants  ;/,  //,/>,  s,  s',  f,  q\  le  sep- 
tième disparaît  de  lui-même  en  vertu  de  rhoniogénéité,  et  il  reste  une 
relation  entre  les  invariants  J,  K,  L  qui  donne  le  résultant  clierché 
égalé  à  zéro. 

Appliquons  cette  méthode  au  résultant  de  W  et  de  P,  qui  doit  être 
de  degré  28  par  rapport  aux  coefficients  de  L  .  Il  suffit  d'ajouter  aux 
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équations  (39)  celle-ci 

P  =  "■ 

La  quatrième  et  la  cinquième  du  groupe  (  09  )  donnmi  alors 

{P—iK)st  ,        (K-^-+-3.JL),s- 


""^     .IIV  +  9L    '  '^   ~~   4(Jlv+<jL)  ' 

d'où,  au  moyen  de  la  première, 

1IV--J-K  +  3JL    ., 


?  = 


J  (,  J  Iv  -t-  9  L  ) 


Ces  valeurs  de  it.  .s',  q  étant  portées  dans  la  troisième,  s"  I  disparail 
de  lui-même,  et  il  reste,  tous  calculs  faits,  pour  le  résullani  de- 
mandé 

(J-  -  3K)(5JK^  -  .PL  +  48KL  ). 

Cette  exjircssion  montre  que,  lorsque  J"  —  3K  =  o,  le  l'acteur  li- 
néaire fourni  par  le  covariant  P  divise  ^\  en  même  temps  que  L: 
.1" —  3Iv  doit  donc  entrer  en  facteur  dans  le  résultant  de  IJ  el  de  ^^  . 
D'autre  part,  si  D  =  o,  l'expression  ci-dessus  se  réduil  à 

625K'('JK  —  iGKL^ 

et  s'annule,  par  conséquent,  si  U  admet  deux  facteurs  carrés;  ce  qui 
devait  être,  puisqu'alors  W  doit  s'annuler  identiquement. 

Passons  au  calcul  du  résultant  de  ^^  et  de  T,  qui  doit  être  de 
degré  3G. 

Il  suffit  d'ajouter  au  groupe  (Sg)  l'équation 


La  première  et  la  quatrième  équation  du  groupe  (39)  combinées 

donnent 

/iJK  -t-  i6pss'  =  o. 

Comparant  avec  la  cinquième,  savoir 

wL  -1-  pss'  =  o. 
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Il  vient  simplement 

«(JK—  itiL)  =  o. 

Le  rôsnllant  demandé  psi  donc 

(.llv-i6L)\ 

14.   Le  résullanl  de  la  forme  U  et  de  son  sous-discriminanl  W  peut 

s'oijleiiir  par  un  calcul  analogue,  l)ieii  (priiii  peu  plus  compliqué. 
Ajoutons  au  groupe  (Sç))  l'équation 

u  =  o, 

et  comme  rinvaiianl  L  dis[)araîtrait  des  données,  remplaçons  la  der- 
nière relation  du  groupe  (3())  par  une  autre  qui  contienne  1^,  par 
exemple  par  la  troisième  syzygie  du  groupe  (20),  . 


(/,o)  hli  -~\^l-  -  ps'l 


sfs  -  =  o. 


Les  cinq  premières  relations  du  groupe  (3())  deviennent  d'ailleurs, 
pour  it  =  o, 

.1  //  -)-  -2  y.v  —  .9 '  •+-  <)/'-  =  o, 

s- 1  —   tql  —  lip  =  o, 
(4i)  *   ■\sl  —  I  is'  I  —  p(f]  -h  .V-  )  ~  o, 

I  //-/  -I-  '|,l.v7  —  Iv.sV  —  Spss'  =  (1, 
\{\ss'  ~f-  '|i'^/'/  —  •'  (V  ^~  ■'"■■)  =  "• 

L'élimination  de  y  +  .s-  entre  la  troisième  et  la  ciiupiième  relation 
du  groupe  (40  donne  tout  d'abord 

xdpss' 

.!-.«  —  11  ^  s'  —  48/>" 

De  la  quatrième  on  tire  directement 

^_  3p"' 

p'--i-  .1  Ji'    -  Ks 
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D'où  par  comparaison,  en  posant,  pour  abréger  les  calculs, 

s^p':,         .|--iK=N,  ,T--i2«Iv=D: 

.^  _  (161N  — 0)3  —  2^5= 

p'-   ~  2*.5U 

et,  par  suite, 

p'  ~         2^5J(N;  — 45) 

La  dernière  équation  du  groupe  (  '|i)  donne  alors 

7_  _  _  _,        /j  J(N;  +  3o)  [(16N  —  D)^  —  2'.  5'] 
p'  ~'     "    "*"  5»J-(N-  — 45) 

D'autre  part,  si  Ton  élimine  /t  entre  les  deux  premières  relations 
du  groupe  (^i)  et  la  relation  (-\o),  on  obtient  les  deux  relations 

ps^  —  ()pl- -+-  fj(']3f  —  2ps)  —  .]s'^l  =:  o, 
L(«^ —  3^)  /  ~  [vpl-  ^  p-s'  l  —  pss'-  =  o. 

Remplaçant  dans  ces  deux  relations  s.  s\  t  et  q  par  leurs  expressions 
données  ci-dessus,  on  obtient 


C.^) 


i'ViK'z-'^'j{i'^-'-  2«.3DN  +  3=D=);= 

,'  N^[2^.5^L  -  J(2'N  -  D)];-^ 
-h[2-'.3.:)'(3D-2^N)L 
(43)   {  +5J('2MiN=-f-2^ND- D^y|r^ 

+  '1-.  5- f  2^  3^  -)M.  -  .T (2'. 3 . i3N  +  3 1  D)]  r 

+  2".  3".  )''.]  =  o. 

Le  résultant  de  ces  deux  équations  en  :;  sera,  comme  il  est  facile  de 
le  voir,  de  degré  84  par  rapport  aux  coefficients  de  U,  et  il  sera  formé 
du  résultant  chercbé  de  U  et  W  (de  degré  44)  multiplié  par  un  fac- 
teur parasite  de  degré  [\o. 

Pour  obtenir  ce  résultant,  on  pourrait  employer  la  formule  connue 
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(|iii  (li)iiii('  II'  i(''siilliiiil  (\r  deux  l'orincs  ciihiqucs  en  fonelioii  tie  leurs 
eoeflicienls.   Mais  ou  peut  éviter  ee  calcul  pénible  el   fastidieux  en 

ieniai((uanl  ([ue  ré(|uation  (V-)  admet  la  racine -r—t  et  se  déconi- 

|M)se  pai'  suite  eu  deux,  savoir 

(/l'i)  D; +  •?•■.  5=0, 

('  '|,i^  2'  .\-r^  +  ,  j(3  D  -  2"  N);  -+-  2".  3-.  j-  =  o, 

en  sorte  (|u'il  sulTit  de  calculer  successivenieul  le  lésidlanl  de  (  ]])  et 
de  (/|3),  celui  de  (4^)  ^^  (  i^),  el  de  former  leur  |)rodnil. 

Le  résultant  de  (44)  et  (43)  s'obtient  immédiaterueul;  sou  expres- 
sion est,  toutes  réductions  faites, 

R,  =(2''N  +  3^D^ 

X  [2".  V^(2V\  -t-  W))].  -.l(2"N--Mi'3Di\  -f-  rii)M|. 

Pour  obtenir  le  résullaul  de  (45)  et  de  (43 j,  remarquons  cpu'  le 
premier  membre  de  (4^),  multiplié  par  2'.5'r,  donne  précisément  le 
co(>fficient  de  L  dans  \c  premier  membre  de  (43  )■  Ou  [leut  donc  reui- 
]daccr  (43)  par 


(.1^0 


i  .1 1  N- ( D  -  2 ■■  N ) .V  +  5 ( 2' .  I  r  N-  +  2=  ND  -  D-  ) r- 

'  -  2\5-(2'.3.i3N  +  3iD)z  +  2\3=.  V'l=  o 


et  cette  équation,  à  son  tour,  pai'  la  suivante,  obtenue  en  la  eombiuani 
avec  (42), 

,_^        \  J[N-(D— 2MN)r^+-5(2".3N-^+2-\ND  — D^); 

■'^'*    '  -2.5^(2^3^^T  +  l07D)]  =  o. 

(Jn  est  ainsi  ramené  à  calculer  le  résultant  des  deux  équations  qua- 
dratiques (45)  et  (47),  et  la  formule  connue  fournit  aisément,  toutes 
réductions  faites, 

R,  =  .l'NM3'^(2''N-^3-D). 
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D'où  enfin,  pour  le  résullant  des  deux  équations  en  z, 


(48) 


R.R,  =  N=D=J'(2''N  +  3=D)= 

x[2«.5'^(2'N  +  3D)L-J(2''N=+2'.3DN  +  i3D=)l. 


expression  qui  est  bien  du  degré  84- 

Pour  savoir  quels  sont  les  facteurs  parasites,  examinons  ce  que  de- 
viennent les  relations  (4o)  et  (40  lorsqu'on  annule  successivement 
les  divers  facteurs  de  (4^)  : 
-  i"  Supposons  J  =  o;  il  vient  successivement 


lop- 
S  =  —r~- 


,  ,  ,        /lO  ^  lOp^         /lO  , 


et  la  relation  (4o)  n'est  pas  satisfaite.  Le  facteur  J'  doit  donc  être 
rejeté. 

2°  Supposons  2*  N  -h  3^  D  =  o,  c'est-à-dire  J'*  —  481s.  =  o.  Ce  fac- 
teur, existant  à  la  fois  dans  R,  et  dans  Ro,  correspond  aussi  bien  à  la 

racine  j,  =—  ^^  de  (44))  qu'aux  deux  racines  de  (45),  qui  dans 
cette  hypothèse  deviennent  l'une  —  -Wft'  et  l'autre  —  ^^^.  égale  à:;,. 

2*   5 

Si  donc  on  fait  d'abord  s  = j^  p-,  on  trouve  que  les  relations  (4o) 

et  (4i)  ne  sont  satisfaites  que  par  l'une  des  deux  hypothèses  K  =  o, 
J^  —  2''.3^L  =  o,  qui  l'une  et  l'autre  annulent  le  second  facteur  de  R,. 

De  même  si  l'on  fait  s  ^~     -llL  '  on  trouve  que  la  relation  (4")  n  esl 

pas  satisfaite.  W  faut  donc  rejeter  aussi  le  facteur  2'N  +  3*D. 

Ces  deux  facteurs  étant  supprimés,  l'expression  de  R,  R2  se  réduit 
au  degré  Sa,  et  ne  contient  plus  qu'un  facteur  parasite  de  degré  8;  ce 
ne  peut  donc  être  que  N  ou  D;  et  on  arrive  finalement  à  ce  résultat, 
({ue  le  résultant  de  U  et  de  W  est  le  produit  des  trois  facteuis  iina- 
riants 

/  J--3K,     .I=-i28K, 

(49) 

^^^       1  64(19^  -  432K)L  -  J(J'  -  80JK  +  I856K-), 

dont  l'un  des  deux  premiers  est  élevé  au  carré. 
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Nous  savions  déjà  (n°  15)  que  J'^  —  3K  devait  être  iiii  t'acleur  du 
rosullant  de  U  et  W,  et  que  lorsque  J- —  3K  =  o,  le  facteur  linéaire 
commun  à  U  et  W  n'est  autre  que  le  covariant  linéaire  P.  Il  est  facile 
d'exprimer  en  fonction  de  ce  covariant  P,  du  second  covariant  linéaire 
droit  P"  et  des  invariants,  le  facteur  commun  à  U  et  W,  dans  les  deux 
aulres  cas  où  il  en  existe  un,  en  employant  par  exemple  la  syzygie 
suivanle,  qui  se  déduit  aisément  de  celles  que  j'ai  données  (Joe.  cif.)  : 

(5o)  '■^PP"'=  Iv/>-  +  (JIv  +  r)L).s'-KJ^'  +  3JL)5. 

Supposons  par  exemple  que  le  troisième  des  invariants  (/jr))  s'an- 
nule, ce  qui  correspond  à  r  =  —   ::=  —  -^• 

Les  relations  données  ci-dessus  fournissent 

et  la  syzygie  (5o)  devient 

(5i)         JD/7"+f.TK(J»-  281v)-«L(JM-72K)j/?  =  o. 

Le  covariant  linéaire  composé  qui  forme  le  premier  membre  de  (5i) 

est  donc  le  facteur  linéaire  commun  à  U  etW  dans  cette  hypothèse. 

Supposons  maintenant  D  =  o;  en  suivant  la  même  marche,  nous 

devons  prendre  pour  r(ou  — ITune  des  racines  de  (45);  les  deux 
racines  de  cette  équation  deviennent  dans  ce  cas  égales  à  ^-  On  en 
conclut  s'  = T~—  p-,  et  la  syzygie  (5o)  devienl 

(02)  ioJjd"'-i-(9()L  —  JK)/j  =  o. 

Le  pi-cmicr  membre  de  (32)  donne  par  conséqueiil  L'expression, 
en  fonction  des  deux  covariants  linéaires  droits  et  des  invariants, 
du  facteur  double  de  la  forme  fondamentale  U,  lorsque  son  discri- 
minant D  est  nul. 

lijif.  Cet  important  résultat  est  facile  à  vérifier.  J'ai  donné  en  etlet 
pour  le  cas  général  (sous  la  seule  condition  que  l'invariant  gauche  I  ne 


(■>4)    i 


SUR    LE    S0US-D1SCRIMI>A>T.  139 

soit  pas  nul)  la  syzvgie 

i   Vu  =  (gL''  +  2KL=M  -  M'^)^' 

+  5(Ki\P  -  GL=M  -  K-L^)/>V" 

i  4-io(JKL  +  2K.M -9L-)/jy" 

!  -  25(M  -+-  JL)/)//"  -  (J^  -  3K)/j"% 

où  Fou  a  mis  pour  abréger  M  pour  {(R^  —  JL).  Or  il  est  aisé  de  vérifier 
que  cette  syzygie  peut  s'écrire 

2<'I'm  =  !  [loJ/? '+ (9GL  -  JIv)/>J- 

+  10 JL p^'p'" ~  4oK pp  -  —  i6op"" \ 
+  (.P-i28K)|(2K-^-2o8K=L=-3JK'L+256JL»)/>^ 
-+-  io(iGoL^  +  5JKL-4K^)Kp^/;'" 
+  2o(i2K'—  5JKL  -  528 L- )/)>"'- 
-  4o(iGK--f-  25JL)joy" 
\  -h8ooKpp"'---58!ip"'-'\\, 

et,  sous  celle  forme,  elle  met  en  éiideiice  le  mode  de  décomposilion 
de  U  quand  le  discriminant  est  nul,  l'expression  du  facteuf  double 
telle  que  nous  l'avons  trouvée  directement,  et  celle  du  facteur  cu- 
bique qui  le  complète. 

Le  discriminant  de  ce  facteur  cubique  a  d'ailleurs  pour  expression 

2''iv"-2'.3.iiJK^L+ii.37J'k-L'-iooJ^L= 
-  2^59K^L--f-2'^3M.■■-+-2^3^I3JKL^ 

et,  si  Ton  suppose  J-  —  128IV  =  o,  il  devieiil 

J'^-3.ii.a"'J'L  +  3.29.2='J''L--83.2^=J^L^-+-3^2"L\ 

ce  que  l'on  peut  encore  écrire 

(J3_  2"L)-''(J^'-  2'^3■'L). 
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Cette  expression  semble  indiquer  que  la  forme  U.  admet  deux  fac- 
teurs doubles,  lorsque,  outre  le  discriminant,  Tun  des  invariants 
,[3  _  2"L,  J'  —  2"'.3'L  s'annule.  Mais  cette  conclusion  serait  erronée 
pour  le  dernier,  car  P  s'annule  aussi  dans  ce  cas,  et  la  syzygie  (54) 
cesse  d'exister,  ou  plutôt  de  donner  la  représentation  de  U  en  fonction 
des  covariants  linéaires  droits,  qui  se  confondent  l'un  avec  l'autre. 
De  même,  si  l'on  exprime  que,  pour  J^  =  128K,  le  reste  de  la  divi- 
sion du  facteur  cubique  par  le  facteur  linéaire  double  est  nul,  ce  qui 
doit  donner  la  condition  pour  que  U  admette  un  facteur  triple,  ou 
trouve  I"  =  o,  ce  cpii  n'ud  la  syzygie  illusoire;  et,  en  effet,  on  sait  que, 
si  U  possède  un  facteur  triple,  tous  ses  invariants  (Ioi\ent  s'annuler. 

16.  Pour  terminer  ce  rpii  concerne  le  sous-discriniinanl  de  la  fornu' 
du  cinquième  ordre,  je  vais  donner  l'expression  de  ce  sous-discrimi- 
nant  eu  fonction  des  deux  covariauls  linéaires  droits,  P,  P'",  et  des 
invariants. 

La  formule  (22)  et  les  sixième  et  septième  syzygies  du  groupe  (18) 
donnent  tout  daijord  ritlcntiti- 

pw=  p{\(js,s'  -\-  '\%pl  —  J(y +  .s")|  -i- J(mK  —  J.y/  +  I  2s'/  -I-  pq  -\-ps') 

-  J5Î(3«r.  - /)-/  — 4Jf'/ +  K.y/ +  3/7.S*'). 

qui  conduit  à  la  syzygie  suivante  * 

(55)  pw  =  a(JK—  i6L)-i-^[i6o/>-  +  looJ.?'—  (3J^  -h  i6K).y]/. 

Cette  syzygie  montre  en  passant  cpie,  lorsque  JK —  iGL  est  nul, 
sans  que  I  (résultant  de  P  et  de  T)  le  soit,  W  admet  non  seulement 
un  des  facteurs  de  T,  comme  nous  l'avions  trouvé  (n°  15),  mais  les 
trois  facteuj\s  de  T;  et  en  outre  que,  dans  la  même  hypothèse,  P  di- 
vise looJS'— 3(J' -h  i6K)S.  Cette  dernière  circonstance  est  d'ailleurs 
une  conséquence  immédiate  des  deux  syzygies  suivantes,  que  j  "ai  don- 
nées dans  le  travail  déjà  cité  plusieurs  fois  ('), 

\-s  =  -  L(M  -t- JL)p=+  (3KL  +  JM)/>/'-  (JK  +  ç)\^)p"\ 

P^'=  (3KL-  -  W-)p'  +  (KM  -  ç)\^')pp"  -  (M  -h  ih)p"'\ 

(')  Une  erreur  d'impression  y  avait  fait  mettre  dans  la  première  de  ces  syzy- 
gies ( 3 KL -JM )/>/)'"  au  lieu  de  (3KL  -+-  iU) pp'" . 


(56) 
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ibi 


Au  moyen  des  trois  syzygies  (55)  et  (56)  et  de  celle-ci  que  j'ai  éga- 
lement donnée  dans  le  même  travail, 


(57) 


1-/  =  -  L'p'-i-Myj-/j' 


PP 


P"'\ 


il  est  facile  d'exprimer  en  fonction  dep,  p'"  et  des  invariants  le  second 
membre  de  (55),  qui  devient  divisible  par  p\  d'où,  toutes  réductions 
faites,  la  syzygie 


!'«•  =  [(16L  -  JK)1NP  -  12  JL^'NP  +  (.P  -  I '•,'iK)L'M 

-t-(ii7K  —  J')JL'-h  iiÇ)&^J\p' 
+  2  [20  JINP  4-  (3P  +  16K)  LM^ 
+  (P-93JK-  288L)L-M 

+  (i98L- JK)JL']p'/^ 
-[(J'^-22JK+32L)M- 
+2(7JK-2o8L)JLM 
+  2J^KL^  -(i87J^-f-432K)L']/)-p"'- 
+  2(J-'  — 3K)[(JK  +  i6L)M  +  7JL^]/jp"" 
-  (J=  -  3K)(5 JM  +  12KL  +  J'-L)/'% 


(58) 


qui  fournit  l'expression  cherchée.  Le  coefficient  de  p""  reproduit, 
comme  cela  devait  être,  le  résultant  de  W  et  de  P,  tel  que  nous  l'avions 
obtenu  au  n"  15  par  une  autre  méthode.  Celui  àe p'  donne  évidem- 
ment le  résultant  de  ^^  et  de  P". 

Si  l'on  suppose  J-  —  3K  =  o,  W  devient  divisible  par  P"  :  P  est 
donc  bien  le  facteur  double  de  W  dans  ce  cas. 

Si  l'on  suppose  J  ^  o,  l'expression  de  ^\  se  réduit  à 

[i(R' -  72L^')p' +  2K>p"' -  6K/)"'-J% 

ce  qui  confirme  le  résultat  trouvé  au  n°  II,  savoir  que  le  sous-discri- 
minant  devient  carré  parfait  quand  J  =  o. 

Si  l'on  suppose  K  =  o,  l'expression  de  W  se  réduit  à 


iL(J/'  +  6L/))^[J->"'^+  i2JL/j/."  +  L(i44L  -  H')/'']> 
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rc  (jai  int'l  on  évidence  le  facteur  double  correspondant  à  celte  hypo- 
thèse . 

Enfin,  il  est  aisé  de  vérifier  que  la  syzygie  (58)  ])eut  s'écrin^ 
encore 

I  2="r'u=(iGL-JK)|roJ/>"'  +  (9GL- JK)/,]" 
^^''     (  +(J^- i28K)(Ap""-+-B/>/y"^-4-Cy9>"'^-4-DpV"+E/>'), 

avec  ces  valeurs  des  coefficients  invariants 

A  =  2«.:]L(i33.P  -  384K)  -+-  2\5JK(i25J' -  384K), 

B  =  ■2'\VMJ  -  2''KL(i49J'  -  38/,K)  -  2UR^(i25J^  -  384K), 

Cz=-2".3»L^'-  2'*JL=(2J-+27lv) 

+  2'K-L(49.I-  -M28K)  +  2' JK»(75  P  +  1408R), 
D  =  -  2".3L'(2J--3K)  +  2'-'.ioi  JK^L^ 

4-2'K'L(95J''-  i28K)-2'.5JK\'J-+  128K), 
E  =  -  2'^3-JL^  +  2'^KL'(J-  +  18K)  +  2'^3JKM.^ 

-2*KL(25J^+  i28K)  +  JK^(J'+  128K). 

\jd  syzygie  (59)  montre  de  nouveau  que  VV  devient,  lorsque  le 
discriminant  de  U  est  nul,  la  (jnatrièuie  puissance  du  facteur  double 
de  U. 

Si  Von  suppose  que  l'invariant  16L  —  Jlv  soit  mil.  Ions  les  coeffi- 
cients A,  B,  . . .  deviennent  divisibles  par  J' —  3K,  en  même  temps 
(|U('  1'  (jui  se  réduit  à 

JK^(J'— 3K)(J-^— 128k), 

et  la  syzygie  (Sg)  devient 

I-K(^=  2' p""  —  2'Kpp""  —  K{r  -h  \GK)p'p"' 
-f  (3P-32K)p3/'-I!i^p^ 

En  même  temps  la  syzygie  (57)  devient 

,.,    .  ,„„  ^  ,„n  k(J-—   16K)  o        „,  J-K^ 

\-t=p^-}Lpp g^ pp^-^p>. 
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D'où  Ton  déduit  imniédialcmenl 

K'i^.' =  32/(2/?'"-+- K/)), 

relation  qui  concorde  avec  les  résultais  trouvés  au  \\°  Kî,  el  fournil 
une  expression  simple  du  quotient  de  W  par  le  covariant  canonique  T, 
lorsque  i6L  —  JK  =  o. 


SOUS-DISCRlMINA>T    DK    LA    FORME    SEXTIQUE. 

17.   Soit  la  forme  générale  U  du  sixième  ordre, 

U  =  ax'^  -+-  Gbx^y  -+-  locx^y-  4-  20  dx^y^ 
-H  I  3(\i:'-y''  -+-  G/xv^  -t-  fi'y". 

J'ai  donné  dans  les  Comptes  rciuhis  (t.  XCVI,  i883,  p.  1717, 
1776  et  I  842)  les  résultats  de  l'application  à  la  forme  du  sixième  ordre 
des  mêmes  méthodes  que  j'avais  employées  pour  celle  du  cinquième 
et  qui  ont  été  utilisées  dans  les  paragraphes  précédents.  Je  vais  rap- 
peler sommairement  ici  ces  résvdtats. 

La  forme  sextique  possède  en  tout  26  invariants  el  covariants  dis- 
tincts (y  compris  la  forme  elle-même)  dont  voici  le  Tableau  : 

Formes  droites.  Formes  gauches. 

5  iiivariaiils A  (2),  B{4),  C(6),  D(io)  E(i5) 

6  covariants  quadratiques S(3),  S'(5),  S"(  7)  S"'(8),  S'^(io),  S^  (12) 

5  covariants   biquadratiques Q(2),Q'(4)  Q"(5),  Q"'(7),  Q'^O) 

5  covariants   sextiques U(i),   U'(3)  U"(4),  U"'(6),  ^"(6) 

3  covariants  du  huitième  ordre H(2)  H'(3),  H"(3) 

I   covariant  du  dixième  ordre »  P(4) 

I    covariant  du  douzième  ordre »  N(3) 

Soit  12  formes  droites  donl  '\  invariants,  et  i4  formes  gauches 
dont  I  invariant  (le  nombre  entre  parenthèses  à  droite  de  chaque 
lettre  indique  le  degré  de  la  forme  correspondante  par  rapport  aux 
coefficients  de  U). 

Les  sources  des  6  covariants  principaux  (associés  de  U)  sont  don- 
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nées  par  les  formules  suivantes  : 


u 


«, 


(60) 


/(  =z  ac  —  b'^, 

n  =z  a' cl — 3abc-\-2b', 

q  ^  ae  —  l\bd  -^  "ic^ 

h'  =z  a'f—  5abe  -+-  2  acd  -+■  8b^d  —  6bc', 

A  =  ag  —  G  ft/  +  1 5  ce  —  I  o  rf' . 

Les  autres  péninvariants  cl  invariants  droits  se  déduisent  des  pré- 
cédents par  les  relations 

/     uUi' =  u' hq  —  n'  —  ^h^, 
U' q' =  12.  uu' q -h  h'' -h  ^fiq', 

u^s  =  M"(A/<  +  2  y")  —  18  uhu'  —  "in  h'  —  i^h'q, 
3m-B=  u(3Au  —  2.qs)  -h  q^  —  2.-]  u''  -\-  /i(2Aq  —  '5q'), 
(61)  {   3us'  =  —  uAs  +  (A"--36B)h-h36u'.s-hq(3q'-  /fAq), 
3uC  =-  4mAB  +  (A-  — 36B)m'  -  q.s' -^  s(3Aq  —  f^q'), 
us"   =  u'(3s'  -  A.s)  +  q'^-i-Aq  —  ^')  4-  (4B  —  A')ç% 
;/D  =  3(B^  -  s-)s  +  {q'  -  A^>"+  (A*=  4-  4  B9').v 
-  (4C  +  9AB)5r^  +  (A'B  +  3AC  +  108B-)  «', 

et  les  autres  péninvariants  et  invariants  gauciies  par  les  relations 


(62) 


up 


=  l,li'- 


nq, 


uli"  =:  3h' u'  —  2pq, 
u-u'  =  u{An  —  h' q)  -+-  iihp  —  \8nu' , 
(     uq"  ^=  u"  q  —  h'  s, 

UU"'  :=  ips  —  3u'  u", 

uu!"  ^  ^ps  +  ili" q  -\-{q'  —  Aq)li'  —  6u'u", 
uq"'  =  (Au"-h  iu"')q  -  h' s', 
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iKi^"  ^  \k{h' H  —  if"q')  —  II" s'  —  u"  q\ 
lis'"  =  (  A  u"  -+-  "xii"  )  V  —  a" s\ 
it.s''  =  (  ,1  l}.v  —  .s-")if"-\-  f  (A  i/"-  -H  ')y".s-  ).v, 
(^2)  <      us'=(/4U.s  -  A.s") u"- -Alt". s" 

-h  }(Ai/'''  -h  "■> f/' s ) s' , 
Il  \i  =  (A.9'  —  3.V.?'  —  iliy'  —  (Iq  )s"' 

4-  2(  ■jlty  —  .v-).v"  -•-('/'  —  A  y  )V. 

Les  relations  (61)  et  (<')2)  deviennent  des  syzyij;ies,  quand  on  y 
remplace  les  péninvariants  par  les  covariants  correspondants.  11  existe 
d'ailleurs  entre  les  formes  droites  d'autres  syzygies  qui  se  déduisent 
des  précédentes  par  des  éliminations  faciles,  et  dont  voici  les  pins 
importantes  : 

{\i.\q  —  [)q')if  —  ]q'-s  +(A.v  —  3.S'')//  —  «(s- -h  I  2  15  y)  =  o. 
3//'(.v  -  A.s;h-  q(:\.s'-^  ]liq)-^(:iC-^  ',AIÎ)//  +  4«l].s-  =  o, 
q(s"  -  A.v')  -t-  q'(s'  -  A.v)  -^  (  A-  —  8  U)q.s- 

+  '^CiC  +  4A13);/'-  ;/(  AC  +  A'^li  +  [2l]-j  ^  .., 

/is" -h  l/'i!--h(Aq  —  q'  )(-iqs  —  Xa'  )—  ll{Cq  -f-  Mq')—  o, 

uÇ5  .s"  -  A  .S-'  +  1 2  B.y  )  4-  (  C  +  4  A  B  )  y  ^  -4-  qs-  (  s'  -  A.s-  ) 

-h  y'(.s--  4By)+  «[B.s'  +  (C  +  AB).s-|=  .., 
i'-  -  4.s/-  4B.y=  -  4(^AC  +  A-B  -M2B-  )y 

+  (3C+4AB)y'  =  .,, 
A.s-  -  4.v'.v"-  iGB.y.s'  -  4(AB  +  C).s- 

+  4(D  -  3BC  -  4AB^)ry  -(  AC  +  ,\SB')q' ^  n, 
s"-~  B.s'-  +  (AC  +  A-B  4-  8B^).s-  -  2(C  +  AB)ss' 
+  (48  B '  -  3  C-  -  9  ABC  -  8  A-  B=  -  AD ) q 

+  (D  +  4AB-=+3BC)y'  =  ... 

Enfin  le  discriminant  de  la  forme  U  s'exprime  en  fonction  des  quatre 
invariants  fondamentaux  A,  B,  C,  D,  par  la  foriuule 

(64)     A  =  A^-375A^'B-2joooAB--62jA=C-4G875BC  +  3i25D. 

Jûiiiii.  de  Maih.  (  \'  siirie),  tome  X.  —  Fasc.  II,  1S94.  22 


(63) 
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\H.    l'nur  olilcnii-  \r  soiis-discriiiiiiiiiiil   dr  I   ,   il   siillil    (l";i|i|ili(|ner 
l\)|)i''iiili'iii-  ^,_,,  (|iii  csl  ici 

./■  à  .,  ,    à  ,.      <)  ,   <)  >       () 

Je  0(1  ()(■  OJ  <).^ 

;ni\  |)(''iiiii\  Jiiiiuil.s  j)riini|)iiii\  dclliiis  par  les  lonmilcs  (  (io),  puis  aux 
relalifuis  successives  (61),  culiu  à  la  relation  (G'\  ),  en  ulilisanl  au  be- 
soin les  rclaliniis  (  ()i  )  el  (  (xi  ).  (  )n  Iiounc  ainsi  suc('i'ssi\rnn'nl 

'C.A   //)=:   (>, 

':,{/i)=  ir, 
'C,(n)=o, 

r,(A)  =  3(.7, 
■C.,(]i)=Ag-r/, 

"C(.V')  =;  3oA  //'  —  22y.V  —    )(')»  1), 

:,((:)=  i2(.v-'-  2i]y;, 

•^^(.v")  =  i  u(5  c  +  /|  AB)  4-  2(  A^  4-  3G B)//'  -r-  (  iG^'  -  ^o A y).v, 
w,(D)  =  (^22A=I3  +  27A(]  -t-Gool5')y 

-t-  3(A-+  2oB).s-  —  GA.v.y— (ijC  +  28AB)^'  — i5s'-, 
et  enfin 

:,(A)  =  75  I  5(A^  4-  400 AB  +  375C)^'  -[3  A^'  +  25oo(C  +  AB)J  A^y 
-I-  25(A-—  3ooB).v^    -  25oA.s.v'—  aSoo.v.v"!. 

Kn  supprimant  le  i'aeleur  nuniéricpie  7.3,  et  tenant  compte  de  la 
sixième  syzygie(G3),  on  peul  donner  au  sous-discriminant  W  de  la 
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forme  scxliquc  diverses  expressions  équivalentes  en  fonclion  des  inva- 
riants et  covarianls  de  U;  par  exemple  celle-ci  : 

(  A\  =  25(  A- -  2ooB)S=— 25oASS'  — ()25S - 
^  ^■'''       }  -  3(A'  -  iooooB^)Q  ^  5A(A-  -  looB  )(r, 

(  W  =  (A=-iooB)[,5oS--3(A-+ iooB)0  ^5AQ'| 
^^'^■^      \  -2o(AS-^5S')^ 

On  voit  que  le  sous-discriminant  ne  dépend  explicitement  (juf  des 
deux  jtremicM's  invariants  A,  B,  des  deux  premiers  covarianls  quadra- 
tiques S,  S  ,  et  des  deux  premiers  covariants  biquadraliipies  (j  et  (Y . 
L'expression  (  GG)  montre,  en  outre,  que  lorsque  linvariant  composé 
A- —  looB  est  nul,  le  sous-discriminant  devient  un  carré  pariait.  On 
sait  d'ailleurs  que  cet  in\ariant  s'annule  en  même  temps  (pic  le  discri- 
minant A,  lorsque  U  admet  un  facteur  triple;  dans  cette  hypothèse, 
AV  doit  s'annuler  identiquement  :  il  faut  donc  que  AS  +  5S'  s'annule 
aussi  idt'nli(pii'ment.  C'est  ce  que  l'on  vérifie  iiisément  en  supposant 
(jue  Ton  ait  pris  pour  y  le  facteur  triple  :  c,/,  g  sont  nuls;  les  for- 
mules (60),  (Gi)  et  (G2)  permettent  de  calculer  les  divers  péninva- 
riants  en  fonction  de  a,  b,  c,  d;  comme  on  a,  d'ailleurs,  d'une  manière 
générale,  en  ramenant  L  à  sa  forme-type, 

S  —  SX-  4-  u"j:y  ^-  [ii{Aq  -  q  )  —  A.v]  )'-, 

S' =  s'x'- -h  {\i/" -^  iu'")xy-h[7.it{-2\irj  —s')  —/is'\y\ 

il  est  aisé  de  s'assurer  que 

As -I- 5.?',         3  A  u" -h  D  n" ,         (A- H- 2ol})y  —  Ay'  —  lo.s--. 

sont  nuls,  et  que,  par  suite,  AS  -i-  5S'  s'évanouit  bien  identiipiemenl. 
Je  ne  pousserai  pas  plus  loin  ici  l'étude  du  sous-discriminant  de  la 
forme  sextiquc,  étude  qui,  pour  être  complète,  exigerait  des  dévelop- 
pements étendus,  et  dont  je  me  propose  de  faire  le  sujet  d'un  travail 
ultérieur. 
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Sur  (ii(cl(jii(\  /)()i///\  (le  l<t  tliéoric  des  courbes  et  r/r.v  M(rjaces 

algébriques  ; 


Par   m.    Georges  IIUMIÎERT. 


PREMIER  MEMOIRE. 

DIÎS  INVOLLTIONS  St'li  LES  COLUBES  ALGÉBRIQUES. 


1 .  Soil,  sur  une  courbe  algébrique  quelconque,  une  série  de  groupes 
(le  n  points,  tels  que  chaque  groupe  soit  déterminé  d'une  manière 
unique  et  sans  exception  si  l'on  en  donne  k  points;  on  diia  (jue  ces 
groupes  forment  une  i/irolu/io/i,  d'ordre  n  et  d'espèce  /». 

D'après  cela,  les  n  points  d'un  groupe  G  de  l'involution  jouenl  un 
rôle  symétrique  dans  la  détermination  du  groupe,  c'est-à-dire  que  si 
l'on  en  prend  A'  au  hasard,  ces  k  déterminent  sa/is  ainbiguïlc  les  //  —  k 
autres,  et  cette  définition  exclut  les  séries  de  groupes,  d'espèce  au 
moins  égale  à  deux,  dont  chacun  est  constitué  par  l'ensemble  de  r 
groupes  d'une  même  involution  (  /■  >  i). 

L'exemple  le  plus  simple  d'involution  est  donné  par  les  groupes  de 
points  mobiles  que  découpent,  sur  une  courbe  algélirique  fixe,  des 
courbes  appartenant  à  un  même  système  linéaire;  or  il  est  très  digne 
de  remarcjue  que,  sur  une  courbe  algébrique  générale,  il  n'existe  pas 
d'autres  involutions  cjue  celles  ainsi  déterminées  ('),  et,  de  plus,  si 

(')  Il  y  a  une  ex^cejilioa  évidente  si  «  =  k,  c'est-à-dire  si  tous  les  points  de 
chaque  groupe  de  l'involution  sont  arbitraires  {voir  le  n"  2). 
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une  couil)!'  ailnu'l  uni'  iiiMiliilion  ('ili:i])[)aiil  à  cr-l\o  (l('"rinilii)ii,  1  iiivo- 
liilion  esl  nécessaireiiioiil  dCsix'-i'o  un  iM  joiill  (1(^  |)i()]>iiéli''s  loiit  à  fait 
sjK'ciali^s. 

l/c\aiiicii  (le  CCS  (jucslious  \a  nous  ()C(ii|icr  loul  d  abord. 

*2.  (  .onsidci'ons  sur  une  couilic  ali;i''l)rii|uc  <",,  t]t'  ^cnic  y>,  avant 
pour  c(|uation  /V'^",  )'j  =  o,  une  involulion  I,  d'ordic  //  cl  d'espèce  A  ; 
désignons  |iar  (1  un  quelconque  des  groupes  de  l'inxolulion. 

Tl  est  clair  (|ue  li^  seul  cas  inlcrossant  est  celui  où  //  sui'[)asse  /r,  cai' 
si  /i  l'Iait  l'gal  à  /.',  cluupie  groupe  sérail  fornu'  par  /i  points  ipicl- 
compies  lie  la  courlic  et  anémie  fonction  ne  serait  li/'c  à  rin\<ilulion  : 
nous  suj)j)oserons  donc  l'inégalilé  n  ]>  A . 

("ela  posé,  soit  une  diil'érenlielle  ahélicune  de  pr(^uiicre  espèce  ap- 
[larleuanl  à  (],  g{-i',)')  fie,  fpie  nous  (''crirous  |)our  siuipliiier  gÇc)  (lx\ 
ji',,  0^2,  ...,.r„  étant  les // points  dun  groupe  (  i  (pielciMKpu:",  formons 
la  somme 

g  (  .1- ,  )  dx ,  -4-  g  (.r,  )  fil-.,  -+-...-^  g{  x„  )  (lx„  ; 

cette  somme  peut  s'exprimer  en  fonction  des  coordonnées  et  des  dillé- 

rentielles  de  k  des  points  du  groupe  G,  des  points  x,,  x.,, jc^  par 

exemple,  puis(pie  A  points  déterminent  le  groupe.  On  a  donc 

g(x,)dc,  4-  g(x.,)dx.,  -^ . . .  4-  g(x;,)  dx„ 
=  A  ,  c/./-,  +  \,  dx.,  4- . . .  4-  Ay;  dx^, 

A ,  A/,,  étant  des  fonctions  de  j,-,,  )',;  x.^,y.r,  ...\Xi,,y^\  déplus. 

ce  sont  des  fonctions  rationnelles,  puisque  le  premier  membre  de 
Téquation  précédente,  et,  par  suite,  le  second,  n'a  cju'une  valeur  quand 
on  se  donne  les  A'  points  j/|,./-o,  ...,.r<  et  les  accroissements  dr^, 

dx. ,  fZ-i'A,  <?n  vertu  de  la  définition  même  de  riuvolulion. 

Or  la  fonction 

j  g (x-,)dx,^...^J  g( x„ ) dx„ 

ne  devient  jamais  infinie  sur  la  courbe  C,  puisque  j  g(x)dxesl 
une  intégrale  de  première  espèce;  il  en  est  donc  de  même  de  Tinté- 
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nalr  de  dill'éronliL'llL'  IoIuIl' 


/ 


A,  (l.i\  +  A.  d.i:.,  -f- . .  .  4-  A^  r/./7, 

f't,  par  coiiséijucnt,  riiUégrale    /  A/,!-/.//,,  où  1*011  (loiuic  à  toutes  les 

(juanlilés  x,  sauf  X/,,  des  valeurs  conslanles,  resle  aussi  finie  sur  toute 
la  courbe.  Donc  Ai,dxf,  est  nue  somme  de  différentielles  abéliennes  de 
première  espèce  par  ra[)porl  à  la  varialjle  X/,-,  et  Fou  a 

A/,  dx,,  =  \\,g^(x,,)dxu  4- ...  -h  H/,i,'VA-0,)  ii''h, 

où  g,(x)  dx,,  ...,  i,'' /,(.*■)  (/.;f  sont /J  dillérenlielles  abéliennes  de  pre- 
mière es[)èce,  linéairement  distinctes,  appartenant  à  la  courix'  (J  con- 
sidérée, de  i;enre/;;  H,,  ...,  If^sont  Indépendants  de,//,  el  sont  dès 
lors  fonctions  de  x,,  . . . ,  x,,_,,  x/,^  , ,  . . . ,  x/,.  Ces  fondions  H  sont  d'ail- 
leurs, d'après  ce  cjui  a  été  dit  sur  les  A,  des  fonctions  rationnelles  des 
coordonnées  des  points  dont  elles  dépendent,  et  comme   Tintéi^rale 

/  A/,dx\  doit  rester  linie  quelles  cjne  soient  les  valeurs  de  ces  coor- 
données, il  est  évidemment  nécessaire.que  II,,  IL,  ....  11^,  ne  puissent 
devenir  infinis,  c'est-à-dire  se  réduisent  à  des  constantes. 
Donc  eidin  l'expression 

fi(x,)  dx,-h...-h  g-  { x„  )  </./■„ 

esl  éi;;ale  à  la  somme  de/i  dillérenlielles  abéliennes  de  première  espèce 
portant  respectivement  sur  les  variables  .r,,  x.,,  .  . .,  .r^;,  et  comme  les 
points  x'i,  Xa,  ...,  .t'A  jouent  un  rôle  symétrique  dans  la  définition  du 
i;roupe  (c'est-à-dire  peuvent  être  permutés  entre  eux  sans  que  les 
[joints  xv,+  ,,  .  . .,  x„  changent),  les  A'  dillérenlielles  abéliennes  dont  il 
s'agit  se  réduisent  nécessairement  à  une  même  différentielle,  où  Ion 
remplace  successivement  la  variable  par  .<•,,  x.,,  ....  x^.  On  obtient 
^insila  relation  fondamentale 

(  gi-':,)dx,  + g(x.,)dx.,-^-...-^  ii{x,,)dx„ 
\        =  T (■<■.)  if'^\  +•  •  •  H  7(.'7  j  <(i\, 
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\'(.v)((x  désignant  une  diffcrenticllc  de  première   espèce,  <pii  peut 
d'ailleurs  se  réduire  identiquement  à  zéro. 

Si  elle  ne  se  réduit  pas  à  zéro,  c'est-à-dire  si  le  second  membre  de  (  1  ) 
ne  s'annule  pas,  on  déduit  de  cette  relation  une  conséipience  impor- 
tante. Le  groupe  G,  en  effet,  est  défini  de  la  même  manière  en  t'ouc- 
tion  de  .r,,  x.,,  . . .,  X/,^,,  X/,  qu'en  fonction  de  .r,,  ./•.,  . . .,  x^_,,  .i\. ,  ; 
on  a  donc,  en  permutant  .f/,  et  .r,,. ,  dans  (1), 

:!:(.r,)t/x,  -f-. .  .-h  ij:(x„)i/x„  =  y(x,)t/x,  -h...-h-;(.r^^,)ilx^,,. 

(i  où  Ion  déduit,  eu  conipai'ant  à  [  1  )  "{{X/,)  d.r^^^  ^-ix/^.^,)  t/x'/,^ ,,  et, 
en  général, 

(  2)  -;(x,)dx,  =  \'(x.,)(U.,  =...==  ^;(x„)tlx„. 

Cette  relation,  si  l'on  se  donne  un  groupe  initial,  G^,  déterminera, 
x.^,  . . .,  x„  en  fonction  de  .r,  ;  il  n'y  aura  donc  pas /.  points  arbitraires 
dans  un  groupe,  ce  qui  montre  que,  pour  une  involution  d'espèce  su- 
périeure à  l'unité,  les  fonctions  -{(x)  sont  nulles,  quelle  que  soit  la 
différentielle  de  première  espèce,  g(x)dx,  dont  on  est  parti. 

5.  Donc,  pour  une  involution  I  d'espèce  supérieure  à.  l'unité,  on 
aura  les  j9  relations 

/  g-,  (x,)  dx,  -u  g,  {X.,)  dx.,-\-. . .  -t-  g,  (x„)  dx„  =  o, 
(3)  !   ca("^'i)  '^■'''  — +  g2(^-u)ff''^„  =  O, 


>  P 


(.r,V/'.',  ^- -+-  g/,('T'„)<^';,=  o; 


o 


o-,(x)dx^,  . . .,  gp{x)dx  désignent  toujours  p  différentielles  abé- 
liennes  de  première  espèce  appartenant  à  la  courbe  C.  Bien  entendu, 
pour  certaines  involutions  d'espèce  un,  de  semblables  équations  pour- 
ront avoir  lieu. 

Les  involutions  I  pour  cliaque  groupe  desquelles  les  équations  (3) 
sont  vérifiées  sont,  comme  nous  allons  l'établir,  des  involutions  ration- 
nelles^ c'est-à-dire  que  leurs  groupes  sont  ceux  que  découpent,  sur  la 
courbe  C,  des  courbes  appartenant  à  un  même  système  linéaire. 
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En  effet,  les  relations  (3),  lorsqu'on  suppose  que  les  points  x,, 
j.\..  . . .,  x„  ne  satisfont  pas  à  d'autres  conditions,  expriment,  en  vertu 
d'un  lliêorème  fondamental  bien  connu,  que  le  groupe  variable  formé 
par  ces  n  points  est  découpé  sur  la  courbe  proposée  par  des  courbes 
adjointes  à  celle-ci  et  ne  la  rencontrant,  en  outre,  qu'en  des  points 
fixes.  Ces  courbes  adjointes  constituent,  comme  on  sait,  un  système 
linéaire,  ayant  une  équation  de  la  forme 

(4)  A,^,(x,y)-h...+  \o^(x,y)=o, 

où  o,,  Ço,  ...,  Çp  sont  des  polynômes  en  x, y,  de  même  degré  et  X,,  ..., 
Xp  des  constantes  arbitraires.  Quant  à  p,  c'est  un  entier  supérieur  à  k, 
puiscju'une  des  courbes  (4)  doit  pouvoir  passer  par  A  points  arbitraires 
de  C. 

Observons  de  plus  que  les  polynômes  ç,,  cp^,  ...,  Çp  sont  linéaire- 
ment distincts,  et  même,  si  leur  degré  atteint  ou  surpasse  le  degré  de  C, 
cjuil  n'existe  aucune  relation  identique  de  la  forme 

(5)  a,o,(x,j)  +  ...+  ij.p9p(a;,y)=P(a;,j)/(a;,j), 

P(x,y)  étant  un  polynôme  entier  et  /(x,y)  désignant  le  premier 
membre  de  l'équation  de  C. 

D'après  cela,  tous  les  groupes  de  l'involution  considérée  I  sont  dé- 
coupés sur  la  courbe  C  par  des  courbes  appartenant  au  système  li- 
néaire (4);  niais  la  réciproque  n'est  pas  vraie,  puisque,  en  général,  il 
y  a,  entre  les  points  x,,  . .  -,  x^  d'un  groupe,  d'autres  relations  que  les 
équations  (3).  Pour  qu'une  courbe  du  système  (4)  détermine  sur  C 
un  groupe  de  l'involution,  il  faut  cjue  les  coefficients  X,,  À^,  ...,  Xp, 
correspondant  à  cette  courbe,  vérifient  des  relations  algébriques,  en 
nombre  égal  à  p  —  /i  —  i  ;  de  plus,  comme  par  A"  points  arbitraires 
de  C  doit  passer  une  et  une  seule  des  courbes  ainsi  isolées  dans  le  sys- 
tème linéaire  (4),  il  faut  nécessairement  que  les  p  —  A  —  i  relations 
qui  lient  les  X  soient  du  premier  ordre  :  ce  dernier  point  demande  tou- 
tefois quelques  explications,  que  nous  allons  présenter,  pour  rendre 
le  raisonnement  rigoureux. 

4.   On    peut   établir  simplement,   et  nous  démontrons  ce  lemme 

Journ.  de  Matli.  (4'  série),  tome  X.  —  Fasc.   II,  iSg^.  2J 
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connu  en  noie  ('),  que  tout  système  de  courbes  algébriques  indécom- 
posables, tel  que  par  A'  points  quelconques  du  plan  ne  passe  qu'une 
courbe  du  système,  est  un  système  linéaire. 

(')  Lemme.  —  Tout  système  algébrique  de  courbes  planes  indécomposables, 
tel  que  par  k  points  quelconques  du  plan  passe  une  seule  courbe  du  système, 
est  un  système  linéaire. 

Montrons  (jue  le  tliéorènie  est  vrai  pour  une  valeur  de  k  s'il  est  vrai  pour  la 
valeur  k  —  i.  Considérons  à  cet  efiel  le  système  primitif,  S,  et,  dans  ce  système, 
les  courbes  qui  passent  par  un  point  A,  quelconque  d'ailleurs,  du  plan. 

Le  système  (a)  formé  par  ces  courbes  est  k  —  i  fois  infini  ;  il  est  donc  linéaire 
par  hypothèse,  et  son  équation  est  de  la  forme 

les  X  étant  des  constantes.  Soit  fo{-r,  j)  =^o  une  autre  courbe  du  système  S  ne 
passant  pas  par  A;  désignons  par  B  un  point  quelconque  de  cette  courbe.  Les 
courbes  du  système  S  passant  par  B  forment  un  système  ("P),  k —  i  fois  infini, 
linéaire  par  conséquent;  or  parmi  les  courbes  de  ce  nouveau  système  figurent  la 
courbe  /„  =:  o  et  les  courbes  de  la  série  (a)  qui  passent  par  B.  Donc  le  sys- 
tème (P)  a  pour  équation  générale 

(  ?  )  >.o/o  -*->-,/,-+-  ^2/2  +  .  .  .  +  Xa-A  =  O, 

les  X  étant  des  constantes  liées  seulement  par  la  relation 

>-i/i  (•'"0,  Jo)  +  •  •  •  -H  h/ki-x'o,  Jo)  =  o, 

•où  Xq,  yQ  sont  les  coordonnées  de  B.  Or  a:,,,  y^  satisfont  seulement  à  la  relation 
f\{Xf,,  j'|,)  =  o;  on  peut  donc  toujours  trouver  un  point  B  tel  qu'on  ait  simulta- 
nément 

>M/i(j-o,.ro)-(--  •  •-1->'/t/*(~!"o,7o)=  o, 

X,,  ^2,  .  .  .,  Xi-  étant  des  constantes  données,  quelconques  d'ailleurs.  En  d'autres 
termes,  Xo,  X,,  ...,  X^.  étant  des  constantes  quelconques,  on  peut  toujours 
trouver  un  système  (|3),  contenu  dans  2,  comprenant  la  courbe 

>>o/o  +  >'i/i  -H  •  •  •  +  >^//a-  =  O  ; 

cette  courbe  appartient  donc  à  i,  quelles  que  soient  les  valeurs  des  A'  para- 
mètres dont  elle  dépend,  et  par  suite  le  système  k  fois  infini,  2,  est  linéaire. 

Le  théorème  est  d'ailleurs  vrai  pour  A':=i.  En  ce  cas,  en  efiet,  deux  courbes 
<luelconques  du   système  ne   peuvent   se    couper   qu'en  des  points  fixes;   soient 


THÉORIE  DES  COURBES  ET  DES  SURFACES  ALGÉBRIQUES.     170 

Or  considérons  la  série  formée,  dans  le  syslèrne  linéaire  (4),  par 
les  courbes  de  ce  système  qui  découpent  sur  C  les  groupes  de  Tinvolu- 
tion  I  ;  soit  S  cette  série.  La  courbe  générale,  de  la  série  S  est  indé- 
composable, sinon  les  groupes  de  I,  qui  sont  découpés  sur  C  par  les 
courbes  de  la  série,  seraient  formés  de  points  jouant  un  rôle  dissymé- 
trique, ou  bien  cbacjuc  groupe  de  I  se  composerait  de  groupes  d'une 
involution  d'ordre  inférieur,  cas  que  nous  écartons. 

Par  A'  points  choisis  au  hasard  sur  C  ne  passe  qu'une  courbe  de  la 
série  S  :  si  en  effet  il  en  passait  deux,  comme  ces  courbes  passeraient 
aussi  par  les  n  —  k  jroints  de  G  qui,  avec  les  A"  points  primitifs,  for- 
ment un  groupe  de  l'involution,  et  que  d'ailleurs  toutes  les  courbes 
de  la  série  coupent  C  aux  mêmes  points  fixes,  on  pourrait,  en  désignant 
par  S,  =  o  et  S2  =  o  les  équations  des  deux  courbes,  trouver  une  con- 
stance 0  telle  que  la  courbe  S|-t-OSo  =  o  passât  par  un  nouveau 
point  de  C,  ce  cjui  nécessite  que  le  polynôme  S,  -t-OS»  soit  identi- 
quement divisible  par  f(x,y).  11  y  aurait  ainsi,  pour  certaines  va- 
leurs non  nulles  des  constantes  jx,  une  relation  de  la  forme  (5),  ce  qui 
est  inexact. 

Cela  posé,  distinguons  deux  cas  :  ou  bien  par  A"  points  quelconques 
du  plan  ne  passe  qu'une  courbe  de  la  série  S,  et  celle-ci  est  linéaire, 
d'après  le  lemme;  ou  bien  par  ces  k  points  passent  ?•  courbes  de  la 
série  (;•  >•  i).  Ce  dernier  cas  se  subdivise  lui-même  :  ou  bien  par  k  —  i 
points  quelconques  du  plan  et  un  point  quelconque  de  C  passent 
moins  de  /•  courbes  distinctes  de  la  série,  ce  qui  exige  que  deux  au 
moins  des  r  courbes  qui  doivent  passer  par  les  k  points  ainsi  choisis 
coïncident;  ou  bien,  par  ces  k  points  passent /■  courbes  distinctes  de 


y,  ^o,/2  =  o  deux  (l'entre  elles,  d'ordre  N  :  elles  ont  N^  points  communs,  par 
lesquels  passe  nécessairement  toute  courbe  i{/zro  du  système.  Il  en  résulte  qu'on 
peut  déterminer  la  constante  0  de  façon  que  la  courbe 

passe  par  un  nouveau  point  choisi  sur  <{/,  qu'elle  coupe  ainsi  en  N^-f-  i  points. 
Donc,  si  <!ji  est  indécomposable,  on  a  identiquement 

ce  qui  démontre  la  proposition. 
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la  série  S.  Dans  la  première  hypothèse  on  voit  que  C  est  Vcnvcloppe 
(ou  une  partie  de  l'enveloppe)  des  courbes  de  la  série  qui  passent  par 
h  —  I  points,  quelconques  d'ailleurs,  du  plan,  c'est-à-dire  que  toutes 
les  courbes  de  la  série  touchent  C  en  un  ou  plusieurs  points  mobiles  : 
ce  résultat  est  absurde,  puisque  ces  courbes  découpent  sur  C  les 
groupes  de  Tinvolution  (chaque  courbe  ne  coupant  C  qu'en  //  points 
mobiles  qui  forment  un  groupe)  et  que  d'ailleurs  les  points  d'un 
groupe  général  sont  évidemment  distincts  deux  à  deux.  Dans  la 
deuxième  hypothèse  on  distinguera  de  même  deux  cas,  selon  que  par 
k  —  2  points  du  plan  et  (leu\  points  de  C  il  passe  /•  ou  du  moins  de  r 
courbes  de  S  et,  en  continuant  les  mêmes  raisonnements,  on  arrivera 
à  une  absurdité  ou  à  l'hypothèse  finale,  également  inadmissible,  que 
par  /»'  points  de  C  passent  plusieurs  courbes  distinctes  de  la  série  S. 

S.  La  conclusion  de  cette  analyse  est  que  la  série  S  est  une  série 
linéaire;  en  d'autres  termes,  sur  une  courbe  algébrique  C,  les  invo- 
lutions  d'espèce  supérieure  à  l'unité  sont  :  i"  des  involutions  dont 
l'espèce  est  égale  à  l'ordre  ;  2°  des  involutions  rationnelles,  c'est-à-dire 
dont  les  groupes  sont  découpés  sur  la  courbe  par  les  courbes  d'un 
même  système  linéaire. 

Il  existe,  bien  entendu,  des  involutions  rationnelles  d'espèce  un. 

(î.  Etudions  maintenant  les  involutions  spéciales  pour  lesquelles 
une  au  moins  des  difTérentielles  désignées,  au  n°  2,  par  y(.r)(fx  n'est 
pas  nulle.  On  a  trouvé  les  relations 


(0 


\  g(x,  ) (fci  -+-  g{x.^)dx.,  4-. . . -<-  g{Xn)dx^ 
\        =  y( .r,  )  dxi  +  y("P2 )  d^i  4- . . .  +  y(-i'a)  dx^^ 
(2)  Y(a-,)f/j,  =^{x.,)dx,  =..  .  =  ^i{x„)dx^\ 


gi^x^dx  est  une  différentielle  quelconque  de  première  espèce; 
^((^x)dx  est  également  une  dilTérentielle  de  cette  espèce,  qui  est  dé- 
terminée lorsque  la  première  est  donnée. 

Les  équations  (2)  montrent,  comme  on  l'a  dit  au  n''2,  que  j\,,  ...,x„ 
sont  des  fonctions  de  ,r,,  c'est-à-dire  que  Tinvolution  est  d'espèce  un; 
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on  a  donc  A'  =  i ,  et  les  relations  précédentes  deviennent 
(^)  g{x^  )  f^'^i  -t--  ■  •  +  g{x„)dx„  =  Y(.r,  ) f/x,, 

Si  la  différentielle  •'((x)dx  est  égale,  à  un  facteur  constant  près,  à 
la  différentielle  "•(a,-)  f/x-,  ce  facteur  sera  nécessairement,  d'après  (6) 
et  (7),  égal  an;  en  ce  cas  récjualion  (6)  sera  une  conséquence  des 
écjuations  (7),  que  l'on  conservera  seules.  Si  y(x)dx  et  g(x)  dx  sont 
linéairement  distincts,  on  posera 

G (x)  dx  =  g (x) dx y(x)dx-^ 

G(x)dxsera  une  différentielle  abélienne  de  première  espèce,  et  les 
relations  (6)  et  (7)  s'écriront 

G(x,)dx,  -+-  G(x2)dx.,-h. . .+  G(x\)dx„  =  o, 
y(x,)dx,  =y(x.,)dx.2   =. .  .^^  y(x„)  dx„. 

En  considérant  successivement,  à  la  place  de  g{x),  p  différentielles 
de  première  espèce  linéairement  distinctes,  on  obtient  ainsi  deux 
séries  de  différentielles  de  cette  espèce, 

G^i^x)  dx,     G2{x)dx,      ...,     Gç{x)dx 
et 

linéairement  distinctes  entre  elles  et  de  nombre  total  p,  vérifiant  les 
relations 


(«) 


('.)) 


Cl ,  (,/,-,  )dx,  -h  G,  (x., )  dx.,  -i-- . . .  +  G, (x„ )  dx„  =  o, 
Gj (j,-,  )  dxi  -+- -+-  Go (  x„)  dx„  =  o, 

G^(x,  )dx,-h +  G^(x„)dx„  =  o, 

Y,  (x',  )  dx,  =  Y,  (x, )  dx.,  = . . .  =  Yi  (■'■'»)  fl'-,n 
%'n(x,)dx,= =  Y2 ("'■«)  dx„, 

Yal'^  I  )  ('X f  = ^  ^[a\-^n )  (iX„. 
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On  a  d'aillours 

(/  -I-  CI  =  p. 

7.  Ces  relations  importantes  font  connaître  la  [)ropriélc  caractéris- 
tique des  courbes  C,  qui  admettent  des  involulions  non  rationnelles. 

•Considérons  en  effet  deux  fonctions  symétriques  quelconques  des 
coordonnées  des  n  points  d'un  groupe  de  l'involution,  par  exemple, 
pour  fixer  les  idées,  les  fondions;*;,  -\-  X2+----^x„cl  y^-\-  y^  +  ...-\-  y^. 
Le  groupe  étant  déterminé  quand  on  se  donne  un  de  ses  points,  Xi^^y^-, 
les  deux  fonctions  précédentes  s'exprimeront  rationnellement  en 
Xhi  yh\  soient  J',  (.r^,  y  h)  et  ^^(x^,  y^)  ces  expressions  :  il  est  clair  que 
les  fonctions  ^,  (x,  y^  et  ^i{x,  y)  ne  changent  pas  si  l'on  donne  suc- 
cessivement à  X  et  j' les  valeurs  des  coordonnées  des  points  d'un  même 
groupe.  Cela  posé,  à  un  point  .r,  y  de  C  faisons  correspondre  un 
point  X,  Y  parla  transformation 

(lo)  X  =  J,(.r,  j),  Y  =  if,(.r,7), 

le  point  X,  Y  décrira  une  courbe  C;  et,  d'après  ce  qui  précède,  à  un 
point  do  C  correspondra  un  seul  point  de  G,  à  un  point  de  ©  corres- 
pondront n  points  de  C,  formant  un  groupe  de  l'involution  ('). 

Le  genre  de  la  courbe  3  se  détermine  aisément.  Soit  en  effet  (i'(X)  dX. 
une  différenliellc  abélienne  de  première  espèce  le  long  de  cette  courbe  ; 
on  aura,  en  vertu  des  équations  (lo), 

(j(X)dX  =  g(x)dx, 

g(x)dx  étant  une  différentielle  abélienne,  le  long  de  C,  différentielle 
qui  sera  évidemment  de  première  espèce.  D'ailleurs  X  et  Y  ne  chan- 


(')  Il  peut  toutefois  arriver  qu'à  un  point  de  2  correspondant,  sur  C,  les 
points  de  deux  (ou  plusieurs)  groupes  de  l'involution  :  il  faut  pour  cela  que  les 
fonctions  J^,  et  Jo  aient  les  mêmes  valeurs  pour  les  points  de  deux  (ou  plusieurs) 
groupes,  dont  l'uu  est  arbitraire,  c'est-à-dire  dans  le  cas  considéré,  il  faut  que 
les  groupes  G  puissent  ètie  associés  deux  à  deux  de  telle  sorte  que  les  deux 
groupes  d'un  même  couple  aient  même  centre  des  moyennes  distances.  Il  est 
bien  évident  qu'on  peut  toujours  éviter  ces  cas  singuliers  par  un  choix  conve- 
nable des  deux  fonctions  symétriques  primitives. 
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gent  pas  si  l'on  remplace,  dans  leurs  expressions  (lo),  x  et  y  par  les 
coordonnées  des  points  d'un  même  groupe  de  Finvolution;  il  en  est 
donc  de  même  de  fj'(X)c?X  et,  par  suite,  il  vient 

g{x,  )  dx,  =  g{Xi)  c/j7o  = . . .  =  g(j-\)  dx,„ 

ce  qui  montre  que  la  difféi'entielle  g(x)  dx  est  une  combinaison  li- 
néaire et  homogène  des  différentielles  y,  (x)  dx^  . . .,  •'f^(x)dx. 

Inversement  une  différentielle  •^/,(x)dx,  où  l'on  remplace  x  et  y 
par  leurs  valeurs  en  fonction  de  X  et  Y,  déduites  de  (lo),  prend  la 
forme  (i'(X,  Y)rfX,  où  y(^5  Y)  est  rationnel  en  X  et  Y;  en  effet,  la 

fonction  ^;a(x)  -t^  a,  d'après  (9),  la  même  valeur  pour  tous  les  points 

d'un  groupe  de  l'involution  et  n'a  dès  lors  qu'une  valeur  en  chaque 
point  X,  Y  de  la  courbe  £. 

Il  résulte  de  cette  analyse  que  la  courbe  s  a  autant  de  différentielles 
distinctes  de  première  espèce  qu'il  y  a  de  différentielles  ^[(x)  dx  sur 
la  courbe  C,  c'est-à-dire  w;  la  courbe  S  est  donc  de  genre  cj. 

Ainsi,  la  courbe  C  est  liée  à  une  autre  courbe  algébrique  s,  de 
telle  sorte  qu'à  un  point  de  C  corresponde  un  seul  point  de  2,  et  qu'à 
un  point  de  S  correspondent  n  points  de  C  :  c'est  ce  qu'on  appelle  une 
transformation  (i,  n). 

8.  Réciproquement  si  deux  courbes  C  et  S  sont  liées  par  une  trans- 
formation (i,  n)  la  courbe  C  admet  une  involution,  d'espèce  un,  dont 
les  groupes  sont  formés  par  les  n  points  qui  correspondent  à  un  point 
de  s;  cette  invohition  n'est  pas  rationnelle,  du  moins  si  la  courbe  s 
n'est  pas  unicursale.  En  effet,  d'après  les  raisonnements  du  paragraphe 
précédent,  aux  ro  différentielles  de  première  espèce  appartenant  à  s 
correspondent  cr  différentielles  de  première  espèce,  y  ("t')  ^■^"'  apparte- 
nant à  C,  et  qui  gardent  la  même  valeur  en  tous  les  points  d'un 
groupe. 

9.  Observons  encore  que  la  relation 

^(x)dx=  cj(X)dX 
montre  que  les  points  de  C  où  s'annule  y  (a?,  j')  sont  :   i"  les  points 
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qui  correspondent  aux  points  de  S  où  s'annule  fi'(X,  Y);  2"  les  points 
où  -jr-  devient  infini,  c'est-à-dire  les  points  doubles  de  l'involution  sur 

M  A. 

la  courbe    C.    Or    l'intégrale  y(.c)dx  est    de  la  forme   — -^ —  dx, 

J  y 
F(.r,  y)  étant  le  premier  membre  de  l'équation  d'une  courbe  adjointe 

à  C,  d'ordre  n  —  3;  les  points  où  ^({x,y)  s'annule  sont,  comme  on 

sait,  les  points  (non  sinj^fuliers)  où  la  courbe  F(a7,  y)  =  o  coupe  C,  et 

sont  en  nombre  égal  à  ■2{p  —  i).  En  désignant  par  d  le  nombri'  des 

points  doubles  de  linvolution,  on  a  donc  la  relation 

u{p  —  i)  =  2(îr!  —  \)ii  +  d (  '  ), 
(|ui  montre  (jue  p  est  toujours  supérieur  à  m  (^). 

10.  Les  considérations  précédentes  établissent  également  qu'une 
courbe  C,  de  genre  p,  lorsqu'elle  admet  une  involution  non  ration- 
nelle, a  nécessairement  ts  intégrales  de  première  espèce  réductibles 
au  genre  cr(nT  <[/));  la  réciproque  n'est  pas  exacte  en  général,  mais 
elle  le  devient  si  ro  =  i . 

En   ce  cas,   en    effet,    par    bypothèse,    une    intégrale    abélienne 

g(x,y)dx,  appartenant  à  C,  se  réduit  à  une  intégrale  elliptique 
de  première  espèce;  si  donc  on  pose 


/ 


fg{x,y)dx  =  u, 


à  chaque  point  {_x,y)  de  C  correspond,  par  cette  équation,  une  seule 
valeur  de  «,  à  des  périodes  près,  et,  par  suite,  un  seul  point  d'une 
courbe  quelconque,  S  de  genre  un,  dont  les  coordonnées  des  points 
sont  fonctions  doublement  périodiques  de  u.  Inversement  à  un  point 

(')  Celte  formule  est  un  cas  particulier  de  Ja  formule  de  M.  Zeuthen,  relative 
aux.  genres  de  deux  courbes  qui  se  correspondent  algébriquement. 

(^)   Il  J  a  exception  toutefois  si/>  =  ra=i  etrf=o.  L'involution  sur  la  courbe 

de  genre  un,  C,  est  alors  formée  par  les  points  dont  les  arguments  elliptiques 

k'-S 
sont  de  la  forme  «H 1    "J?   étant    une   période   et  k   un    entier  ^ariable   de  o 
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de  S  correspondent  n  points  de  C,  n  étant  un  nombre  entier  bien 
déterminé,  puisque  la  relation  entre  les  deux  courbes  est  évidemment 
algébrique. 

11.   En  résumé  : 

Sur  une  courbe  algébrique,  les  i/nolufioi/s  d'espèce  supérieure 
à  l'unité  sont  : 

1°  Ou  des  i/Hotutions  dont  l'espèce  est  égale  à  l'ordre,  c'i's/- 
à-dire  dont  chaque  groupe  est  for/né  par  n  points  arbili-aires  di-  la 
courbe; 

2°  Ou  des  iin-olulions  rationnelles,  c' est-à-dire  dont  les  groupes 
sont  ceux  que  découpent,  sur  la  proposée,  des  courbes  appartenant 
à  un  même  système  linéaire. 

Les  involutions  non  rationnelles,  en  dehors  de  celles  dont  l'espèce 
égale  l'ordre,  sont  toutes  d'espèce  un,  et  il  n'en  existe  pas  sur  une 
courbe  prise  au  hasard. 

Si  une  courbe  C,  de  genre  p,  admet  une  im-olution  tton  ration- 
nelle d'espèce  un,  elle  est  liée  à  une  courbe  3,  de  genre  xs  {p  <^p), 
de  telle  sorte  qu'à  un  point  de  C  corresponde  un  point  de  2.  et  qu'à 
un  point  de  S  correspondent  n  points  de  C  ;  les  groupes  de  n  points 
ainsi  définis  sur  £  forment  l'involution. 

La  réciproque  de  cette  dernière  proposition  est  vraie  ('  ). 

En  désignant  par  d  le  nombre  des  points  doubles  de  l'involution. 

on  a 

2  (/j  —  I  )  =  2  «  (  trr  —  I  )  -I-  f/. 

Enfin,  si  Ton  appelle  genre  de  l'involution  le  nombre  cr  qui  repré- 
sente le  genre  de  la  courlje  z,  on  peut  dire  que  : 

Toute  courbe  qui  a  une  intégrale  de  première  espèce  réductible 
aux  intégrales  elliptiques  admet  une  involution  de  genre  un.  et 
réciproquement. 

12.   Remarque  I.  —  Une  courbe  C  ne  peut  admettre  une  infinité 

(')  Si  l'involution  de  première  espèce  est  rationnelle,  le  théorème  s'applique 
encore,  seulement  la  courbe  2  est  unicursale. 

Journ.  de  Math.  (4'  série),  tome  X.  —  Fasc.  It,  1S94.  2^j 
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continue  d'involulions  non  rationnelles  (d'espèce  un).  Supposons, 
en  effet,  qu'il  y  ait  sur  C  une  série  d'involutions  non  rationnelles, 
d'ordre  n,  dépendant  d'un  paramètre;  la  dépendance  sera  évidcinnicnl 
algébrique. 

Or  on  a  trouvé,  en  désignant  par  i^{:r)(/.r  une  différentielle  de  pre- 
mière espèce  quelconque  sur  C,  la  relation  (G), 

(6)  g{x,)(U\  +...+  g(.r„)(U;,  =  y(x,)^/./-,  ; 

s'il  Y  a  une  série  continue  d'involûlions  d'ordre  //,  Y(x)r/.r  sera  uiif 
différenlielie  aiiélienne  de  la  forme 

Y(.r)  dx  =  A,  i,',  (x-)  dx  -+-  'K.,g2{x)  dx  -+-...+  '^p  fi' /,{■'■')  <ti'i 

A,,  ...,  À^  étant  des  l'onelions  algébriques  d'une  variable,  r.  Une  au 
moins  de  ces  fondions  devenant  infinie  pour  une  valeur  convenable 
de  V,  le  second  mendjre  de  (G),  ou  plutôt  son  intégrale  (par  rap[)ort 
à  ,r,)  serait  infini  pour  cette  valeur  de  <'('),  tandis  (jue  l'intégrale  au 
premier  membre  garde  toujours  une  valeur  finie.  Il  y  a  donc  iniecon- 
Iradiclion,  et,  par  suite  : 

Sur  une  courix'  algcbi'iqur  il  ne  peut  cxialcr  une  si'ric  cohlinuc 
d'involûlions  ii-rationnelles  de  même  o/-dre. 

15.   Re/narquc  II.   —  Le  cas   d'une   involution    irrationnelle  du 
second  ordre  («  =  2)  mérite  une  mention  spéciale.  Les  relations  (8) 


(')  Le  second  membre  de  ((j)  devient  bien  inlini  si  nne  ou  plusieurs  des 
quanlilés  X  deviennent  infinies,  car  pour  des  valeurs  de  c  voisines  de  la  valeur 
critique  (•„,  on  peut  le   mettre  sous  la  forme 


('•-'■0) 

X',,  X!„  .  .  .  étant  des  constantes,  et  les  termes  non  écrits  étant  négligeables  de- 
vant le  premier.  Or  le  coefficient  de  (  i' — i'o)~''  ne  peut  être  nul,  puisque 
fff(.r)  ci.r,  .  .  .  ,  ^:,'p(.r)  d.f  sont  linéairement  distincts. 
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cl  (9)  s'écrivent  alors 

G,  (x,)dx,  -+-  G,(x.2)dx2  =  o, 


Gç(x,)dx,  -i-Gç{X2)dx.,  =  o, 
y,  (x,  )  dx,  +  y,  (x,)  f/.fo  —  o, 


|CT 


(x,  )  ^/x-,  +  yoC-i'i)  f/-^\.  =  o; 


d'où  loii  tire 

Gii^i)  _       _  Cv(j?,)  _  _  ri(a-i)  _       _  _  v^(.r,) 
G,  (a-,)       ■■■       Gy(.r2)  ïiC-i-î)       ■■■  ïci(a-2)' 

Il  en  résulte  la  proposition  suivante  : 

Soif  C  une  coui-be  de  degré  ii  et  de  genre p^  admellanl  une  iino- 
lution  il  rationnelle  d'ordre  deux  et  de  genre  ni;  appelons 'ço\\\\.^ 
associés  les  deux  points  d'un  même  couple  de  Vin\olution.  Le  sys- 
tème linéaire  des  coui'bes  d'ordre  n  — 3  adjointes  à  C  peut  se  dé- 
composer en  deux  systèmes  linéaires,  l'un  m  —  i  fois,  l'autre 
p  —  X7!  —  I  fois  infini,  et  n'ayant  aucune  courbe  commune  :  chaque 
courbe  de  l'un  quelconque  des  systèmes  ne  coupe  la  courbe  C,  c/i 
dehors  de  points  fixes,  qu'en  des  couples  de  points  associés. 

On  voit  aussi  sans  difficulté  que  : 

Toute  courbe  adjointe  d'ordre  n  —  3  qui  passe  par  gj  couples  de 
points  associés  choisis  au  hasard  ne  coupe  en  outre  la  courbe  C 
qu'en  d'autres  couples  de  points  associés. 
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DEUXIÈME  MÉMOIRE. 

SIK  l  NE  CLASSE  DE  SUIÎKACES  ALGÉBRIQUES  A  GÉNÉRATRICES  UNICURSALKS. 


1.  Soiltiuiic  siiilaci'  ali;L'l)i'i(jui' acIlUcUaul  des  giMiéralrices  uiiicur- 
sales,  c'est-ii-dire  sur  laquelle  on  peut  tracer  une  série  infinie  et  con- 
linue  (le  courlii's  unicursales  d'un  même  ordre,  ///.  (lu  peut  exprimer 
les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  celte  surface,  en  fouclion 
de  deux  i)araniètres,  d'une  manière  intéressante. 

Une  courbe  unicursale  ([uelconque  d'ordre  m,  de  l'espace,  est  re- 
pi(''si'Mlalile,  eu  eoordonuc'es  homogènes,  par  des  ('(pialions  de  la 
Innue 

(i)  p.r,  =  f/,r  +  A, r  '  +  ...+  /.■,/  +  /,        (/  =  !,  ■>.,3,  0; 

.x'i,  .lo,  ./--j,  .r,  sont  les  ([uatre  coordonné(>s  d'un  point  de  la  courbe, 
0  un  facteur  de  proporti()Uualit('',  /  un  paramètre  variable  el  a,,  h,,  .... 

/,  des  coiistaules.  ('.ouuue  ou  iieul  reuiijlacer  /  par !<  sans  clianiîcr 

la  foi-ine  des  éipialions  (i),  on  a  le  droit  d'admettre  que  trois  des  coef- 

ficieuls— )  —  >  •••>  — onl  des  valeurs  données  a  pviofi . 

rr,      «,  rt, 

Ecrivons  maintenant  <pie  la  courbe  (i)  est  sur  la  surface  ô,  dont 
l'équation  est  f{x^^  x.;^,  r,,,  x^)  =  o  :  nous  obtenons,  en  remplaçant 
dans  cette  équation  x,,  . .  .,  .i-.,  \rdv  b-urs  valeurs  proportionnelles  (i) 
el  annulant  les  coefficients  de  tontes  les  puissances  de  f,  nu  certain 
nombre  d'équations  algébriques  entre  les  constantes  a,,  A,,  ...,/,. 
Comme  la  surface  admet,  par  bypotbèse,  une  série  infinie  de  courbes 
uuicursales  d'ordre  m,  ces  équations  devront  se  ramener  à  des  re- 
lations, en  nond^re  inférieur  de  un<'  unité  au  moins,  au  nombre  des 

coefficients  —  >  •••>  — >  ou  idutôl  au  nond^re  de  ceux  de  ces  coefficients 

(|ui  ne  sont  pas  fixes.  Si  le  nombre  des  relations  est  inférieur  de /i  H-  r 
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unités  à  celui  des  coefficients,  ce  qui  ai'rivera  seulement  dans  le  cas 
où  la  surface  S  admettra  une  série  k  -+-  i  fois  infinie  de  courbes  unicur- 
sales  d'ordre  ni,  on  établira  entre  les  a,,  ^,,  ...,  /,,  k  relations  algé- 
bricjues  tout  à  fait  quclcouijues,  de  telle  sorte  (|ue  le  uondjre  tolal  des 
équations  entre  les  coefficients  soit  inférieur  de  une  unité  au  nombre 
de  ceux-ci. 

Alors,  en  toute  hypothèse,  l'ensemble  de  ces  équations  a|f;é])ri(|iies 

permettra  d'exprimer  les  coefficients  —  >  •  •  ■>  —  en  fonction  fnchsieniii' 

d'un  paramètre,  a,  et  nous  aurons  ainsi  la  représentation  cherchée 
de  la  surface  ti  à  Faide  de  tleux  paramètres  t  et  u,  sous  la  forme 

(2)         px,-  =  a,(«)r  +  h,(u)/"'-'  +...+  /,(«)  (/  =  1,2,  3,  4), 

les  fonctions  ai(u),  ...,  //{li)  étant  des  fondions  fuchsiennes  de  la 
varialjle  11. 

Nous  nous  bornons  à  indiquer  ici  ce  mode  de  représentation  sur 
letpiel  nous  aurons  à  revenir  pour  une  étude  plus  approfondie  et  (|ui 
conduit  à  des  résultats  géométriques  intéressants,  relatifs,  par  exemple, 
à  la  théorie  des  surfaces  adjointes  d'un  ordre  cjuelconque. 

2.  Si  dans  les  étjuations  (2)  on  fait  «  =  const.,  on  obtient  ime 
courbe  unicursale  d'ordre  ni,  ce  qui  donne  une  série  simplement  inti- 
nie  de  ces  courbes,  ainsi  qu'on  devait  s'y  attendre.  Inversement,  à  une 
courbe  unicursale  de  la  série  peuvent  correspondre  plusieurs  valeurs 
de  u  (abstraction  faite  de  celles  (pii  se  déduisent  de  l'une  d'elles  par 
les  substitutions  du  groupe  fuchsien);  ces  valeurs  sont  en  involution, 
c'est-à-dire  que  les  points  qui  ont  ces  valeurs  pour  ary;uments  sur  une 
courbe  algébrique,  C,  dont  les  coordonnées  sont  des  fonctions  fuch- 
siennes (pielconques  de  a  (dépendant  du  groupe  fuchsien  considéré), 
forment  sur  cette  courbe  une  involution  d'espèce  un  :  la  proposition 
est  évidente,  puiscjue,  si  un  de  ces  points  est  donné,  les  autres  le  sont 
d'une  manière  unicjue  et  symétrique. 

Par  conséquent  on  peut  dire,  en  vertu  des  résultats  du  iMémoire 
précédent,  qu'à  une  courbe  unicursale  tracée  sur  !n,  de  la  série  consi- 
dérée, correspond  un  seul  point  d'une  courbe  algébrique  £,  et  récipro- 
(]uement  :  cette  propriété  était  absolument  évidente  a  priori,  mais  il 
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irélait  pas  sans  iiilérèl  cIo  la  rallaclier  à  la  rcprcsenlalion  paramétrique 
(le  6. 

Dans  ce  qui  suit  nous  désii;norons  par  cr  le  genre  de  la  courbe  fon- 
tlamentalc  C,  par  ^  un  quelconque  de  ses  points  et  par  (^)  la  courbe 
uuicursale  tracée  sur  ô  qui  correspond  à  ce  point. 

5.  Nous  nous  bornerons,  dans  ce  Mémoire,  à  l'étude  des  surfaces 
algébrifjues  sur  lesquelles  on  peut  tracer  une  série  simplement  infinie 
de  courbes  unicursales,  telle  qu'il  passe  n  courbes  (//  >  i)  de  la  série 
par  un  point  quelcon(|ue  de  la  surlace,  les  courbes  de  la  série  se  cou- 
pant deu\  à  deu\  en  un  point  rnoUHc  seulement. 

Il  est  bien  évident,  dans  ce  cas,  que  les  points  ?,,  ?.j,  . . .,  ^„  de  S, 
(|ui  correspondent  aux  courbes  unicursales  (?,),  . ..,  (?„)  passant  par 
lui ///t7»(' point  de  în,  formenl  les  groupes  d'une  involution  d'espèce 
deux  :  si  l'on  se  donne  en  ciret  les  points  ^,  et  L,  on  se  donne  les 
courbes  (^|)  et  (^2),  et,  par  suite,  leur  point  uui(jue  d'intersection 
sur  6;  on  détermine  donc  sans  andjiguïté  les  courbes  (^3),  ...,  (H„)  qui 
passent  parce  point  et,  par  suite,  les  points  correspondants  ^.|,  ...,?„ 
de  £ . 

L'involution,  I,  ainsi  définie  est  donc  rationnelle,  d'après  les  propo- 
sitions du  premier  Mémoire,  ou  bien  elle  est  d'ordre  deux,  et  dans  ce 
cas,  par  un  point  de  S  ne  passent  que  deux  courbes  unicursales  de  la 
série. 

Examinons  successivement  les  deux  bypothèses. 

4.  Si  l'involution  d'espèce  deux,  I,  est  rationnelle,  ses  groupes  sont 
découpés  sur  £  par  les  courbes  d'un  système  linéaire  deux  fois  infini, 

(3)  F(5,  r,)+  X^CI:,  ■/!)+  [i-K?,  v])=  o, 

\  et  [JL  désignant  deux  paramètres  variables. 

D'après  ce  ([ui  vient  d'être  dit,  à  un  point  de  ô  correspond  un  groupe 
de  l'involution  I,  c'est-à-dire  un  système  de  valeurs  de  X,  p.,  et  réci- 
proquement; en  d'autres  termes,  la  surface  ô  est  représenlable,  point 
par  point,  sur  le  plan  des  variables  A,  \x. 


THÉORIE     DES    COlliBES    ET    DES    SURFACES    ALGÉBRIQUES.  \S'J 

Dans  ce  mode  de  rcprcsenlation,  à  une  courbe  unicursale  (ç)  de  la 
série  considérée,  tracée  sur  î5,  correspond  un  seul  point  H,,,  y]„  de  £; 
par  suite,  les  valeurs  de  X,  ix  qui  correspondent  à  un  point  de  celte 
courbe  unicursale  sont  liées  par  ia  relation  (3),  où  r,  y  ont  les  va- 
leurs j7„,  jk„. 

Cl)  l''(?0,^o)+  A9(?o,T^o)+  |J-'K-n''']o)=  "• 

Ainsi,  sur  le  plan  des  X,  [x,  une  courbe  unicursale  de  $  a  pour  image 
une  droite.  Les  droites  ainsi  obtenues  ne  passent  pas  par  un  même 
point,  sinon  par  un  point  arbitraire  du  plan;  on  ne  pourrait  en  mener 
(ju'une,  ce  qui  revient  à  dire  que,  par  un  point  de  ô,  on  ne  pourrait 
mener  qu'une  courbe  unicursale  de  la  série,  contrairement  à  Tliypo- 
llièse.  Les  droites  images  âcs  courbes  unicursales  enveloppent  donc 
une  courbe  proprement  dite  (de  classe  /i)  ('). 

Gela  posé,  nous  savons  cjue  les  coordonnées  bomogènes  d'un  point 
de  ôsont  des  polynômes  entiers  en  1  et  a  :  le  degré  de  ces  polynômes, 
(jui  est  celui  des  courl)es  images  des  sections  planes  de  ô,  est  nécessai- 
rement égal  à  m,  m  étant  toujours  l'ordre  des  courbes  unicursales  de 
la  série,  car  cet  ordre  est  aussi  égal  au  nombre  des  points  d'intersec- 
tion des  droites  (4),  qui  n'ont  aucun  point  five  commun,  avec  les 
images  des  sections  planes  de  5. 

A  toute  droite  du  plan  desX,  [i.  correspond  dès  lors,  sur  S,  une  courbe, 
évidemment  unicursale,  et  d'ordre  in\  la  surface  admet  donc  une  série 
doublement  infinie  de  courbes  unicursales  d'ordre  /y^,  ayant  pour 
images  les  droites  du  plan  et  se  coupant  deux  à  deux  en  un  point  mo- 
bile. Inversement,  il  est  clair  que  toute  surface  représentablc  point  par 
point  sur  un  plan,  de  telle  sorte  que  ses  sections  planes  aient  pour 
images  des  courbes  d'ordre  /«,  admettra  une  série  doublement  infinie 
de  courbes  unicursales  d'ordre  /;/,  se  coupant  deux  à  deux  en  un  seul 
point  mobile  :  ces  courbes  sont  celles  qui  ont  pour  images  les  droites 
du  plan. 


(')  Celle  courbe  ne  peul  se  décomposer  en  courbes  de  classe  moindre,  sinon 
la  série  considérée  de  courbes  unicursales  sur  S  se  décomposerait  en  plusieurs 
autres. 
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iî.  Si  Finvoliitidn  d'espèce  doux,  I,  est  d'ordre  2,  par  un  poinl 
de  ô  ne  passent  que  deu\  courbes  unicursales  de  la  série;  donc,  à  un 
point  de  în  correspondent  deux  points  de  la  courbe  £,  et  rcciproque- 
nieut.  Le  lieu  des  points  de  îr»  qui  correspondent  à  deux  points  de  2, 
dont  l'un,  ^,  est  fixe,  et  dont  l'autre  est  mobile,  est  la  courl)e  unicur- 
sale  (;);  cette  courbe  correspond  donc,  point  par  poinl,  à  la  courbe  £, 
qui  est  par  suite  iiniciifsalr. 

Ainsi,  à  cbaipie  point  de  ô  cori'espondent  deux  points  d'une  courbe 
G,  uuicursale;  réciproqueineni,  à  deux  points  de  la  courbe  unicursale 
correspond  un  poinl  de  iî,  (piiresli-le  uièniecjuand  on  pcrniule  les  deux 
précédents  :  si  donc  /,  et  t.,  désignent  les  paramètres  qui  correspon- 
dent à  ces  deux  points  sur  leur  courbe,  et  si  l'on  pose  /, -1-/2  =  7., 
t,t.,=^  u.,  on  voit  (pi'à  cbaque  système  de  valeurs  de  X  et  ui  corres- 
pond un  |)oiul  de  6,  et  réciproquement.  La  surface  est  donc  repré- 
sentable, point  par  point,  sur  le  plan  des  X,  [jl. 

Les  courbes  unicursales  de  la  série  (^)  correspondent  individuelle- 
ment aux  points  de  G,  c'est-à-dire  à  des  valeurs  constantes  de  /,  ou  de 
/.,\  les  relations 

/;-/,/, -h  [i.  =  o, 

C  —  A/2+  [X  =  o 

montrent  que  ces  courbes  ont  pour  images,  sur  le  plan  des  X,  jjl,  les 

droites 

0-  -  aO  -h  a  =.  o, 

où  0  désigne  un  paramètre  variable,  et  cjui  envelojipent  la  conique 
X-  —  4  [J(-  ^  o-  On  en  conclut,,  comme  au  n°  4,  que  les  sections  planes 
de  î^  ont  pour  images  des  courbes  d'ordre  m,  et  l'on  n'obtient  ainsi 
qu'un  cas  particulier  des  surfaces  trouvées  tout  à  l'heure. 

6.  Voici  donc  le  théorème  final  : 

Si  l'on  peut  Iraccv,  sur  une  surface  algébrique,  une  série  si/»- 
plement  infinie  de  courbes  unicursales,  de  même  ordre  m,  se  cou- 
pant deux  à  deux  en  un  point  mobile,  la  surface  est  représentable 
point  par  point  sur  le  plan.  Elle  admet  une  série  linéaire  double- 
ment infinie  de  courbes  unicursales  d'ordre  m,  se  coupant  deux  à 
deux  en  un  poinl  et  dont  fait  partie  la  série  priniitiic;  ces  courues 
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ont  pour  images  les  droilcs  du  plan  et  les  sections  planes  de  ht  sur- 
face ont  poui-  images  des  courbes  quelconques  d'ordre  ni . 

L'ordre  de  la  surface  est,  d'après  cela,  inférieur  à  /«-;  on  peul  même 
dire  que  toutes  les  surfaces  jouissant  de  la  propriété  énoncée  sont  des 
variétés  on  des  dégénérescences  d'une  mémo  surface,  d'ordre  m'- . 

7.  Une  application  intéressante  se  fait  immédiatement  au  cas  de 
ni  =  1.  Soit,  en  eft'et,  une  surface  admettant  une  famille  simplement 
infinie  de  coniques,  se  coupant  deux  à  deux  en  un  ou  plusieurs  points. 
Si  elles  se  coupent  en  plus  de  deux  points,  la  surface  est  évidemment 
plane;  si  elles  se  coupent  en  deux  points,  la  surface  est  évidemmenl 
la  (juadrique  qui  passe  par  trois  d'entre  elles;  si  enfin  elles  se  cou- 
pent deux  à  deux  en  un  point,  le  théorème  précédent  nous  appri'ud 
que  la  surface  est  représentable  point  jiar  point  sur  le  plan,  les  images 
des  sections  planes  étant  des  coniques.  C'est  donc  une  surface  de 
Steiner  ou  une  dégénérescence  d'une  telle  surface.  Par  suite  : 

Toute  surface  sur  laquidle  on  peut  tracer  une  série  siniplenienl 
infinie  de  coniques,  de  telle  sorte  qu  il  passe  plus  d'une  conique  de 
la  série  par  chaque  point  de  la  surface,  est  une  surface  de  Steiner, 
07  u/ie  dégéni'rescence  de  cette  surface  ('). 

(')  Les  résultats  de  ce  Mémoire  et  ceux  du  précédent  ont  été  communiqués 
verbalement  à  la  Société  Mathématique,  dans  la  séance  du  2i  décembre  1892; 
le  procès-verbal  de  la  séance  mentionne  exjdicitement  le  théorème  sur  les  sur- 
faces engendrées  par  des  coniques  qui  se  coupent  deux  à  deux,  en  le  ratla- 
cliant  à  la  théorie  des  involutions  sur  les  courbes  algébriques  {Bulletin  de  la 
Société  Mathématique  de  France,  t.  XX,  p.  121).  Dans  une  Note,  présentée  le 
12  juin  1893  à  l'Académie  des  Sciences  et  publiée  dans  la  huitaine,  j'ai  donné 
un  résumé  complet  de  ces  recherches.  De  son  côté,  un  géomètre  italien,  M.  Cas- 
telnuovo,  a  présenté  à  l'Académie  des  Sciences  de  Turin,  le  1 1  juin  1898,  un  tra- 
\ail  sur  les  mêmes  questions,  travail  qui  n'a  été  publié  que  postérieurement  à 
ma  Note  des  Comptes  rendus,  puisque  l'auteur  cite  cette  Note. 

M.  Castelnuovo  établit  le  théorème  fondamental  des  involutions  sur  les  courl)es 
planes  par  une  méthode  analogue  à  la  mienne.  Il  en  déduit  en  particulier  un 
théorème  général  un  peu  plus  étendu  que  celui  du  n"  G,  sur  les  surfaces  engen- 
drées par  des  courbes  se  coupant  deux  à  deux  en  un  seul  point. 
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TUOISIÈME   MÉMOIRE. 

ni:s  sKiiiKS  i»K  coiiuîiîs  algébriques  thackes  si  u  Liis  sriii  v<;i;ïi 

M.r.i'.niuiirrcs. 


I.  Soil,  sur  imc  suiracc  algi''liri(|uc  S,  une  sérlo  algol)ri(|iic  sliii|ilc- 
iiicnl  iiilinie  de  courbes  algébriques,  n,  de  luèuie  ordre  m,  se  coupant 
deux  à  deux  en  /«■  poiiils  mobiles  (A  rii).  A  ciia(|ue  courbe  7  ou  peut 
faire  correspondre  un  point  d'une  courbe  algé])riquc  plane  £,  et,  réci- 
proquement, à  cbaque  point  de  G  correspond  une  courbe  a  :  cela  rc- 
sulle  (11'  ce  ([uiiu  iHre  ali;él»ri(pic  à  une  diincnsion,  dans  un  es|)ace  à 
un  nondjre  tpielcouipie  de  dimensions,  [)eut  toujours  élie  ri^|)r<''senl('' 
point  par  point  sur  une  courl)e  algébrique  plane. 

Par  un  point  quelconque  M  de  S,  de  coordonnées  (ç,  Tj,  y),  passent 
//  courltes  T,  //  t'Ianl  supérieur  à  un,  puisque,  par  bypotlièse,  deux 
(pielconques  de  ces  courbes  se  coupent  en  des  points  mobiles;  dési- 
gnons par  (.r,,/,),  (•i'sO'Oi  •  •  •'  (■''■'m7«)  !<'»  coordonnées  de  n  points 
correspondants  sur  2  et  par  i:;(.r,y)dx  une  difîérenticlle  abélieune  de 
première  espèce  appartenant  à  la  couibe  £.  La  somme 

(  I  )  ii{.'\,y,)d.r,-h  .A'-  { ■':, ,  y.,  )  (U:,  -^...-hg(  x„ ,  y„  )  dx„ 

est  évidemment,  si  on  l'exprime  en  fonction  des  coordonnées  E,  't\^  'Ç  du 
point  M,  une  diiTéreutielle  totale  de  la  forme  N  ^/; -t- P  f/r) ,  N  et  V 
(Haut  rationnels  eu  ^,  Tj,  "C,  car,  si  Ton  se  donne  le  point  H,  r,,  'Ç,  les 
poinis  correspondants  ("fô  J'/)  sont  déterminés  d'une  manière  unique. 
1/iulégrale  de  l'expression  (i)  ne  devenant  infinie  en  aucun  poiul 

de  z ,  l'intégrale   /  X  r/ç  +  P  <t(]  ne  devient  infinie  en  aucun  point  de  S  : 

c'est,  par  suite,  ce  que  M.  Picard  appelle  une  intrpiralr  de  diffcmi- 
ticlle  totale  de  première  espèce. 

1.   Admettons  maiulenant  que  la  surface  S  n'ait  pas  d'intégrales  de 
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celle  nature  :  N  et  P  seront  nnis  identicjnenient  et  il  viendra 

(  "-i  )  ^  (  A- , ,  7 ,  )  f/./; ,  + . . .  +  g  (  ./_■„ ,  y„  )  dx„  =  o , 

quelle  que  soit  la  dilTérenlielle  de  première  espèce,  g{-i'i  y)(lx,  don! 
on  est  parti. 

Il  résulte  de  là,  en  vertu  d'un  théorème  fondamental  de  la  théorie 
des  courlies  algéhriques,  que  les  «points  (j?,,  J',),  qui  correspondeiil 
à  un  point  ^,  y],  "(  de  S,  forment  des  groupes,  en  nombre  doublement 
infini,  qui  appartiennent  à  un  système  de  groupes,  c'est-à-dire  que  ces 
groupes  sont  compris  parmi  les  groupes  de  «points  mobiles  découpés 
sur  la  courbe  £  parles  courbes  d'une  même  famille  linéaire 

^3)  A,  cp,  (.r,  y)  +  X,cp2(.r,  y)-\- . .  .^\^^{x,  y)  =  o, 

où  les  A  sont  des  constantes  et  p  un  entier  supérieur  à  deux.  Nous 
avons  déjà  fait  usage  de  cette  proposition  au  n°  5  du  premier  Mé- 
moire. 

Observons  de  plus,  comme  à  ce  numéro,  qu'on  }>eul  supposeï'  (|u"il 
ne.xiste  aucune  relation  identicjuede  la  forme 

(.4)     iJ.,9,(.r,_>-)+  [j.,9,(x-,7)  +  ...+  rj.pOp(.r,  jK)  =  P(.r,7)/(.r,>-) 

les  [j.  étant  des  constantes,  P(.r,  j)un  polynôme  et  /(./.-,  y)  le  prt'niier 
membre  de  l'équation  de  3. 

Si  l'on  se  donne  un  point  ^,  y],  '(  de  S,  les  points  ./•,,  . . .,  x,,  corres- 
pondants surs  seront  délciminés  d'une  seule  manière;  comme  ils  sont 
à  l'intersection  de  S  avec  une  courbe  du  système  linéaire  (3),  il  faut 
aussi  que  cette  courbe  soit  déterminée  d'une  seule  manière,  c'est-à-dire 

que  ^■>  -^)  ■•■■,  —  soient  des  fondions  rationnelles  de  E,  r,,  'C.  On  peut 

dire,  si  l'on  veut,  cjue  À,,  /w,  ...,\^  seront  égaux  à  des  polynômes 
entiers  en  ^,  y],  'C,  que  nous  désignerons  par 

Quelques-uns  de  ces  polynômes  peuvent  être  identiquement  nuls  elles 
autres  peuvent  ne  pas  être  linéairement  distincts  sur  la  surface  S. 


i()2  <;.   iiuMiîKnx. 

D"aj)i(''s  cela,  les  courlx's  du  syslènic  linéaire  (3),  (|ui  (U''C(m[iciit 
sur  S  les  groupes  de  points  x',,  ...,  ./•„  correspondant  à  un  pninl 
H,  ■/],  'C  de  S,  ont  pour  c''(|ualion  |uén(''rali' 

■^.  (^,  -1,  "C  )  ? ,  (-^S  7)+  ■'. (^-  -^^  'C)  ?.(•'-•,  r)  + . . .  +  Jp(;,  ri,  ■0?pC^-,  /)  =  "• 

l'^u  désiyiiaul  par  J,,  .'v.,,  ...,  ,'•,.  ei'U\  des  polNuonies  J  (pii  sont  li- 
uéaireiuenl  dislincts  sur  la  surface  S  (  '  ),  celle  t'qnaliou  prend  la 
l'oruie 

(5)  -f,  Çç,  r^  r  )  •},  (.f,  y)  + . . .  +  J,(  H.  •/],  "0  |,.(.r,  J")  =  o, 

(u'i  les  [)()1\  in)uies  ■|'(.r,  j- )  sont  des  coniliinaisons  linéaires  el  lionio- 
i^èncs  deso.  Ces  polynômes  'j/,  d'après  leur  mode  de  formation,  s(Mit 
lin(''airemenl  distincts;  on  pi'ul  donc  admellre  ipTil  n'existe  aucune 
relation  identicpie  de  la  lornu'  (  '\  ), 


{\hi.s) 


=  l\.r,y)/{.r,y). 


.".  (  lela  [)()sé,  dans  Ti^piation  (  >  )  considérons  .r  el  j'  comme  des 
[laiinnètres,  vérifiant  toujours  i"(''(puition  /"(.r,  y)  =  ode  la  conrlje  £, 
et  regardons  H,  i],Ç  conuu''  des  coordonnées  courantes  :  nmis  obte- 
nons ainsi  une  série,  simplement  infinie,  de  surfaces  algéljri(pies,  el 
nous  désignerons  par  1'',  celle  des  surfaces  dont  l'équation  s'olilient 
en  remplaçant  ,r  et  ^'  dans  (  ">  )  par  les  coordonnées  d'un  ])oinl  •'■,,)', 
de  S. 

.le  dis  que  la  surface  F,  coupe  la  surface  S  suivant  la  courhe  t,  cpii 
correspond,  sur  cette  dernière,  au  point  Xi,  yi  de  S.  En  efl'et,  daiirès 
ce  (pii  précède,  l'équation  (5),  oii  l'on  regarde  \,  Tj,  'C  comme  domiées 
el  x^y  comme  inconnues,  est  vérifiée  pour  les  n  points  (non  fixes  )  de 
la  courbe  £  qui  correspondent  aux  n  courbes  i  passant  par  le  (loint 

(')  I)"après  cela,  il  n'existe  aucune  relation  iilenlique  de  la  forme 

">  'U (^,  ^„  ?)  +  •  •  •  -y-  «,-'t(?.  r,,  t)  =  Q(t,  T,,  r)  S(?,  Ti,  n 

les  0  élant  des  constantes,  <J  un  |i(ilviu)Mie  et  S  le  premier  membre  de  ré(|ualioii 
de  la  surface  S. 
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^,  vj,  C  de  la  surface  S;  donc,  inversement,  si  .r,  y  sont  donnés,  ré(|ua- 
tion  (5)  exprime  que  le  point  ^,  •/],  '(  de  S  est  situé  sur  la  courlic  n 
correspondant  au  poinl  x,  ^  de  £.  En  d'autres  termes,  la  surface  F,  ne 
coupe  S,  en  dehors  de  courbes  fixes,  communes  à  toutes  les  surfaces  F, 
que  suivant  la  courhe  a,-  ('). 


4.   Consid(''rons  maintenant  les  surfaces  représentées  par  r(''(|nali 


on 


(6)        0,  i,  ce  -0,  -O+H.S.d  ■^,  r)^. . .+  0,.t(?,  •/],  -Ç)  =  o, 

({ue  nous  appellerons  surfaces  .i\  0,,  ...,0;.  désignant  des  conslaulcs 
arbitraires.  Les  surfaces  ^  forment  un  système  linéaire,  dont  font 
partie  les  surfaces  (5)  que  nous  avons  appelées  F;  nous  allons  établir 
qu'elles  passent  pai'  tous  les  points  fixes  communs  aux  surfaces  F  et 
même  qu'elles  ont,  en  ces  points,  les  mêmes  singularités  que  les  siu- 
faces  F. 

En  effet,  si  ?(,,  •/]„,  "Ç^  est  un  point  commun  à  toutes  les  surfaces  (/)), 
on  a 

quel  que  soit  le  point  -i',  y,  sur  la  courbe  3.  En  d'autres  termes,  le  pre- 
mier membre  de  (7)  doit  être  divisible  par  le  premier  membre  y(a,',j'j 
de  l'équation  de  S,  ce  cjui  donne  une  identité,  en  x,y,  de  la  forme 
(4  bis)  :  or  une  telle  identité  n'est  possible  que  si  tous  les  coefficients 
des  fonctions  ']/  sont  nuls;  on  a  donc 

et,  par  suite,  les  surfaces  S  passent  toutes  par  le  point  Çq,  -q^,  'C„. 

(')  La  surface  F,  ne  louche  pas  S  le  long  de  la  conilje  t,.  S'il  en  était  ainsi, 
la  surface  (5)  où  x,  y  sont  remplacés  par  les  constantes  ,r,,  j'i,  et  la  surface 
infiniment  voisine,  obtenue  en  remplaçant  a-,  y  par  les  coordonnées  du  point 
voisin  de  .r,-,  y,-  sur  la  courbe  S,  se  couperaient  suivant  la  courbe  5,  :  en  d'autres 
termes,  si  l'on  désigne  par  'S,  r,,  Ç  un  pointde  S  situé  sur  cette  courbe,  la  courbe 
plane  définie  par  l'équation  (5),  où  jc,  y  sont  des  coordonnées  courantes,  tou- 
cherait S  au  point  x^,  j',.  Cette  conclusion  est  inadmissible,  puisque  les 
courbes  (3)  ou  (5)  découpent  sur  S  un  groupe  de  n  points  mobiles,  qui  sont 
distincts  pour  la  courbe  (5)  la  plus  générale. 


K)^  C--     IllMnEUT. 

Si  les  surfaces  F  oui  au  point  ;„,  Tj,,,  Ci  uiu'  sini;nlarilt''  conuiiuiic, 
pal'  exemple  un  poiul  tlouMi',  on  aura,  (jncl  (pic  soit  li-  [)oint  .r,  y 
des, 

S  *^^'"  "'^'"  ''"^  '^  '  *'"^"'  ^^~^ ^  "• 

Ces  relations  étant  enrore  linéaires  par  rapport  aii\  ■]>  cntranKmt 

d'fj  dSt  <l'',  ,  ■  . 

ce  (pii  nioiilre  (pie  les  surtaees  ,ï  adinellenl    le  point  ?„,  r,„,  Co  l>oiir 
[•oiiil  double. 

1^'une  niani("'re  générale,  si  les  surfaces  F  ont  en  un  point  une  sin- 
L^ularité  roinniune,  on  exprimera  ce  fait  analyliquement  par  des  rela- 
tions linéaires  et  homogènes  par  rapport  aux  coefllcienls  cpii  figu- 
rent dans  leur  équation,  c'est-à-dire  par  rapport  à 


ces  relations  de\ant  avoir  lieu  quel  cpie  soit  le  p(jiiit  x,  y  sur  la 
eourlte  S  seront  des  identités,  et  auront  lieu  ipielles  que  soient  les 
\alenrs  de  ces  coefficients.  En  d'autres  termes,  les  surfaces  3  posséde- 
ront an  iiièinc  point  la  singularité  considérée. 

La  conclusion  de  cette  discussion  est  cjuc  1<.'S  surfaces  .f  ont  les 
inènies  singularités  fixes  que  les  surfaces  F;  en  particulier,  elles  passent 
par  toutes  les  courbes  fixes  communes  à  S  et  aux  surfaces  F,  avec  les 
inèines  singularités  que  celles-ci,  et  de  là  résultent  deux  consé- 
(piences  : 

i"  Chaque  surface  ,J  coupe  S,  en  dehors  des  courbes  fixes,  suivant 
une  courbe  ayant  le  même  degré,  m,  que  les  courbes  a  découpées  par 
les  surfaces  F;  car  les  surfaces  F"  et  ^  sont  de  même  ordre  et  présen- 
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IcMil  li^s  iiRMiK's  siiiiiiilaritt's  1(^  long'  des  courbes  fixes  qu'elles  oui  en 
commun  avec  S. 

2"  Les  courbes  mobiles,  s,  découpées  sur  S  par  les  surfaces  -T  oui, 
an  gf'/K'irt/,  le  même  genre  que  les  courbes  u.  11  en  sera  du  moins 
ainsi  lorsque  les  courbes  i  n'auront  pas  de  points  mulliples  mobiles 
en  debors  de  ceux  cjui  peuvent  être  situés  sur  les  lignes  multiples  de  S  ; 
de  plus,  si  chaque  courbe  t  a  une  singularité  en  un  point  non  fixe, 
d'une  ligne  multiple,  i^,  de  S,  il  faudra,  pour  cjue  la  proposition  s'aji- 
pbque,  que  cette  singularité  soit  linéaire.  Xous  voulons  dire  pai'  là 
que  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que  linlersectiou 
avec  S  d'une  surface  quelconque  présente,  le  long  de  4^,  la  même 
singularité  doivent  être  linéaires  par  rapport  aux  coefficients  de  la  sur- 
face inconnue.  Ce  dernier  point  résulte  de  ce  que  les  surfaces  J  ont 
les  mêmes  singularités  fixes  que  les  surfaces  F. 

Il  peut  évidemment  arriver  que  les  courbes  g  soient  de  gcnie  infé- 
rieur à  celui  des  courbes  S;  on  en  a  un  exemple  immédiat  en  suppo- 
sant que  les  surfaces  F  soient  celles  du  système  linéaire  ,7  qui  toucbent 
en  un  ou  plusieurs  points  (mobiles)  la  surface  S. 

a.  Nous  pouvons  maintenant  énoncer  les  théorèmes  générauN  sui- 
vants : 

I.  Su/-  une  surface  algébi-ique  n'ayant  pas  d' intégrales  de  dif- 
férentielles totales  de  première  espèce,  une  série  quelconque,  sim- 
plement infinie,  de  courbes  algébriques  se  coupant  deux  à  deux  en 
un  ou  plusieurs  points  mobiles,  est  comprise  da/is  une  série  linéaire 
deux  fois  infinie  au  moins)  de  courbes  du  même  orche. 

Dans  le  cas  où  les  courbes  de  la  série  considérée  ne  se  coupent  pas 
(en  des  points  mobdes),  on  peut  recommencer  des  raisonnements 
analogues.  Soient  s  la  courbe  dont  chaque  point  correspond  univoque- 
ment  à  une  courbe  de  la  série ,  g{x,  y)  dx  une  de  ses  dilTérentielles  de 
première  espèce.  Par  un  point  (H,  ■^,  'Ç)  de  S  ne  passe  qu'une  courbe 
de  la  série;  si  x,y  est  le  point  correspondant  sur  2,  la  différentielle 
g  (x,  y)  dx  est  une  différentielle  totale  de  première  espèce  sur  la  sur- 
face S  :   celle-ci   n'admettant  pas  de  différentielle  de  cette  nature, 


J(,()  C.     HUMBERT. 

i,'(^./.',y)  L'sliml,  f'c'sl-à-dire  (|iic  la  coiirhc  £  est  unicnrsalc.  [jcs  |ioiiUs 
d'une  telle  courlje  soiil  déc()ii[)és  individucUemenl  sur  elle  jiar  uu  fais- 
ceau di'  (ourlies  alj^éhrKjues 

A,  o ,  (x,  y)  -h  '/..,(^.{a;  Y )  =  «>; 

et  Ir  |>()iul  {X,  y)  de  Z  (|ui  eoirespoud  à  uu  |iiiiul  (  ?,  Tp  Z)  de  S  sera 
(Ii)iuii'  par  luie  relalion  de  la  loruie 

.7,  (H,  rj/C)?!  (■'•,>')  +  '■fsl^'  ■1»  'C)o,(x,y)  =o; 
nu  eu  eouclut,  parles  raisouueiueuls  des  u'"  5  et  "î ,  ([ue  les  surfaces 

déeouiieul  sur  S  les  courbes  de  la  sérit'  i(>usid(''ré(!";  cette  série  est  doue 
liuéaire.  Par  suite,  dans  tous  les  cas  : 

FI.  Sur  une  surface  n'ayant  pas  d' inlégralfs  de  diffcrentifllcs 
totales  de  première  espèce,  les  courbes  algébriques  d'un  même 
ordre  se  /■('partissent  en  une  ou  plusieurs  séries  linéaires  ('). 

Ce  théorème  suppose,  hieu  entendu,  (ju'il  existe  une  injinité  con- 
tinue de  courbes  algébricjues  de  Tordre  considéré  :  il  ne  s'appli<jue 
pas  aii\  courbes  isolées,  (pii  peuvent  èlre  en  nombre  fini. 

Dans  ces  énoncés,  on  entend,  par  série  linéaire  de  courbes,  des 
courbes  découpées  sur  la  surface  fixe  par  des  surfaces  appartenant  à 
uu  même  système  linéaire,  chacpie  surface  mobile  ne  coupant  la  pro- 
posée, en  dehors  des  courbes  fixes,  que  suivant  une  seule  courbe  mo- 
bile. 

La  proposition  exprimée  par  le  théorème  précédent  peut  n'èlre  pas 
vraie  pour  une  surface  ayant  des  intégrales  de  difTérentielles  totales  de 

(')()n  a  aussi  étalsli  que  :  Sur  une  surface  sans  intégrâtes  de  dijl'i'rfii- 
tlettes  totales  de  première  espèce,  un  système  simptement  infini  de  couibes  du 
même  ordre,  ne  se  coupant  deux  à  deux  en  aucun  point  mobile,  est  un  sys- 
tème linéaire. 
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première  espèce.  Par  exemple,  sur  un  cône  de  genre  supérieur  à  zéro, 
les  génératrices  ne  forment  pas  une  série  linéaire,  car  on  ne  peut 
les  découper  individuellement  par  les  surfaces  d'un  faisceau.  De  même 
une  surface  réglée,  d'ordre  quatre  et  de  genre  un,  admet  une  double 
infinité  de  coui'bes  planes  du  troisième  ordre  (de  genre  un),  situées 
dans  ses  plans  tangents  :  par  deux  points  de  la  surface  passent  évi- 
demment deux  de  ces  courbes,  ce  qui  prouve  que  la  série  n'est  pas 
linéaire. 

(î.   I  ne  autre  conséquence  des  raisonnements  du  n"  i  est  celle-ci  : 

III.  Soit,  sur  une  surface  qui  n'a  pas  d'intégrales  de  différen- 
tielles totales  de  première  espèce,  une  série  simplement  infinie  de 
courbes  algébriques  du  même  ordre,  n'ayant  aucun  point  multiple 
mobile  en  dehors  des  lignes  multiples  de  la  surface  (  '  )  :  cette  série 
est  comprise  dans  une  séi-ie  linéaire  (doublement  infinie  au  moins) 
de  courbes  du  même  ordre  et  du  même  genre. 


APPLICATION    AUX    SURFACES    A    GENERATRICES    UNICURSALES, 

7.  Les  surfaces  à  génératrices  unicursales  n'ont  pas  d'intégrales  de 
dillerentielies  totales  de  première  espèce,  lorsque  les  génératrices  uni- 
cursales se  coupent  deux  à  deux  en  un  ou  plusieurs  points  mobiles.  En 
effet,  d'après  les  équations  (2)  du  deuxième  Mémoire,  une  surface,  S, 
engendrée  par  des  courbes  rationnelles  peut  être  représentée  par  des 
équations  de  la  forme 

pxi  =  ai(u)i"'  +  . . .  -^  k,{u)t  +  l,{u)         (/=  I,  2,  :3,  /,), 

où  /  est  un  paramètre  et  «,,  . . .,  /,  des  fonctions  fucbsiennes  d'un  se- 
cond iiaramètre,  u.  Euposant  ^  =  — ,  r  =  —,  'C  =  —,  toute  exnressiou 


(')  Pour  plus  de  précision  dans  cet  énoncé,  voir  le  n"^  4-  (2°). 

Journ.  de   Math.  (\'  série),  tome  X.—  Fasc.  II,  iSg^.  26 


ir)8  G.     HUMBERT. 

(le  la  forme  N  rf^  -t-  P  t/y],  où  N  et  P  sont  rationnels  en  ^,  -q,  'Ç,  s'écrira 
sur  la  surface 

(8)  <I>(7,  i/)(ll-h  ^\/,  u)du\ 

F(/,  m)  est  une  fonction  rationnelle  par  rapport  à  /  et  fuchsienne  par 
rapport  à  ?/;<!>(/,  ?/)  est  fonction  rationnelle  de  /  et  fonction  llièta- 
fuchsienne  d'ordre  un  (pouvant  devenir  infinie)  par  rapport  à  u.  Pour 
que  l'intégrale  de  l'expression  (8)  reste  finie,  il  est  nécessaire  qu'elle  ne 
dépende  pas  de  t,  c'est-à-dire  que  $(/,  li)  soit  identiquement  nul,  et 
que  W{t,  u)  se  réduise  à  une  fonction  ihélafuclisienne  de  m,  d'ordre  un 
et  sans  infinis;  en  d'autres  termes,  une  diOérenlielle  totale  de  première 
espèce  sur  la  surface  se  ramène  nécessairement  au  type  0 ( m)  f/a,  c'est- 
à-dire  à  une  différentielle  de  première  espèce  du  groupe  fuchsien  con- 
sidéré. 

Or,  d'après  ce  qui  a  été  dit  au  n"  2  du  deuxième  jNIémoire,  à  une 
valeur  de  u  correspond  sur  la  surface  $  une  courbe  unicursale  et  inver- 
sement à  une  courbe  unicursale  correspond  un  groupe  de  valeurs  de  u. 
Par  suite,  à  un  point  de  S  correspondent  autant  de  séries  de  valeurs 
de  u  qu'il  y  a  de  courbes  unicursales  passant  par  ce  point,  et  la  fonc- 
tion    ()(u)(/u  n'a   pas  une  valeur  unique  (à  des  périodes  près)  en 

chaque  point  de  !?,  puisque,  d'après  l'hypolhèse,  il  passe  par  ce  point 
plus  d'une  courbe  unicursale,  et  que  deux  courbes  unicursales  se  cou- 
pent en  un  point  mobile,  au  moins. 

Donc  enfin  la  surface  S  n'admet  pas  de  différentielles  totales  de 
première  espèce,  et  le  théorème  du  n"  6  lui  est  applicable.  Par  consé- 
quent : 

Si  l'on  peut  tracer  sur  une  surf  ace  algébrique,  ô,  une  série  sim- 
plement infinie  de  courbes  unicursales  se  coupant  deux  à  deux  en 
plus  d'un  point  mobile,  et  n  ayant  pas  de  point  singulier  mobile  en 
dehors  des  lignes  multiples  de  ô,  il  existera,  sur  la  surface,  une 
série  linéaire,  deux  fois  infinie  au  moins,  de  courbes  unicursales 
comprenant  la  série  primitue. 

Or  M.   Nôther  a  établi  qu'une  surface  qui  admet  une  série  linéaire. 
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simplement  infinie  au  moins,  de  courbes  unicursales  est  représcntable 
point  par  point  sur  le  plan  (').  Donc  : 

La  sur/ace  S  est  représentable  point  par  point  sur  le  plan. 

8.  A  titre  d'exemple,  nous  allons  chercher  à  déterminer  les  surfaces 
engendrées  par  des  cubiques  gauches  se  coupant  deux  à  deux  en  un 
point  au  moins. 

Toutes  ces  surfaces,  d'après  le  théorème  précédent,  sont  représen- 
lables  point  par  point  sur  le  plan;  le  cas  des  cubiques  se  coupant  deux 
à  deux  en  un  seul  point  mobile  a  été  examiné  dans  le  second  Mémoire  : 
la  surface  correspondante  est  du  neuvième  ordre  et  ses  sections  planes 
ont  pour  images  des  courbes  quelconques  du  troisième  ordre;  ses  va- 
riétés et  ses  dégénérescences  donnent  également  des  solutions  de  la 
question. 

Pour  traiter  les  autres  cas,  nous  nous  appuierons  sur  un  important 
théorème  de  M.  Guccia  relatif  à  la  réduction  des  systèmes  linéaires 
de  courbes  unicursales  planes  ("). 

Voici  ce  théorème  : 

Un  système  linéaire  de  courbes  unicursales  tel  que  deux  courbes 
du  système  se  coupent  en  k  points  mobiles  est  réductible,  au  moyen 
de  transformations  Cremona,  aux  types  suivants  : 

A'  -t-  2 

i"  Système  de  courbes  d'ordre  —^ —  ayant  en  commun  un  point 
multiple  ordinaire  d'ordre  -  et  un  point  simple; 

2"  Système  de  courbes  d'ordre  ^  ^  ^  '  (o5  ■?  $A  —  i)  avant  m 
commun  un  point  multiple  d'ordre     "'"'^~  '  avec  s  tangentes  fixes, 

communes  en  ce  point  à  toutes  les  courbes; 

3°  Système  de  coniques  sans  point  commun  (  A"  =  4  )  ; 
4"  Système  des  droites  du  plan  (k  =:  i). 


(')  Malheni.  Annalen,  t.  III. 

(*)  Rendiconti  del  Circolo  Matem.  di  Palermo,  t.  I,  p.  102. 
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Supposons  (jue  les  cul)i(jues  génératrices  se  coupent  deux  à  deux  en 
k  points  (/i-^  2),  el  distinguons  successivement  les  hypothèses 

A  =  2,  3, /,,•••• 

Pour  A  =  2,  le  système  des  courbes  unicursales  qui  sont  les  images 
sur  le  plan  des  cul)i(jues  gauches  tracées  sur  la  surface  se  ramène, 
d'après  le  théorème  de  M.  Guccia,  à  Tun  des  systèmes  ci-dessous  : 

i"  Système  de  coniques  ayant  deux  points  communs  distincts,  a, 
el  a,; 

2°  Système  do  coniques  ayant  un  point  commun  et  même  tangente 
en  ce  point. 

Désignons  par  N  Tordre  des  courbes  images  des  sections  planes  de 
la  surface;  [>ar  //,  el  li.^  les  ordres  des  points  multiples  qu'elles  possè- 
dent aux  points  a^  et  a.,  dans  la  première  hypothèse,  ces  ordres  pou- 
vant être  nuls.  Pour  que  les  coniques  passant  pitr  a,,  a,  soient  les 
images  de  courbes  de  l'espace  du  troisième  ordre,  il  faut  qu'elles  cou- 
|)enl  en  trois  points  mobiles  les  images  des  sections  planes,  c'est-à-dire 
(|ue  Ton  ail 

3=  2N -//,-//,. 

D'ailleurs  on  a  évidemment 

//,  +  //,<N, 
/',<N;         //,<N, 

et,  de  plus,  on  devra  supposer 

//,  >  o         et         /'j!>  o. 

Si,  en  elTel,  //,  est  nul,  les  courbes  d'ordre  N  ne  passent  pas  par  a,,  el, 
puiscpie  les  coniques  menées  par  a,  et  a.^  cou[)ent  ces  courbes  en  trois 
j)oinls  non  fixes,  le  même  fait  a  lieu  pour  les  coniques  passant  seule- 
ment par  a.,\  en  d'autres  termes,  les  coniques  menées  par  a^  sont  les 
images  de  cubiques  gauches,  tracées  sur  la  surface,  se  coupant  deux  à 
deux  en  trois  points  inoijiles,  et  la  surface  est,  en  réalité,  engendrée 
par  des  cubiques  qui  se  coupent  deux  à  deux  en  trois  points. 
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Cela  posé,  on  tire  des  relations  précédentes  Tinégalité 


=  "') 


N  >  2  N  —  3,  c'est-à-dire  .\  <  3 

2N-3>2,         c'est-à-dire         N>3. 

On  a  donc  la  seule  solution  N  =  3,  avec  A, +  7(0  =3,  c'est-à-dire 
//,  =  2,  Ao  =  I .  Les  images  des  sections  planes  de  la  surface  sont  donc 
des  cubiques  planes  ayant  un  point  double  en  a,  et  un  point  simple 
en  a.,  :  la  surface  est  la  surface  unicuisale  réglée  d'ordre  quatre. 

La  seconde  hypotlièse  conduit  à  la  même  conclusion. 

()n  traiterait  d'une  manière  tout  à  fait  pareille  le  cas  de  /i  =  3  et 
celui  de  A-  =  4;  dans  le  premier  cas,  on  trouve  la  surface  réglée  du  troi- 
sième ordre  (pouvant  devenir  un  cône  unicursal  ),  et  dans  le  second 
une  c|uadrique. 

Pour  A'^5,  la  même  méthode  montre  que  la  surface  cherchée 
n'existe  pas.  Donc  : 

La  surface  la  plus  générale  engendrée  par  des  cubiques  gauches 
se  coupant  deux  à  deux  en  k points  mobiles  {  A  r^  2)  est  la  surface  ré- 
glée unicursale  cV ordre  G  —  A. 

Le  nombre  k  ne  peut  dépasser  '[. 

Une  discussion  analogue  se  fait  sans  difficulté  pour  les  surfaces  en- 
gendrées par  des  unicursales  sans  point  multiple,  d'un  ordre  donné,  se 
coupant  deux  à  deux  en  plus  d'un  point. 
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Note  au   sujet  du  Mémoire  précédent; 


Par  m.   Pâli.  PAIIVLEVE. 


Le  Mémoire  de  M.  lluiiibcrt  me  donne  roccasion  de  revenir  sur 
(juelques  points  de  la  théorie  des  transformations  rationnelles  des 
courbes  algébriques,  dont  je  me  suis  occupé  incidemment  dans  mou 
Mémoire  Sur  les  équations  différentielles  du  premier  ordre  (.In- 
n  aie  s  de  l'Ecole  Normale  supérieure,  1891). 

Je  rectifierai  d'abord  une  égalité  inexacte  qui  figure  au  Chapitre  II 
de  ce  Mémoire  (n°  5).  Soient 

(')  V{x,y)^o 

et 

(2)  F,(x,,j,)  =  o 

les  équations  de  deux  courbes  algébriques,  la  première  de  genre  /J  >  i , 
la  seconde  de  genre  p,,  et  admettons  qu'on  puisse  passer  de  (i)  à  (2) 
pai'  la  transformation  rationnelle 

telle  qu'à  un  point  arbitraire  de  (i)  correspondent  a  points  variables 
de  (2).  A  l'égalité 


0.n\  PAINI.EVÉ. 

(]ii  |)ai;i,i;ra|)lie  ritr.  il  l'aiiL  siibslituer  ïinrgalitc  ('  ) 

Cl)  \>-(p  -^)ips-i- 

(^.l'ilc  subsliliilinii  III'  clianj^c  d'ailUnirs  absoliimcnl  rien  à  la  siiilo 
fin  ]M(''iiK)ir(>  où  r(''i^alil(''  en  ([iirslinn  ne  jonc  qu'un   rùlo  socondairo  cl 

ii'liilri\i('nl  (|ur  jiniir  l'ouiiiir  une  liniil('.sv//)r77Vv//v  tic  a  :  — ' ,  liniile 

(|ui  subsiste  a  fortiori. 

li'inéiralilé  (4)  fsl  la  conséquence  même  du  raisonnement  rpic  j'ai 
enqilnvi'-.  Soient  en  effel  m  cl  /«,  les  degrés  de  (i)  et  de  (2),  Pet  Odetix 
poJMKiines  adjoinis  (]iicl<'on.ques  de  degré  {ni  —  3)  de  (i),  P,  et  (^), 
deux  polynômes  analogues  de  (2).  La  transformation  (3)  vérifie  une 
l'-galilt''  (le  la  l'oi'ini^ 

A  cluKiue  couibe  adjointe  (C)  ou --  ^ //  de  (ij  correspond  ainsi 
une  courbe  (C,")  on  7=^  =  //,  de  (y.').  Aux  i(p  —  i")  points  M  d'inler- 

Vi 

section  de  il  avec  (1)  (variables  avec//),  correspomleut  2u.(j>  —  i) 
points  M,  communs  à  C,  et  à  (2),  variables  avec  A,  ;  d'où  l'inégalité 

(1)  (/*-.)(/.</;,- I. 

Comme,  d'auli'c  part,  on  [)ent,  moyennant  une  transformation  eon- 

l> 
venablecffcctuée  sur  (i),  supposer  (pTun  des  l'apporls  -  se  réduit  ideu- 

li(piement  à  r,  le  nombre  des  })oints  M,  variables  avec  h,  est  précisé- 
ment égal  à  '2\i-{p  —  i).  Mais  les  courbes  C,  (faisceau  linéaire  à/; 
païaïuèlres)  peuvent  avoir  [en  dehors  des  points  multiples  de(2)]  des 


(')  C'esl  d'ailleurs  cette  inégalité  (et  l'inégalité  coi  respondante  relative  aux 
surfaces)  qui  figure  dans  tous  mes  autres  travaux  tant  antérieurs  que  postérieurs 
au  Mémoire  cité  {voir  notamment  mes  Notes  Sur  les  Iransformalinns  ration- 
nelles des  surfaces  et  les  applications  aux  équations  clij/érciitiel/es  du  second 
ordre  (Comptes  rendus,  janvier,  février  iSyo;  janvier,  février  1898;  novem- 
bre 189.^). 
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points  fixes,  parmi  lesquels  j  peuvent  se  trouver  précisément  sur  la 
courbe  (2)  :  ce  qui  entraine  Fégalité 

(5)  2(/j,-  i)  =  2u.(p  — i)+y. 

Cette  égalité  est  d'ailleurs  conforme  à  la  formule  de  M.  Zeuthen, 
retrouvée  directement  par  M.  Humbertdans  ce  cas  particulier  (p.  180V 

J'ai  montré  dans  le  Mémoire  cité  que  toutes  les  courbes  (i)  de 
genre  plus  grand  que  i,  dont  une  courbe  donnée  (2)  est  la  trans- 
formée rationnelle,  ne  forment  qu'un  nombre  fini  de  classes,  et  qu'on 
peut  déterminer  algébriquement  un  type  de  chaque  classe  ainsi  que 
les  substitutions  (3)  correspondantes  qui  sont  aussi  en  nombre  fini. 
La  même  question  se  trouve  résolue  par  le  fait  même  quand  on  admet 
seulement  que  x  et  y  sont  des  fonctions  uniformes  du  point  ana- 
lytique {x^, y^)  sans  lignes  singutièfes; y enlcnch  par  là  que  x  ely 
sont  des  fonctions  à  m,  valeurs  de  x,  sans  coupures.  Je  dis  que  x  et  y 
sont  alors  nécessairement  algébriques  en  x^ ,  donc  rationnels  en 
x^,  y^.  Autrement,  en  effet,  ces  deux  fonctions  admettraient  au  moins 
un  point  essentiel  x',  =  a,  dans  le  voisinage  duquel  jc  c\.  y  seraient 

uniformes  en  x\  —  «,,  ou  en  (x',  —  «))")  '^^  d'après  un  théorème  de 
M.  Picard  la  relation  entre  x  et  y  devrait  être  de  genre  zéro  ou  i . 

Quand  p  est  nul,  x  ei  y  s'expriment  rationnellement  en  /,  et  / 
en  x,y,  et  l'on  peut  passer  de  (i)  à  une  courbe  (2)  cjuelconque  par 
la  transformation  uniforme 

t  =  ¥{x,,y,), 

où  F  est  une    fonction  uniforme  quelconque  du   point   analytique 

Quand  p  est  égal  ki,  x  ely  sont  fonctions  doublement  périodiques 
d'un  paramètre  t  tel  qu'à  tout  point  x,  y  de  (i)  corresponde  une  seule 
valeur  de  /(abstractions  faites  des  valeurs  congruentes  /  -h  m  to  -h  /n  to' 
si  oj  et  co'  sont  ces  périodes).  On  obtient  toutes  les  transformations 
uniformes  de  (i)  en  une  courbe  quelconque  (2)  en  faisant 

t  =jF(x,,y,)dx,, 

Jourit.  de  Math.  {^'  série),  loine  X.  —  ['iisc.  II,   iSc)4-  2^ 
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Ftlcsi^iKiiiI  une  li)iicli()ii  uiiiloniic  du  poiiil  ;iiiiilyli(|iu'  .t, ,  )  ,  dont, 
rinlégi'idi'  il  loulcs  si's  [xTiodcs  de  la  loniu'  ni  m  -+-  h/m'.  Va\  particu- 
lier, ou  [x.'iil  prc'iKli'c  pour/  une  f'ouction  unil'oruie  de  ./■,,  y,.  Obser- 
vons (pie  le  i;('ui'e  />,  de  (  -i)  |)eul  être  nul,  connue  on  le  voit,  en  pre- 
nant /  =  ./■, . 

(le  ipii  pit'cède  suppose  esseni irljenirnl  ipie  .'■  et  )' soient  sans  coii- 
uni'es. 
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C'oDiincntdirc  (iti.v  principes   de.   la    Tlicrinod)  iKiniiqiic   ('): 
Par  m.   p.   DUHEM. 


TROISIEME  PARTIE. 

LKS    KOU\TIONS    GÉNÉRALES    OE    L\     THEliMOnVN  \MIOl  E. 


CHAPITRE  I. 

PROPRIÉTÉS     d'un     système     EN     ÉQUILIBRE    ("). 

1.   Le  potentiel  iherinodynamiquc  interne.  —  Soient 

■  U(a,J3,...,X,£r)         et         S(a,  [î,  . . .,  À,  &) 
réiierg'ie  interne  et  l'entropie  d'un  système.  Ce  système  est,  bien  en- 


(')  Voir  t.  VIII,  p.  269,  et  t.  I\,  p.  293. 

(-)  A'ous  avons  développé  en  détail  les  propriélés  thermodynamiques  ties  sys- 
tèmes en  équilibre  dans  un  Mémoire  récent  :  Sur  les  équations  générâtes  de  la 
TliermodYnaniiijue  {Annales  de  l'École  Normale,  3°  série,  t.  MI,  p.  aoi). 
Pour  éviter  autant  que  possible  de  reproduire  ici  ce  Mémoire,  nous  avons  limité 
le  présent  Chapitre  à  l'evposé  des  propriétés  indispensables  pour  lintelligence 
des  Chapitres  suivants. 
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Iciidu,  soiiluis  aux  roslridions  indispensables  pour   la  définition    de 
l'entiopie;  en  particulier,  la  température  h  a  la  même  valeur  en  cha- 
cun de  ses  points, 
l'osons 

(i)        ,7(a,^,...,-A,Sr)=K[(i(a,^,  ...,A,;r)-ln^)S(a,^,...,A,^)]. 

La  roiicliou  ,7  sera,  comme  les  fondions  U  et  S,  une  l'onction  u/ii- 
foiDic  et  continue  des  variables  a,  [5,  ...,  X,  &;  comme  les  fonctions 
U  et  S,  elle  sera  indépendante  de  celles  de  ces  variables  qui  servent 
seulement  à  fixer  la  position  al)Solue  du  système  dans  l'espace. 

Les  deux  quantités  U  et  S  étant  chacune  déterminées  à  une  con- 
slante  près,  la  fonction  ,7  est  déterminée  à  une  fonction  près  de  la  tem- 
péralure,  celle  fonction  de  la  température  étant  de  la  forme 

C-f-C'F(5), 


où  C  et  ('/  sont  deux  constantes  arbitraires. 

Cette  fonction  ,7  est  une  généralisation  de  Tune  àc?,  fondions  carac- 
f('ris/if/i/rs(\i^  M.  Massicu;  c'est  Vavailahlc  ('ncr<j:y  de  M.  (libbs  et  de 
Maxwell,  \Afrcic  Enciixic  de  M.  II.  von  Helmhoitz.  Nous  lui  donne- 
rons le  nom  de  potentiel  tlicrnwdynainique  interne  du  système. 

Va\\\c  les  actions  A,  13,  ...,  L,  0,  qui  maintiennent  le  système  en 
équilibre  et  les  coefficients  calorifiques  du  système  en  (''([uilibre  R„, 
Rp,  ...,  R),,  G,  nous  avons  les  relations  [II*"  Partie,  Cha|).  111,  éf^a- 
litcs(2)l, 

d\:        A 


R,= 


Oy. 


R   -'^'- 


E' 

B 


(2) 


R   -  '^^ 


L 
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D'aulrc  part,  nous  avons  [II''  Partie,  Cliap.  III,  égalités  (i(>)|, 


R„=F(Sr) 


Ci) 


Rp=F(&)|, 


Les  égalités  (i),  (2)et(3)  donnent  sans  peine 


B  = 


or 


(A) 


\J    -J^     -T-      LjJ  J^  • 

03  II:; 


Si  à  ces  équations  on  joint  la  condition  que  les  corps  étrangers  au 
système  aient  la  même  température  que  lui,  on  obtient  les  coiidilions 
nécessaires  et  suffisantes  de  l'équilibre  du  système. 

La  dernière  égalité  (4)  donne 


(\^ 


ES  =  — ^fe--' 


d-3 


Les  égalités  (i)  et  (5)  donnent 


(.^^) 


EU 


^F(-r)    \^        0':: 
d-z 
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L(?s  ('•yalltés  (3)  ol  (T) )  domient 


\u= 


3~    f{^i^(2r)    \(yi         (Tr,)'^ 


(7) 


,,  rO)     /je         ,Pi\        I'(3;)F"(Sr)/, 


/je  _  J^\      i'('j)F"(^)  (r.  _  <n\ 
^,«3       os--;        {V(^)Y    \        rf'-/'" 


(/Fis)    V"^         '>-'' 

Ainsi  donc,  s/  l'on  comiall  : 

i"  L'e.i.prt'S.sio/1  (ht  pulcnlii'l  ihciniodyiidiniquc  iiileriic  du  sys- 
Icinc; 

2"  L\'.ip/-i:s.sio/i 

0=/3(a,!i,  ...,X,&) 

t/i'  1(1  (jitaiitih'  0  rcldlivr  au  syslcnic  en  (■(luilihrc, 

Ou  peut  (li'Ieruduer  : 

i"  lJ<''ne}-i:^ie  inleriie  el  l'entropie  du  syslènu;  da/is  un  (Uat  (/itel- 
conque; 

■i"  Les  conditiotis  /n'cessaires  et  sujjisantcs  de  ['('quilibi'e  du  sys- 
t('nie  ; 

3"  Les  coef/irients  ca/orijiques  du  système  en  ('quillhre. 
C'est  la  goncralisation  d'une  proposition  bien  connue  de  M.  Massieu. 

2.  Proprii'lés  d'un  système  J'ornit'  de  plusieui  s  parties  indi'pm- 
daiites  qui  ont  la  même  température.  —  Pour  ne  pas  compliquer  les 
raisonnemenls  sans  avantage  au  point  de  vue  de  la  généralité,  nous 
supposerons  que  le  syslème  soit  seulement  formé  de  deux  parties  dis- 
tinctes, indépendantes  l'une  de  l'autre,  que  nous  désignerons  par  les 
indices  i  et  2.  Cliacune  de  ces  deux  parties  sera  supposée  à  la  même 
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l('iii[>éiature  en  tous  ses  points  ;  j,  sera  la  température  de  la  partie i  et  z:., 
la  leinpérature  de  la  partie  2;  pour  le  uiomeut,  nous  supposerons  ces 
lenipératures  quelconques;  tout  à  l'heure,  nous  leur  imposerons  la 
condition  d'être  égales  entre  elles. 

Soient  a,,  fl,,  ...,  X,,  &,  les  variables  indépendantes  qui  déter- 
minent l'état  du  système  i ,  y  compris  sa  position  absolue  dans  l'espace; 
l'énergie  interne,  l'entropie,  le  potentiel  thermodynamique  interne  du 
système  i  seront  des  fonctions  uniformes  de  ces  variables,  ou,  du 
moins,  de  celles  d'entre  elles  qui  ne  servent  pas  uniquement  à  déter- 
miner la  position  absolue  du  système  dans  l'espace;  désignons  respec- 
tivement ces  trois  fonctions  par 

V,(a,,f; ,  A,,~,K 

S.(>-M? Am^.). 

c"?,  (a,,  ji,,  . .  .,  À,,  ;:,). 

Soient,  de  même,  a^,  [io,  ...,  Xj,  &o  les  variables  indépendantes  (jui 
définissent  l'état  du  système  2.  Soient 

ri.,(X.,,     ^O,      ..     .,     1.,,     i.,) 

l'énergie  interne,  l'entropie  et  le  potentiel  thermodynamique  inlerne 
du  système  2. 

L'état  du  système  complexe  (i,  2),  formé  par  l'ensemble  des  deux 
systèmes  1  et  2,  et  sa  position  absolue  dans  l'espace  sont  déterminés 
lorsqu'on  connaît  l'ensemble  des  variables 

a,,      [ii,,      ...,     'X,,      &,,     «2,     [i..      ...,     Xo,     ~o. 

L'énergie  interne  de  ce  système  (1,2)  aura  donc  pour  valeur 

;U=      Y,  (a,,  fi A,,&,) 

(8)  +Y,  (a„^„...,A„&,) 

(  -hX,.,(a,,^, A,,£r,,a.,fi.,  ...,  Aj,^.), 

X,.,  étant  une  fonction  uniforme  des  variables  mises  en  évidence,  ou, 
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(kl  moins,  do  celles  de  ces  variables  ([ui  ne  servent  ])as  uni([iieniriii  à 
li\er  la  position  absolue  du  système  (i,  2);  en  outre,  on  |)eut  eonve- 
nir  de  prendre  cette  fonction  égale  à  o  lorsque  les  deux  sjsièmes  1  el  2 
sont  infiniment  éloignés  l'un  de  l'autre. 

Si  nous  désignons  par  U'  rénergie  inlcrne  des  corps  étraugvis  au 
système  (i,  2),  l'énergie  inlerne  du  système  formé  par  le  sysième 
(i ,  2)  el  par  les  corps  extérieurs  aura  pour  valeur 

(())  ^•)  =  U  +  U'  +  ■^I^ 

La  fonction  ^F  dépendia  des  variables  a,,  [i,,  ...,  A,,  ir,,  a.j,  ^.,  ..., 
Àj,  &o,  et  aussi  des  varialiles  (pii  déterminent  létal  des  corps  exté- 
rieurs au  système  (i,  2). 

Les  actions  extérieures  exercées  sur  le  système  (r,  2)  auront  pour 
valeurs  [I'" Partie,  Ciiap.  III,  égalités  (4)], 

_       p  ()»»•  _       p  an- 

■^''-~*^^'         =''■'= -~'^^/ 


(10) 


,-.  ()>r  ,-  di~ 

=  —  1^  -;r-  '  ^r.,  ^  —  IL,  -r;r-  ■ 

D'autre  part,  les  corps  extérieurs  au  système  i  se  composent  : 
1°  Des  corps  extérieurs  au  système  (i,  2); 
2°  Du  corps  2. 

Dès  lors,  il  est  facile  de  voir  que  les  actions  extérieures  ap[tli(piées 
au  système  i  ont  pour  valeurs 

A.=-E;^(X„  +  ^IO, 


d 


B.  =  -EA(X„  +  F), 


r-o 


E-i^_(X„-^T), 


.  d 


0.  =-E-lr(X,..-^W). 
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De  même,  les  actions  extérieures  au  système  2  ont  pour  valeurs 


(  1 1  bis  ) 


U=-Ei^(X.,-fF), 


dl 


0.. 


E;^(X,.  +  ^')- 


dSr., 


Tout  cela  est  général.  Supposons  maintenant  que  le  système  (i,  2) 
soit  en  équilibre,  et  appliquons  ce  principe,  qui  ressort  évidemment  de 
la  définition  de  l'équilibre  :  pour  que  le  système  (1,2)  soit  en  équi- 
libre, il  faut  et  il  suffit  que  chacun  des  deux  systèmes  i  et  2  soient 
en  équilibre. 

Pour  que  le  système  1  soit  en  équilibre,  il  faut  et  il  suffit  que  Ton 
ait,  en  premier  lieu, 

(12)  &,=&,  =  &, 

â  étant  la  température  commune  des    corps  extérieurs   au  svstcme 
En  second  lieu,  en  vertu  des  égalités  (4)  et  (i  i), 
'  E-f-(X,.,  +  T)  =  - t^, 


(.3) 


\ 


E^^(X,.,-^W)  = 


/EA(X.,  +  T)  =  -g-EP(-)v,. 

Pour  que   le  système  2   soit  en  équilibre,   il   faut  et   il  suffit   cpie 
'on  ait  : 
En  premier  lieu  les  égalités  (12); 
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2i4  r-   ruiiEM. 

En  second  lieu,  en  vertu  des  égalités  (/j)  et  (ii  bis), 


('i3  bis) 


e£(:\,,+m;) 


di. 


Jx:, 


(X„  +  M'-)  =  -^^-EF'(&,)2: 


Lorsque  les  égalités  (12)  sont  satisfaites,  le  système  (i ,  2)  a  un  po- 
tentiel thermodynamique  interne  que  nous  désignerons  par  S  et  une 
entropie  que  nous  désignerons  par  S. 

En  général,  le  travail  virtuel  des  forces  extérieures  appliquées  à  ce 
système  est  exprimé  par 


:>'i 


A.,  07.,  -h  11!,,  0|5 
-1-  =1.,  07...  -f-  -llï.j  OjS^  +  .  .  .  -t-  J^,  o\.,  -+-  P.  0&.^, 

.lU,,  1)1),,  ...,  ^,,  E,,  Jl.2,  \i!)2,  •••,  Ci»  ^2  étant  donnés  par  les  égalités 
(10).  Dans  le  cas  particulier  où  les  égalités  (12)  sont  constamment 
vérifiées,  ce  travail  virtuel  devient 

.l.,oa,  +  .t!,,cfi,+...+  /,0A, 


5  étant  défini  par  l'égalité 

(i4) 


Ct)  ■ —  G  1 


E      -r^    -f-  -pr- 


Dès  lors,  pour  l'équilibre  du  système  (i,  2),  il  faut  et  il  suffit  Cjuc 
'on  ait  : 
En  premier  lieu,  les  égalités  (12); 
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En  second  lieu,  en  vertu  des  égalités  (/, ),  (lo)  et  (i4),  les  égalités 


E  —  —  —  '^^' 


(i5) 


t'a, 


E 


û^. 


dv.. 


d£  p  dw  _        à£ 


0£ 


dW 


d£ 


-^-EF'(&)S. 


d^s 


Le  principe  énoncé  il  y  a  un  instant  exige  que,  moyennant  les  éga- 
lités (12),  l'ensemble  des  égalités  (i5)  soit  équivalent  à  rensemblc 
des  égalités  (i  3)  et(i3  bis)-^  celte  condition  s'exprime  par  les  égalités 

1  ^  (J'-3^',  -EX,j)  =  o,         j^^i-^'-  et— EX, 2)  =  o, 
(<6)    ;;|;(J^-^.-EX,0  =  o,         ±.^(S  -  .i,-EX,,)  =  o, 


('7) 


(S-;f,-E\,,) 


~{S  —  Si—  EX,,)  =  o, 


'4  -  ;3ïr  (^.  +  EX,,)  -  -^  (io  +  EX,,) 


f  +EF'(&)(S-i;,-l,)  =  o. 

La  fonction  #,  ne  dépend  pas  des  variables  a^ ,  po ,  . . . ,  A^  i  l-'i  fonction 
5^2  ne  dépend  pas  des  variables  a,,  ^i,  . . .,  A,  ;  les  égalités  (iG)  peuvent 
donc  s'écrire 


I  ± 


(-7, 


^^''' 


J.>  ■ 


cl'., 


EX,,- J^)  =  o, 
EX,,-JM  =  o, 


(18) 


^  (•?.  +  J2+  EX, 2—  J-)  =  o, 


dy-, 


(,T,  4-  J,  -^  EX,,  —  S)  =  o, 


\  dl,_ 


(^,  -I- J, -4-  EX,,—  J")  =  o. 
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En  verlu  des  égalités  (12),  on  a 

En  vertu  de  ces  mêmes  égalités,  X,o  peut  être  regardé  comme  une 
fonction  des  variables 

y.,,      [j|,      . . .,      A,,      Ko,      pî,      ...,      A2,     ^, 
et  l'on  a 

c)X,2  t>X,.,        c'X,, 

'W  ~~d^  "*"  "557' 

L'égalité  (17)  })out  donc  s'écrire 

(19)  ^  (J.  +  J,+  EX„  -  S)+  EP(&)  (S,  +  2,  _  S)  =  o. 
Les  égalités  (18)  donnent 

(20)  i"  =  ,7,  +  ,7o+ EX,.  +  /(&), 

/(&)  étant  une  fonction  arbitraire  de  la  température  j;  l'égalité  (19) 
donne  alors 

Si  l'on  convient  de  prendre  pour  potentiel  thern\odynaniique 
interne  d'un  système  formé  de  deux  parties  à  la  même  tempéra- 
ture, infiniment  éloignées  l'une  de  l'autre,  la  somme  des  potentiels 
thermodynamiques  internes  des  deux  parties,  on  aura  identique- 
ment, d'après  l'égalité  (20), 

/(3r)  =  o. 

Les  égalités  (20)  et  (21)  deviendront  donc 

(20  bis)  S  ^  ^t-\-  -Tj  +  EX,.,, 

{^ibis)  S  =  2,^1,. 
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Lorsqu'un  système  est  formé  de  plusieurs  parties  indépendantes, 
toutes  à  la  même  température,  le  potentiel  thermodynamique  in- 
terne du  système  s'obtient  en  faisant  la  somme  des  potentiels  ther- 
modynamiques internes  des  parties,  et  en  y  ajoutant  l'une  des  dé- 
terminations du  potentiel  des  actions  mutuelles  de  ces  parties, 
celle  qui  s'annule  lorsqu'on  éloigne  infiniment  ces  parties  les 
unes  des  autres. 

L'entropie  du  système  est  égale  à  la  somme  des  entropies  des 
diverses  parties. 

Ces  théorèmes  ont  de  fréquentes  applications  en  Thermodyna- 
mique; on  peut  les  rapprocher  d'un  théorème  analogue,  relatif  à 
l'énergie  interne,  démontré  dans  la  I''^  Partie  (Chap.  III,  n°  2);  mais 
ce  dernier  était  général,  tandis  que  les  théorèmes  que  nous  venons 
de  démontrer  supposent  que  les  diverses  parties  du  système  sont  à  la 
même  température,  et  que  chacune  d'elles  vérifie  les  conditions  indi- 
quées au  Chapitre  III  de  la  IP  Partie. 

L'égalité  (21  bis)  entraîne  une  nouvelle  conséquence  importante: 
Les  coefficients  calorifiques  du  système  i  en  équilibre  sont 

Ra,.  Rp,j  ■••1  R),î  c,. 
Les  coefficients  calorifiques  du  système  2  en  équilibre  sont 

Ra.)  Rp,?  •••?  Rx,j  Co. 
Les  coefficients  calorifiques  du  système  (1,2)  en  équilibre  sont 

pa,»        pp,)         •••)        p>,)        ?o,i        pl3,7        ••■)        p),,,        Y- 

Nous  avons,  en  vertu  des  égalités  (3), 


p),  =  F(S)^'        px,  =  F(^)^' 


T  =  F(^)i- 
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Si  Ton  tient  compte  de  régalité  (21  bis)  et  si  Ton  observe  que 


on  ponrra  ccnrc 


()^, 

■    •     •     •    » 

?a,  =  F(2r)g' 

P.  =  F(^)S' 

ou  bien,  en  vertu  des  égalités  (3), 

3    _  p  2    —  R 

l'a,  —  '^'a,)  l'a,  —  **a.5 


(22) 

Y  =  c.  +  a. 

Ces  remarquables  égalités  (22)  sont  soumises  aux  mêmes  restric- 
tions que  l'égalité  (21  bis). 

5.  Hypothèse  fondamentale;  variables  normales.  —  Nous  allons 
jnaintcnant  invoquer  une  hypothèse  fondamentale  qui,  en  général,  est 
admise  implicitement  dans  les  traités  de  Thermodynamique. 

Soit  un  système  indépendant  1 ,  ayant  la  même  température  en  tous 
ses  points,  défini  par  des  variables  a,,  p,,  . .  .,  X,,  S:,  ;  soit  ensuite  un 
autre  système  indépendant  quelconque  2,  n'ayant  pas  forcément  la 
même  température  en  tous  ses  points,  défini  par  des  variables  a^., 
[3„,  . . .,  Xj,  formé  des  corps  étrangers  au  système  i . 
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L'énergie  interne  U  du  système  (i,  2)  pourra  s'écrire 

U=      Y,(a,,;3,,...,X.,Sr,) 

+  Y,(a,,  p.,  ...,k.) 

Y,  étant  l'énergie  interne  du  système  i  et  Y,  l'énergie  interne  du  sys- 
tème 2. 

L'hypothèse  que  nous  voulons  énoncer  est  la  suivante  : 
On  peut  choisir  les  variables  a,,  3,,  . . .,  )^,,  de  telle  sorte  : 
i"  Que  lorsque  £r,  varie,  a,,  j3,,  ...,  \,   gardant  des  valeurs  con- 
stantes, aucun  point  matériel  du  système  i  ne  se  déplace  dans  l'espace  ; 

la  force  vive  '8l,  du  système  i  est  alors  indépendante  de  &,  et  de  -~; 

2°  Que  la  fonction  W  ne  dépond  pas  de  la  variable  &,,  et  cela 
quels  que  soient  les  corps  cjui  composent  le  système  2. 

Lorsque  les  variables  a,,  p,,  ...,  X,  ont  été  choisies  de  la  sorte, 
nous  dirons  que  le  système  a,,  ji,,  .  . .,  X,,  ~,  forme  un  système  de 
iiariables  normales  définissant  le  système  i . 

Le  travail  virtuel  des  actions  extérieures  auxquelles  est  soumis  le 
système  i  est  une  expression  de  la  forme 

A,  oa,  -H  B,  0^,  -I-. .  .H-  L,  oA,  -t-  0,  or,. 

D'après  les  égalités  (4)  du  Chapitre  III  (I'*  Partie),  on  a 

Si  donc  le  système  de  variables  a,,  ji,,  .  . .,  X,,  &,  est  un  système  de 
variables  normales,  on  a 

0,  =0. 

Si  un  système,  ayant  la  même  température  en  tous  ses  points, 
est  défini  par  des  variables  normales,  quels  que  soient  les  corps 
étrangers  à  ce  système,  les  actions  qu'ils  exercent  sur  ce  système 
n'effectuent  aucun  travail  lorsque  la  température  du  système  varie 
seule. 
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Celle  proposition  ne  suppose  pas  le  système  en  équilibre. 
Que  deviennent  les  propriétés  d'un  système  en  équilibre  lorsqu'il 
est  défini  par  des  variables  normales? 
Pour  un  tel  système,  la  quantité 

0=/3(a,p,...,X,  £r) 

est  identiquement  nulle. 

Dès  lors,  les  équations  (4),  (5),  (G)  et  (7)  deviennent 

L  -  ^^ 


(4  bis) 

A  =   -r-, 

{51ns) 

EF'(&)S=-§, 

(6  bis) 

EU  -  i      ^^"^  '^^ 

EF'(&)  do^d? 

F(.)      .^. 


(7^''^) 


R), 


EF'(S)  O^ô'^ 

y 

EF'(&)  dld?:' 


.       ~       EF'(3r)  ()&-^  "^   E[F'(2f)]'^    O's' 

Lors  donc  qu'un  système  csl  déjini  par  des  variables  normales, 
il  suffit  de  connaître  le  potentiel  thermodynamique  interne  de  ce 
système  pour  pouvoir  déterminer  les  équations  d'équilibre,  V éner- 
gie, l'entropie  et  les  coefficients  calorifiques.  C'est  la  proposition 
bien  connue  de  M.  F.  Massicu. 

Dorénavant,  lorsque  nous  considérerons  un  système  dont  tous  les 
points  sont  à  la  même  température,  nous  le  supposerons  défini  par  des 
variables  normales. 

4.  Le  problème  de  l'équilibre.  —  Comment,  en  général,  le  pro- 
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blènie  de  l'équilibre  d'un  système  se  j)ose-l-il,  lorsqu'on  connaît 
l'expression  du  potentiel  tliermodynamique  interne  de  ce  système? 

On  suppose  donné  l'état  des  corps  extérieurs  à  ce  système;  ces 
corps  sont  portés  à  une  température  uniforme  Ô.  On  se  propose  de 
déterminer  l'état  pris  par  le  système  sous  l'action  de  ces  corps. 

La  fonction  \1'',  considérée  au  numéro  précédent,  devient,  puisque 
l'état  des  corps  extérieurs  au  système  est  su[)posé  déterminé,  une 
fonction  des  seules  variables  a,  p,  . . .,  A,  en  désignant  [)ar  a,  p,  . . ., 
"X,  &  les  variables  normales  qui  définissent  le  système. 

En  vertu  des  égalités  (4)  (  I"^  Partie,  Cliap.  II!  )  et  des  égalités  (4  bis) 
du  présent  Chapitre,  on  a 


(23) 


Si  l'on  y  joint  l'équation 

(24)  r-  =  o, 

qui  exprime  l'égalité  entre  la  température  du  système  et  celle  des 
corps  extérieurs,  on  aura  un  nombre  d'équations  égal  au  nomljre  des 
varial)les  a.  [3,  . . .,  X,  Sr,  dont  on  veut  déterminer  la  valeur.  Ces  é(pui- 
tions  permettront  donc  de  déterminer  l'état  d'équilibre  du  système, 
pourvu  c}ue  l'on  connaisse  l'expression  des  quantités 

dn'      an-  à^v 

Ih'    â^'    ■■■'    JX' 

en  fonction  de  a,  p,  ...,  X;  c'est-à-dire  pourvu  que  l'on  sache  com- 
ment les  actions  extérieures  appliquées  au  système  varient  avec  l'état 
de  ce  système.  D'ailleurs,  si  les  variables  a,  p,  . . .,  X,  2r,  sont  des  va- 
riables normales,  ces  actions  ne  dépendent  pas  de  la  température  du 
système. 

Journ.  de  Math.  (Y  série),  tome  X.  —  l'asc.  Il,  iSg"}.  2Q 


,^dn- 

o.i 

I-  :3- 

-+- 



O, 

di 

dy- 

\T  à'i' 

dJ 

'^0^ 

-+- 

dp 

" 

o, 

, ,  an- 

dff 

'■'  01 

-+- 

ô\ 

= 

O. 
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Une  fois  Tctal  rlu  syslùiiio  connu,  les  équations  (^,i />/.v),  ((>/>/*), 
(7  />/.?  )  (Ml  foroni  connaiire  l"(''n(Mi;ir,  lonlropie  et  les  coefficients  calo- 
rificpu'p. 


CHAPITRE  II. 

PROI'UIÉTÉS    n'iN     SYSTÈME     E^•    MOUVEMENT. 

1.  Si'fis  dit  mot  nioin'cnii'iil.  —  \oiis  prenons,  dans  ce  Cliapitre, 
le  mot  moiivctnenl  pour  désigner  non  seulement  un  changement  de 
position  dans  res[)ace,  mais  encore  un  changement  d'état  (pielcontpic, 
lors  même  iju'il  ne  serait  accompagné  d'aucun  déplacement.  Ainsi,  il 
Y  aurait  mouvement  si  les  variables  que  nous  avons  désignées  par  «, 
h,  ...,  /  (I"'  Partie,  Chap.  III,  n"  4)  variaient  seules,  les  variables 
a,  ^,  . ..,  X  gardant  des  valeurs  fixes.  De  la  sorte,  le  mot  tnoiivcnicnl 
s'oppose  non  pas  au  mot  repos,  mais  au  mot  ('•quilihrc. 

2.  Mouvement  d'un  système  qui  a  la  même  température  en  tous 
ses  points.  —  Imaginons  un  système  (jui  ail  la  même  tenq)ératurc  en 
tous  ses  points,  cette  température  n'étant  pas  forcément  celle  des  corps 
extérieurs;  ce  système  n'est  pas  en  équilibre;  il  s'agit  de  déterminer 
les  lois  de  son  mouvement'. 

A  chacjue  instant  /,  l'étal  des  corps  extérieurs  est  supj)osé  donné. 
Les  actions  extérieures  qui  agissent  sur  le  système  sont,  en  général, 
des  fonctions  des  variables  a,  {3,  ..  .,  À,  qui  définissent  le  système,  et 
des  variables  (pii  définissent  les  corps  extérieurs;  ces  dernières  étant 
des  fonctions  données  de  /,  les  actions  extérieures  sont,  en  définitive, 
des  fonctions  données  de  a,  [i,  ....  A,  ^;  nous  les  désignerons  pai- 

A'Ca,  ?....,  A,/), 
B'(a,;i,  ,..,A,^), 

L'(a,^,  ....A./). 
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Posons,  pour  aljréger, 

,_d'X  ri,       '   d^  -.'_'/'• 

Lorsque  le  système  esl  en  équilibre,  on  a  [Chap.  I,  égalités  (aS)], 


A' f  =  O)        B' i^—o,        ...,        L'— ^=o. 


D'autre  pail,  on  a  identitpienient 

0%  d    (}$. 


<m 

d    Je 

dt 

d  Ot 

àyi 

dl  à^'           ' 

à? 

dt  dl'     '  "' 

■'       ù\      dt  d\'  '~^' 

On  a  donc,  dans  le  cas  où  le  système  est  en  équilibre, 

I  à'-i  i)--t         dt  on  ' 

1    R'  _  '^"^         ^  _  il  f^  — 

(1)  ;        w^^  d^'^  dt  d'^'  ^"' 

f    T  ,       di        d%  ^   d   d&  __ 
\  d}.~^dï~  dt  ôï'  ~  "• 

Lorsque  le  système  n'est  pas  en  équilibre,  il  n'est  pas  certain  que  ces 
égalités  soient  vérifiées;  les  premiers  membres  pourront  avoir  des  va- 
leurs différentes  de  o  ;  désignons  par  —  /a,  —  y^,  . . . ,  —  fi  ces  valeurs  ; 
nous  pourrons  écrire,  sans  aucune  hypothèse, 

d{'^-^)         d  0%         , 

,  ()(®  — J)         d   dZ  .  _ 

(2)  df~  ~  d'tW'^  ■^^^~°' 


Les  quantités  /,,  f^,  ...,  fi  seront  nommées  les  résistances  pas- 
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.v/iv'.v  i|iic  lo  sysli'iuc  a  à  surmoiUer;  la  (juaiiliLc 

se  iioiuiiic  le  lr(n-(iil  rlcnii'iilaii-f  des  /■csish/zicrs  fiassurs. 

.Tusquici,  nntis  l'avons  dil,  les  é(|ualions  (2)  n'onl  rien  d'hypollic- 
tiquo;  elles  ne  prennent  un  caraclère  liypollictiquc  qu'à  partir  du  nio- 
inenl  où  nous  assignons  une  forme  particulière  aux  résistances  passives; 
or,  voici,  à  cet  éj;ard,  (juelles  suppositions  nous  ferons  : 

Prkmikre  convention.  —  Les  résistances  passives  /„,  /p,  ...,  fi 
rlépcndenl  nnifpienient  des  vaiiaMes 

,_    dot  f  d'^  .  rf>, 

""-It'  ^   ~  dt'  •■•'  ^-^dt' 

relatives  au  système,  et  des  variables  analogues  relatives   aux   corps 
exléi'ieurs. 

Deuxième  convention.  —  Les  résistances  passives  ne  changent  pas 
de  valeur,  si  Fou  change  la  position  absolue  ou  le  mouvement  absolu 
du  système  complexe  formé  par  le  système  étudié  et  les  corps  qui  lui 
sont  étrangers;  elles  ne  tlépendent  que  de  hi  posilion  relalni'  des  par- 
ties du  système  el  des  corps  étrangers,  du  mouvement  relatif  des  par- 
ties du  système  el  des  corps  étrangers. 

Comme  toutes  les  hypothèses  c{uc  nous  faisons,  ces  suppositions, 
bien  cjue  très  naturelles,  n'onl  rien  de  logiquement  nécessaire;  elles 
ne  peuvent  être  vérifiées  qu'en  constatant  l'accord  des  conséquences 
des  équations  (2)  avec  les  faits  d'expérience. 

Lorsque  l'état  des  corps  extérieurs  est  donné  à  chaque  instant  /,  les 
résistances  passives  deviennent  des  fonctions  des  variables 

a.      ^,      ...,      X,      S,      a',      p',      ...,      A',      t. 

Les  écjualions  (2)  devicnncnl  alors  des  équations  différenlielles  du  se- 
cond ordre,  qui  délermineraient  les  vnlcurs  des  variables  a,  p,  ...,  A, 


/ 
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&,  en  roiiclion  de  /,  el,  jiarlaiit,  le  mouvement  du  système,  si  elles 
étaient  en  nombre  suffisant;  mais  le  nombre  des  vai-iabies  dont  il 
faut  déterminer  la  valeur  à  chaque  instant  excède  d'une  unité  le 
nombre  des  équations  du  mouvement  fournies  par  la  Thermodyna- 
mique ;\\  faudra  donc,  pour  compléter  la  mise  en  équations  du  pro- 
blèip.:,  emprunter  une  dernière  écjuation  à  une  tliéoine  physique  étran- 
ère  à  la  Thermodynamique;  telle  serait,  par  exemple,  l'équation 


qui  ferait  connaître  à  clu'upie  instant  la  température  du  s\  stème. 

5.  Coefjicients  calorifiques  d'un  système  en  mouvement.  —  Les 
coefficients  calorifiques  d'un  système  animé  d'un  mouvement  quel- 
conque sont  définis  par  les  ég-ahtés  [I'"  Partie,  Chap.  III.  éi^ali- 
tés(i2)], 

E^ T-  +  :77  T-'  —  ^^  =  ER^, 

«a  C/3C  ctt  t/3t  "' 


Eg  =  EC'. 

Mais  on  a  [Chap.  I,  égalités  (i)], 

EU  =  J  +  EF(&)S. 
Les  égalités  (3)  peuvent  donc  s'écrire 

S-'5?  +  S»  +  EF0)f-A-=ER„ 


dX        d/-         dt  ai  ■'  ok  '■' 

g  +  EF(&)|+EF(&)S  =  Ee, 
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OU  bien,  en  lenaiit  cuniple  des  égalités  (2)  du  présent  Chapitre  cl  de 
l'égalité  (5  his)  du  Chapitre  I, 


ER;=:EF(&);jf +/„ 


'    EC'=EF(&)5- 

^       os 


Soient  ]\^,  Rp,  ...,  R),  Clés  coefficients  calorifiques  du  système  en 
équilibre  dans  l'état  (a,  [3,  . . .,  À,  S).  Si  nous  comparons  les  égali- 
tés (4)  que  nous  venons  d'écrire  aux  égalités  (3  )  du  Chapitre  1,  nous 
aurons 


(5) 

r;=Hx 

C'=C. 


Ë' 


La  chaleur  spccijiyue  d'un  syslènic  pris  dans  un  tilal  détcrnuné 
est  la  môme,  que  le  système  soit  en  équilibre  ou  en  mouvement;  si 
l'on  considère  une  variable  autre  que  la  température,  le  coefficient 
calorifique  correspondant  à  cette  variable  n'a  pas  la  même  valeur, 
selon  que  le  système  est  en  équilibre  ou  en  mouvement;  la  seconde 
valeur  surpasse  la  première  d'une  quantité  équivalente  à  la  résis- 
tance passive  qui  correspond  à  cette  variable. 

i.  Propriété  fondamentale  des  résistances  passives.  —  Soient  A, 
B,  ...,  L  les  actions  extérieures  qui  maintiendraient  le  système  en 
équilibre  dans  l'étal  (a,  p,  . . .,  X,  &);  ces  forces  sont  données  par  les 
égalités  (4  bis^  du  Chapitre  I. 
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Les  t'galitos  (^2)  peuvent  sécrire 

A-A_-  _  +  ___/,, 

(G)  l^  -^  =  -à^-^dïW~-^^' 


I  T    t)Z         d   àZ  r 

ôk         dt  à/,'       ■'  ' 


Nous  donnerons  aux  (|uanlilés  (A'  —  A),  (B'  —  B) (  L  —  L) 

le  nom  i\  actions  efficaces  exercées  sur  le  système;  à  la  ([uanlilè 

(A'  -  A)^/'y.  4-  (B'  -  B)f/[i  -^. . .+  (  L  -  L)  d'k 

le  nom  de  trcnaii  efficace. 

T.es  égalités  (6),  multipliées  respectivement  par  ^/x,  d'^,  . .  .,  c/>.,  cl 
ajoutées  membre  à  membre,  nous  donnent 

K  A'  -  A  )  (ly.  -+-  { B'  -  B  )  d[-i  + . . .  +  ^  L'  -  L  )  d\ 
^  7  ^  I       =  ./£  ^-  (A  dy.  -h  /p  r/;^  + . . .  +  y,.  c/X  ) . 

Cette  égalité  obtenue,  voici  rhypotlièse  fondamentale  cpie  nous 
ferons  : 

lIvroTHÈsE.  —  Le  travail  efficace  des  ctctions  extéi-ieures  à  un 
système  est,  dans  toute  transformation  réelle,  au  moins  égal  à 
l' accroissement  de  force  vive. 

D'après  celte  hypothèse,  on  a,  dans  toute  transformation  réelle, 

(  A'  -  A  )  dy.  +  (  B  -  |]  V/?  + . . .  +  (  L'  -  L )  d\  >  dt , 

et,  par  conséquent,  d'après  réj;alité  (7), 

(  8  )  fy.  dy.  +  /p  ^/j3  + . . .  +  /,.  r/A  <  o . 

L'hypothèse  précédente  écpiivanl  donc  à  la  proposition  suivante  : 

Dans  foute  Irausformation  réelle  d'un  système,  le  travail  des  ré- 
sistances passives  est  uul  ou  négatif. 
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Multiplions  de  iiil'uic  par  dy.,  f/JÎ,  .  ...  c/a,  dz  les  deux  membres 
des  équations  (4)  et  ajoutons  membre  à  membre  les  résultats  obtenus; 
nous  aurons 

E(R; rfa  +  Rp 4  +  .  .  .  +  li;  (Ck  ^Cd'h) 
=  EF(&)  f/S  +/a  da.  4-/p r/^  +  . . .  +/)  d\ 

ou  bien,  en  désignant  par  d(^  la  (juanlili- de  clialeur  dégagée  [)ar  le 
système  dans  une  transformation  élémentaire, 

(f))        Er/Q  =  -  EF(S)  dS  -  {f^d%  +f^d'^  4-. .  .  +  />  r/X). 

Écrivons  une  semblable  égalité  pour  tous  les  éléments  d'un  cycle 
fermé  et  ajoutons  membre  à  membre  toutes  ces  égalités,  après  avoir 
divisé  les  deux  membres  de  chacune  d'elles  par  F(&);  comme  l'inté- 
grale 

/rfS. 
étendue  à  un  cycle  fermé,  est  égale  à  o,  nous  aurons 

J   F(S)  Ej  F(S) 

La  quantité  (f^dx-h/^d'^  -h.  .  .-\-/idX)  ne  pouvant  jamais  être 
positive,  on  voit  que,  pour  tout  cycle  fermé  réel,  on  a 


(.0)  / 


— ^^  ^o. 


F(S)  = 


Cette  inégalité  célèbre  est  due  à  Clausius. 
Clausius  a  donné  à  la  quantité 

-(/,./a+/pr/i3 +...  +  . A  f/X), 

qui  est  égale  au  travail  des  résistances  passives  changé  de  signe,  et 
qui,  par  conséquent,  n'est  négative  dans  aucune  modification  réelle 
du  svstème,  le  nom  de  travail  non  compensé  acconqali  durant  cette 
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modilîcation.  La  quantité  EF(&)  dS  est  au  contraire,  pour  lui,  le  Ira- 
lail  compensé  accompli  durant  cette  même  modification. 
D'après  les  égalités  (2),  on  a 

-  (/^  (h.  ^  /p  f/p  + . . .  +  /) ,/ A  ) 
=  A'doL  +  B'(r^-\-...-h  V d\ 

-  (  T.  ^'-  +  %  <3  +  •  •  ■  +  S  '''')  -  ^^^  ' 

ou  bien,  en  désignant  par  f/c  le  travail   des  actions  extérieures  au 
système, 

( .  I  )      -  (/,  f/a  +  /«  r/;3  + . . .  4-/,.  dX  )=ds-  dH  -  (/-7  -^  t!  'f~- 

Dans  le  cas  où  la  modification  est  isotliermique,  d'z  est  égal  à  o, 
et  l'égalité  (i  i)  devient 

(  I  I  hi.s)      -  (f,  dy.  -+-  /,,  d'^  -H  . . .  +  /x dX)  =  dG  -dZ-  d.i. 

Pour-  calculer  le  travail  non  compensé  accompli  dans  une  modi- 
fication isothermique,  prenez  le  travail  externe  et  retranchez-en 
la  somme  des  accroissements  de  la  force  vive  et  du  potentiel  ther- 
modynamique interne.  Ce  théorème  a  de  fréquentes  applications. 

Appliquons  l'équation  (9)  aux  transformations  d'un  système  isolé 
dans  l'espace  ;  pour  un  pai-eil  système,  nous  avons,  par  définition, 

d(l  ^  o. 

L'équation  (9)  devient  donc 

Le  second  membre  ne  peut  être  négatif  pour  aucune  transformation 
réelle  du  système;  donc,  aucune  transformation  réelle  d' un  système 
isolé  ne  peut  faire  décroître  l'entropie  de  ce  système.  On  sait  que 
cette  proposition  est  due  à  Clausius;  il  l'avait  démontrée  seulement 
dans  le  cas  où  la  force  vive  du  système  est  égale  à  o. 

Jour»,  de  Math.  (  î"  série),  tome  X.  —  Fasc    III,   189').  ^^^ 
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5.  Sysù'nie.'i  sans  inscosité.  —  Dans  chaque  cas  parliculicr,  on 
devra  ajouler  aux  liypothèses  déjà  faites  sur  les  résistances  passives 
d'autres  l)V[)ollièscs  propres  à  déleriainer  la  forme  des  fonctions  y^, 

Parmi  ces  hypothèses,  la  plus  simple  que  l'on  puisse  faire,  et  ([ui  est 
celle  que  l'on  essayera  toujours,  au  moins  comme  première  approxi- 
mation, consiste  à  faire 

(  '  -)  .A  —  "'      f[i  =  *^       •  •  •  '      .A  =  "• 

Lorsqu'on  sup[)Ose  salisfaites  ces  égalités  (12),  on  dit  que  l'on  sup- 
pose le  système  dénuc.  de  viscosité. 

Pour  étudier  les  propriétés  des  systèmes  dénués  de  viscosité, 
dislinpiions  les  variables  a,  [B,  ...,  X,  dont  dépend  la  force  vive  des 
variables  (/,  b,  ..../,  qui  n'y  figurent  pas  5  à  ces  dernières,  doit  être 
adjointe  la  température  &. 

Moyennant  les  égalités  (12),  les  égalités  (2)  deviendront 


(.3) 


(i3bis) 


dit—   ri)       _        'J        <}i 

d\  dl  d'k' 

da 

di 


drf 


+  A'(a,  • 

. ..,  A,  a,  ... 

,/,/;  =  0, 

+  L'(a,  . 

, ..,  A,  a,  ... 

,  /, /)=o, 

,1,  0,  ... 

.,  /, /)  =  o. 

01 


4^' (a,  ...,  A,  a,  .. .,  /, /)==o. 


Ces  équations  sont  moins  nombreuses  que  les  variables  à  détermi- 
ner; pour  achever  de  déterminer  le  mouvement  du  système,  il  faut 
leur  adjoindre  une  dernière  équation  fournie  par  des  hypothèses  spé- 
ciales. 

Ces  équations  appartiennent  à  deux  types  bien  distincts.  Les  équa- 
tions (i3  bis)^  qui  correspondent  aux  variables  «,  ^,  ...,  /,  sont  des 
équations  au  sens  ordinaire  du  mol.  Les  équations  (i3),  au  contraire, 
qui  correspondent  aux  variables  a,  [3,  ...,  X,  sont  des  équations  aux 
dérivées  partielles  du    second  ordre  du  type   donné   par  Lagrange. 
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L'équation  suppléinonlaire,  qui  correspond  à  la  variable  0,  peut  évi- 
demment appartenir  à  un  troisième  type. 

Dans  le  cas  où  cette  équation  supplémentaire  fait  connaître  la  tem- 
pérature en  fonction  du  temps,  ce  qui  a  lieu,  en  particulier,  dans  le 
cas  où  la  température  e^t  constante,  on  peut  traiter  de  la  manière  sui- 
vante le  problème  du  mouvement  du  système. 

On  résoudra  les  équations  (i^  bis)  par  rapport  à  a,  />,  ...,/;  on 
connaîtra  ainsi  a,  b,  ...,  /,  en  fonctions  de  a,  p,  ...,  'k,  Sr,  /  et, 
puisque  S;  est  connu  en  fonction  de  t,  en  fonctions  de  a,  [3,  . . .,  X,  /. 
Si  l'on  reporte  ces  valeurs  des  variables  a,  b,  . . .,  l  dans  la  fonction 
f  (a,  [3, ...,  X,  a,  b,  ...,  /),  celle-ci  se  transformera  en  une  fonction  des 
variables  a,  p,  . . .,  A,  /,  que  nous  désignerons  par 

cj(a,  ?,  ...,1,1). 
De  même,  les  fonctions 

A'(a,  ^,  ...,1,  a,  b,  ...,  l,  l), 

L'(a,  ^,  ...,  A,  a,  b,  ...,  /,  t) 

deviendront  des  fonctions  des  variables  a,  j3,  . . .,  yV,  /,  que  nous  dési- 
gnerons par 

2^,'(y.,^,  ...,!,(), 


r(a,  p,  ...,A, /). 


Les  variables  a,  ,3,  . .  .,  X  seront  alors  déterminées  en  fonction  de  / 
par  les  équations 


(«4)     ■■  

qui  ont  la  forme  la  plus  générale  des  équations  classiques  de  la  Dyna- 
mique. 


2^2 


r.     PUIIF.M. 


I>a  luélhode  c]ik'  nous  \ciioiis  d'indiquer  csl  celle  (]ui  serl  ù  cludicr 
le  mouvement  des  corps  l)ons  conducleurs  électrisés,  des  corps  parfai- 
lemenl  doux  aimantés,  etc. 

Dans  le  cas  du  prohlrnie  r/a-ssif/i/e  de  la  Dynamiqur,  la  <jueslion 
se  présenlc  sous  nue  t'ornie  encore  un  peu  plus  siui|)le.  En  Dyna- 
uiicjue,  on  uiniroduit  pas  la  variable  &;  c'est  supposer  implicitement 
que  la  Iciiipi'ialufc  j^ardc  une  valeur  iinai'iahle;  les  autres  variables 
iulroduiles  lii^ureut  tontes  dans  rex])ression  de  la  force  vive;  le  pro- 
blème est  doue  l'amené  à  finté^ralion  des  équations 


d   ôç        ds 


^i5) 


(|ui  dill'èreul  des  équations  (i4)  en  ce  que  la  fonction  ,f  ne  dépend 
pas  explicilemcnt  du  lenij)s,  tandis  que  la  fonction  \!  en  dépend. 

Le  prol)lème  classique  de  la  Dynamique  se  trouve  ainsi  rattaché 
d'une  manière  logique,  à  litre  de  cas  particulier,  à  la  Thermodyna- 
mique. Nous  avons  signalé  (i'*  Partie, .Chap.  III,  n"  4)  une  méthode 
qui  s'offrait  pour  opérer  ce  rapprochement  et  nous  avions  marqué  en 
quoi  celle  méthode  laissait  place  au  doute.  Nous  voyons  maintenant 
que  cette  méthode  conduirait,  en  général,  à  des  résultats  inexacts;  en 
efl'et,  elle  conduirait  à  remplacer,  dans  les  équations  (i5),  le  potentiel 
thermodynamique  interne  ,f  par  le  produit  EU  de  l'énergie  interne  et 
de  l'équlvalenl  mécaui(jue  de  la  chaleur;  et  ces  deux  fonctions  ne 
sont  ])as  ordinairement  égales  entre  elles. 

Il  est  cependant  un  cas,  particulier  eu  théorie,  mais  à  peu  près  le 
seul  ipie  l'on  traite  dans  la  Dynamique  classitpie,  et  principalement 
dans  la  Mécanique  céleste,  où  les  deux  méthodes  conduisent  à  des  ré- 
sultats identiques. 

Concevons  un  système  formé  d'un  certain  nombre  de  parties  indé- 
pendantes 1,2,...,  «,  doul  chacune  peut  se  déplacer  dans  l'espace, 
mais  en  gardant  un  état  invariable.  Soient  Y,,  Y^,  ...  Y„,  les  éner- 
gies internes  de  ces  diverses  parties,  qui  sont  des  constantes;  soient 
^f,,  ij,  . .  .,  i„  les  potentiels  ihermodynamiques  internes  de  ces  parties, 
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qui  sont  également  des  constantes.  JNous  savons  que  nous  avons  d'une 
part  (I'^  Partie,  Chap.  III,  n"  2), 

U  =  Y, +V,+...+ Y„  +  T 

et,  d'autre  paît  (IIP  Partie,  Cliap.  I,  n°2;, 

i  =  .î,  +  Jo  -4-  . . .  4-  i„  -+-  ET, 

E^'  étant  l'une  des  déterminations  du  polcntid  des  actions  mu- 
luelles  des  parties  j,  2,  . . .,  //,  celle  qui  s'annule  lorsque  ces  parties 
sont  infiniment  éloignées  les  unes  des  autres.  Los  trois  cpiantités 
,f,  EU,  E^',  ne  dinV'rcnt  donc  les  unes  des  autres  que  par  des  con- 
stantes. 

Ainsi,  pouf  écj-irc  les  cqiiatioits  du  /i>oi/vcmr//t  d'un  système 
formé  de  parties  i/idépendantes  qui  se  déplacent  sans  changer 
d'état,  on  peut  substituer  les  unes  aux  autres,  dans  les  équations 
de  La  grange,  les  trois  fonctions  suivantes  : 

Le  potentiel  thermodynamique  interne; 

Le  produit  de  l'énergie  interne  par  l'équivalent  mécanique  de 
la  chaleur  ; 

Le  potentiel  des  actions  mutuelles  des  diverses  parties  ilu  sys- 
tème. 

En  dehors  de  ce  cas  particulier,  une  pareille  substitution  entraîne- 
rait en  général  une  erreur;  celte  erreur  a  été  commise  fréquemment. 

Revenons  aux  propriétés  générales  des  systèmes  dénués  de  visco- 
sité. Pour  un  semblable  système,  les  équations  (4)  deviennent 

Dans  un  système  dénué  de  viscosité,  les  coej/îcie/its  calori- 
fiques ont  la  même  valeur,  que  le  système  soit  en  équilibre  ou  en 
mouvement. 
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De  ces  équations  (i6),  on  déduit 

p-^  (R;  f/a  -f- . . .  +  R;  d^  +  C  dS:)  =  r/S, 

ou,  en  désignant  par  dQ  la  ([uanlité  de  chaleur  dégagée  dans  une  mo- 
dification élémentaire, 


F(&) 


f/S. 


En  intégrant  celte  équation  pour  un  cycle  fermé,  on  trouve  la  pro- 
position suivante  : 

Lo7:sf/i/'i//i  .sy.s/rme  dénué  de  viscosité  parcourt    ré<dleniciit  u/i 
cycle  fermé,  ou  a,  pour  ce  cycle  entier, 


f 


dO 

-1T-.    =   O. 


F(5) 


Appliquons  les  équations  (i6)  à  un  système  formé  de  n  parties  in- 
dépendantes qui  se  déplacent  les  unes  par  rapport  aux  autres  en  gar- 
dant un  ('tat  invariable.  Désignons  par  Z,,  Z^,  ...,  -„  les  entropies 
de  CCS  diverses  parties,  qui  sont  des  constantes.  Nous  aurons  [Chap.  I, 
égalité  (21   /ns)\, 

S  =  2,  4- !,  +  ...+  !„; 

Tentropie  du  système  sera  aussi  une  constante;  les  équations  (16) 
nous  donneront  alors  la  proposition  suivante  : 

Lorsqu'un  système  est  formé  de  parties  indépendantes  qui  se 
déplacent  sans  changer  d'état,  tous  les  coefficients  calorifiques  de 
ce  système  sont  égaux  à  o. 

Ce  théorème  nous  fait  comprendre  pourquoi  la  méthode  indiquée 
dans  la  I'"  Partie  (Cliap.  III,  n"  -i)  pour  relier  le  ])rol)lènic  classique 
de  la  Dynamique  à  la  Thermodynamique  devient  légitime  dans  ce 
cas  particulier. 

Pour  terminer  ce  qui  concerne  les  systèmes  dénués  de  viscosité, 
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énonçons  une  conjecture.  Il  nous  semble  probable  que  Ton  pourra, 
dans  tous  les  phénomènes  physiques,  admellre  la  supposition  sui- 
vante : 

Les  rrsistances  passives  qui  coirespondent  aux  variables  «,  b,  ..., 
/,  qui  lie  figurent  pas  dans  l'expression  de  la  force  vi^e,  sont  tou- 
jouj-s  égales  à  o. 

On  pourrait  alors,  en  toutes  circonstances,  remplacer  les  égalités  (2) 
par  les  égalités 


(•7)  

ï  d{'f  —  g)  d   J? 

I         ul  (il  OV 


A, 


(.8) 


0^  -  -^  ' 


âi 


Ce  serait  la  forme  générale  des  équations  de  la  Thermodynamic|ue 
pour  un  système  de  température  uniforme;  nous  le  répétons,  nous  ne 
donnons  cette  hypothèse  qu'à  titre  de  conjecture;  les  développements 
qui  suivent  en  sont  indépendants. 

6.  Système  formé  de  parties  indépendantes  qui  ont  des  tempé- 
ratures différentes.  —  Nous  allons  maintenant  examiner  un  cas  beau- 
coup plus  général  que  tous  ceux  qui  précèdent;  nous  allons  étudier 
un  système  formé  d'un  nombre  quelconque  de  parties  indépendantes 
les  unes  des  autres;  nous  supposerons  que  la  température  de  chacune 
de  ces  parties  soit  uniforme  à  chaque  instant,  tout  en  étant  suscep- 
tible de  varier  d'un  instant  à  l'autre;  nous  ne  supposerons  pas  que 
cette  température  ait  à  chaque  instant  la  même  valeur  pour  toutes 
ces  parties. 

Pour  ne  pas  compliquer  inutilement  les  écritures,  nous  considérerons 
seulement  deux  parties  indépendantes,  cjue  nous  désignerons  par  les 
indices  1  et  2. 
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Soient  a,,  ji},,  ...,  A,,  2r,  les  variables  normales  qui  définissent 
Félat  de  la  partie  i,  y  compris  sa  position  absolue  dans  l'espace  ;  soient 
a^,  ^o,  ...,  Xj,  3.,  les  varial)les  normales  qui  définissent  Tétat  de  la 
partie  2,  y  compris  sa  position  absolue  dans  l'espace. 

L'énergie  interne  du  système  aura  une  valeur 

Soit 

A',  r/a.  +  15,  d'^,  4-. . .+  L;  dl,  -+-  Al  dy..  +  B;  d%  +  .  . .  +  L;  d\ 

le  travail  virtuel  des  actions  extérieures  qui  agissent  sur  le  système. 

Chacune  des  deux  parties  i  et  2  peut  être  regardée  comme  un  sys- 
tème indépendant.  Le  travail  virtuel  des  actions  extérieures  à  chacun 
de  ces  deux  systèmes  est  représenté  par  les  expressions 


avec 


a;  r/a, 

-^\i\d% 

-+-...  4-  L',  (Fk , , 

A.,  dy... 

+  b;  d%. 

-h.  .  .+  L',  d'k^. 

1  a;  =  A'i  - 

17    dXy. 

a:,  =  a:    e  '^^'' 

(  l;  =  K  - 

l:,  =l;     e'^^^- 

-               -                  ÙKi 

(20) 


La  partie  i  forme  un  système  indépendant,  de  température  uni- 
forme, cette  température  n'étant  pas  forcément  la  même  que  celle  des 
corps  étrangers;  on  peut  appliquer  à  ce  système  les  considérations 
exposées  dans  les  paragraphes  précédents;  il  admet  un  potentiel  ther- 
modynamique interne  ,f,,  et  l'on  a,  à  chaque  instant, 

(21) 


""  dli      ~         dl  dl\  —      '        •^'■' 
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On  a  de  môme,  en  désignant  par  fo  le  potentiel  llierniodynainicjne 
interne  du  système  2, 


(2!  (lis) 


d  (  J,  —  <£.  )        <^  <^<^'  _  T  '    ,    /■ 

'dï,       ^  rj;  ;;■/■„  ~  ^  "^  ■'■'-• 


Tenons  compte  des  égalités  (20);  observons  qne  J,  ne  dépend  pas 

de  OL.,,  ^j,  .  . .,  'k.-,,  non  plus  que  J'^  de  a,,  [il ,  A,  ;  que  £,  ne  dépend 

pas  de  a^,  fi,,  .  . .,  >vo,  a',,  [î!,,  . . .,  7.',,  non  pluscpie  (L-,  de  a,,  ^,,  ...,  A,, 
^'p  ?.'  •••'  "''^i  ;  posons 

(22)  a::=(î:,^£,, 

(23)  J=   J,  -H  Jo  H-  E\,._,, 


et  nous  pourrons  remplacer  les  égalités  (21  )  et  (21  bis)  par  les  éga- 
lités 


(J(.f— £)  d    àt 


d'^i  dt  di\ 


^  =K-^J\,^ 


(2i) 


il  iî 

d    (K^ 
di  iK, 


Ces  égalités  (24)  sont  tout  à  fait  de  même  forme  que  les  égalités  (  2) 
([ui  régissent  le  mouvement  d'un  svstèine  de  tenq)érature  uniforme; 
leur  nombre  est  inférieur  de  deux  unités  (de  11  unités,  si  le  svstèmi-  se 
compose  de  n  parties  indépendantes)  au  nombre  des  variables  dniii  les 
valeurs  doivent  être  déterminées  en  fonctions  du  temps.  On  devra 
donc  leur  adjoindre  deux  équations  empruntées  à  des  considi'ralious 
étrangères  à  la  Thermodynamicpie ;  telles  seraient,   par  exemple,  les 

Journ.  de  Matli.  (/(•  série),  tome  X.  —  Kasc,  III,  if^ij'i.  '• 
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deux  équations 

(25)  ^.  =  ?,(/),         ^.=  r^(/)> 

qui  feraiciil  connaître,  à  chaque  instant,  la  température  de  chacune 
des  deuv  parties  indépendantes  dont  se  compose  le  système. 

Calculons  la  (piantité  de  chaleur  dQ  dégagée  par  le  système  durant 
une  modification  élémentaire. 

Nous  avons  (I'*  Partie,  Chap.  lil,  n"  5) 

dQ,  et  dQi  étant  les  quantités  de  chaleur  dégagées  par  les  parties  i 
et  2,  durant  la  même  modification. 

Soient  S,,  S.  les  entropies  des  parties  i  et  2.  Nous  aurons  [éga- 
lité (9)], 


(26) 


EdQ,  =  -  E  FC~,)dS,  -  (/,  ,/a,  +  /;,,  r/i,  +  . . .  +  /,,  r/A,  ), 
EdQ,  =  -EV(':7.,)dS,-  {f^,  de.., 4-  f^, d'(j^  +  ...^ J\ d'K.) . 

Nous  déduisons  de  ces  égalités  (26) 


F(-r,)        F(S,) 


-r/(S,  +  So) 


\~"f  J  EF(2r,) 

I  /a,  f'^ï'+Zp,  <^?., -H.  .  .+/X.  rfX, 

l  ~^  tV^)  ^" 

Intégrons  cette  égalité  (27)  pour  un  cycle  fermé,  et  nous  aurons  cette 
généralisation  du  théorème  de  Clausius,  due  à  M.  H.  Poincaré  : 

Lorsqu' un  système  formé  de  n  parties  indépendantes,  dont  cha- 
cune a  une  température  distincte,  mais  uniforme,  décrit  un  cycle 
fermé,  on  a 

Dans  le  cas  particulier  où  le  système  est  dénué  de  viscosité,   le 
signe  d' inégalité  disparait. 
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On  voit  ainsi  comment  plusieurs  des  propriétés  d'un  système  de 
température  uniforme  s'étendent  à  un  système  composé  de  parties 
indépendantes,  portées  à  des  températures  différentes  les  unes  des 
autres. 


CHAPITRE  III. 


LES    LIAISONS. 


1.  Liaisons  biialcrales  et  liaisons  unilalcrales.  —  Imaginons  un 
système  formé  de  parties  séparées,  indépendantes  les  unes  des  autres. 
Pour  simplifier  et  préciser  les  raisonnements,  sans  d'ailleurs  nuire 
à  leur  généralité,  réduisons  le  nombre  de  ces  parties  à  deux  et  dési- 
gnons-les par  les  indices  i  et  2. 

Supposons  chacune  de  ces  parties  de  température  uniforme  et  défi- 
nie par  des  variables  normales;  soient  a,,  fi,,  . . .,  A,,  o,,  Z>, ,  . . .,  /,,  27, 
les  variables  normales  qui  définissent  la  partie  i  et  a^,  p^,  . . .,  Xo,  a^, 
Z>2,  . . .,  /o,  &2  les  variables  normales  qui  définissent  la  partie  2. 

Imaginons  que,  par  un  déplacement  continu,  on  amène  ces  parties 
au  contact.  Tandis  que  ces  parties  tendent  à  se  mettre  au  contact,  les 
variables 

a.,      ...,      A,,      a.,,      ...,      /o,      z., 

tendent  vers  des  valeurs  limites,  et  nous  admettrons  que  la  connais- 
sance de  ces  valeurs  limites  suffit  à  déterminer  l'état  du  système  au 
moment  où  le  contact  est  établi. 

Cela  revient  à  faire  I'iiypothèse  suivante  :  L'état  du  système  au 
moment  où  les  parties  i  et  1  sont  contiguës  diffère  infiniment  peu 
de  l'état  du  système  au  moment  où  ces  parties  sont  infiniment  près 
de  se  toucher.  Ce  qui  va  suivre  ne  pourrait  s'appliquer  à  un  système 
pour  lequel  on  ne  supposerait  pas  vérifiée  celle  hypothèse. 

En  général,  une  fois  le  contact  établi,  les  parties  i  et  2  cessent  d'être 
indépendantes. 
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En  premier  lieu,  il  est  parfois  possible  d'imposer  au  système,  une 
fois  le  conlacl  élabli,  des  modifications  virtuelles  dans  lesquelles  Tétat 
de  chacune  des  parties  i  et  2  éprouve  des  variations  qui  seraient  incon- 
cevables si  ces  parties  n'étaient  pas  contiguës. 

Si,  par  exemple,  les  parties  i  et  2  sont  des  corps  électrisés,  la  dis- 
Iribulion  électrique  peut  varier  sur  chacune  d'elles,  mais,  tant  qu'elles 
sont  séparées,  la  charge  totale  de  chacune  d'elles  demeure  forcément 
constante;  au  contraire,  lors(pic  le  contact  est  établi  entre  elles,  la 
charge  totale  de  l'une  peut  diminuer,  pourvu  que  la  charge  de  l'autre 
augmente  d'une  quantité  égale. 

De  même,  lorsque  les  parties  i  et  2  sont  au  contact,  il  peut  se  faire 
(pi'elles  se  mélangent  l'une  à  l'autre,  modification  inconcevable  tant 
(|u'elles  sont  séparées. 

Laissons  de  côté  ces  cas  où  le  contact  des  diverses  parties  introduit 
de  nouveaux  modes  de  variation  dans  le  système;  supposons  que,  dans 
toute  variation  virtuelle  du  système,  chacune  des  deux  parties  i  et  2 
éprouve  une  modification  qui  serait  encore  une  variation  virtuelle  de 
cette  partie  si  elle  était  isolée;  ces  deux  parties  ne  seront  pas,  néan- 
moins, deux  systèmes  indépendants. 

En  effet,  une  fois  le  contact  établi,  les  déplacements  virtuels  de  cha- 
cune de  CCS  deux  parties  ne  sont  plus  absolument  arbitraires;  ces  dé- 
placements virtuels  peuvent  ou  bien  maintenir  le  contact  des  parties, 
ou  bien  faire  cesser  ce  contact  soit  en  certains  points,  soit  en  totalité, 
ou  bien  encore  établir  de  nouveaux  contacts;  mais,  puisque  nous 
excluons  l'hypothèse  du  mélange,  ils  ne  doivent  pas  tendre  à  faire  pé- 
nétrer les  deux  parties  l'une  dans  l'autre,  à  amener  en  un  même  lieu 
une  portion  de  l'une  et  une  portion  de  l'autre. 

Cherchons  une  méthode  analytique  propre  à  exclure  les  déplace- 
ments qui  amèneraient  les  deux  parties  à  se  pénétrer. 

Imaginons  que  la  surface  S, ,  qui  termine  la  partie  i ,  et  la  surface  So, 
qui  termine  la  partie  2,  soient  en  contact  en  un  certain  point  p.  Soient 
/),  le  point  matériel  de  la  partie  i  et  p^  le  point  matériel  de  la  par- 
tie 2  qui  se  trouvent  en  p.  Soient  N,,  Nj  les  normales  en  p  aux  sur- 
faces S,,  S.,,  dirigées  respectivement  vers  l'intérieur  des  parties  i  et  2. 
Pour  qu'un  déplacement  (Sx-, ,  oy^ ,  â^,)  du  point  p^  et  un  déplacement 
(oxj,  â^y-j,  0^2)  du  point  p^  amènent  les  parties  i  et  2  à  se  pénétrer  au 
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voisinage  de  ces  points,  il  faut  cl  il  siiflit  que  Ton  ait 

cos  (  N , ,  X  )  ox I  +  cos  (  N I , /)  o>' ,  +  cos (  i\ , ,  -  )  o: , 
-h  cos(No,  x)  cx.,  +  cos(ÎN\,  v)  0)-.  -1-  cos(N.,  s)  o::o<  o. 

On  exclura  donc  les  déplacements  qui  tendraient  à  faire  pénétrer  les 
deux  corps  l'un  dans  l'autre  en  imposant  aux  déplacements  virtuels  la 
condition 

cos(>J|,  x)  ox,  -+-  cos(N,,y)  ùy,  -h  cos(N|,  :)  or, 
-I-  cos(No,  x)ox.,  -h  cos(^2-iy)^y->  -+-  cos(.\2,  :)  ojo^o. 

Or  àx\,  ày,,  ùz,  s'expriment  en  fonction  linéaire  et  homogène  de 
oa,,  ...,  àX,;  ox.,,  ày2,  oz.,  s'expriment  en  fonction  linéaire  et  homo- 
gène de  ûa^,  ...,  c\  [!"■  Partie,  Çhap.  I,  égalités  (2)].  La  condition 
précédente  peut  donc  s'écrire 

M,  ox,  +■  X,  o[3,  +...-I-  P,  oA, 
+  M,  5a,  +  N,  0^,  + . . .  +  P,  rA,l  o, 

M,,  N|,  ...,  P,  étant  des  fonctions  des  variables  a,,  [ii,,  ...,X,  etM^, 
Nj,  . . .,  P.,  étant  des  fonctions  des  variables  ce.,,  ''^.,,  . . .,  A,. 

Ainsi,  les  déplacements  virtuels  d'un  système  formé  de  diverses 
parties  au  contact  sont  soumis  à  un  certain  nombre  de  conditions  de 
la  forme 

[  M,  ox,  H-. .  .4-  P,  oA,  -f-  yi.  ox..  -)-...+  Po  oAo^o, 

( '  )         ,  yi\  07.,  ^ . . .  +  p;  OA,  +  m:  oa, + . . .  +  p;  o}.,> o, 


que  l'on  nomme  les  condilions  de  liaisons  du  système. 

Si  l'on  voulait  conserver  seulement  les  déplacements  virtuels  qui 
n'altèrent  pas  le  contact  des  parties  i  et  2,  on  devrait  remplacer  les 
conditions  (p)  par  les  équations 

i   M,  07.,  +...-+-  P,  oA,  -f-  Mo  oa,  -)-...  +  P,  oA,  =  o, 

(  ^  )       .  m;  oa ,  + . . .  +  p;  a,  +  m;  oa, + . . .  +  p:  o  a,  =  o, 
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Lorsqu'on  exclut  les  déplacements  virtuels  qui  feraient  cesser  un  con- 
tact, lorsque,  par  conséquent,  on  suppose  tous  les  déplacements  vir- 
tuels soumis  aux  équations  (2),  on  dit  que  le  système  est  soumis  seule- 
ment à  des  liaisons  bilatérales;  dans  ce  cas,  si 

oa,,      ...,      oA|,     cao,      ...,     oAo 

est  un  déplacement  virtuel  du  système, 

(-oa,),     ...,     (-01,), 
(- «;aj),      ...,     (-0A2) 

est  aussi  un  déplacement  virtuel  du  système,  en  sorte  que  tous  les  dé- 
placements virtuels  du  système  sont  renversables. 

Lorsque,  au  contraire,  on  laisse  libres  les  déplacements  qui  peuvent 
faire  cesser  des  contacts,  les  liaisons  du  système,  exprimées  par  les 
conditions  (1),  sont  dites  liaisons  unilaU'rales;  les  déplacements  vir- 
tuels ne  sont  plus  tous  renversables. 

2.  Energie  interne  d'un  système  à  liaisons.  —  Imaginons  un 
système  formé  de  deux  parties  i  et  2,  susceptibles  d'être  séparées  ou 
au  contact.  Désignons  par  o  l'énergie  interne  du  système  lorsque  les 
deux  parties  i  et  2  sont  au  contact. 

Séparons  infiniment  peu  ces  deux  parties;  l'énergie  interne  du  sys- 
tème prendra  la  valeur 


(3) 


V,(a, A,.'?,,  ...,/,,Sr,)-f- Y,(a,,  ...,\,a.,,  ...,/,,&„) 

W{y.,,  ...,  A,,r/,,  ...,  /,,  a,,  ...,  A,,a,,  ...,4)» 


les  variables  ayant  des  valeurs  infiniment  voisines  de  celles  qui  assurent 
le  contact  des  parties  i  et  2. 

Mais  la  modification  que  nous  venons  de  considérer  change  infini- 
ment peu,  par  hypothèse,  l'état  du  système;  par  conséquent,  l'œuvre 
accomplie  dans  cette  modification  est  infiniment  petite  ;  par  conséquent 
aussi  l'énergie  interne  du  système  varie  infiniment  peu;  la  quantité  t) 
est  égale  à  la  limite  vers  laquelle  tend  la  quantité  (3)  lofsque  les  par- 
ties I  et  2  tendent  à  s'appliquer  l'une  contre  l'autre.  D'où  la  proposi- 
tion suivante  : 

L'énergie  interne  d'un  système  formé  de  plusieurs  parties  en 
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contact  est  égale  à  la  limite  vers  laquelle  tend  l'énergie  interne  du 
système  lorsque  ses  diverses  parties,  séparées  les  unes  des  autres, 
tendent  à  s'appliquer  les  unes  contre  les  autres. 

Prenons  un  système  isolé  formé  de  plusieurs  parties,  dans  un  état  où 
ses  diverses  parties  i  et  2  sont  infiniment  près  d'être  au  contact;  cal- 
culons les  quantités 


\7  '^'''                A 

F'^--\ 

E  '^'*"  -      I 
E  '^'^  -       i 

Ef=      ...., 

ôa,                  -^ 

Calculons  les  valeurs  limites  vers  lesquelles  tendent  ces  quantités 
lorsque  les  parties  i  et  2  tendent  à  s'appliquer  Tune  contre  l'autre  ; 
par  définition,  les  limites  des  quantités  A,,  ...,  L,  ,1,,,  ...,  4^, 
seront  les  actions  que  la  partie  2,  appliquée  contre  la  partie  i,  exerce 
sur  cette  partie  i;  de  même,  les  limites  des  quantités  A,,  ...,  Lo, 
X.,^  ...,  J^2  seront  les  actions  que  la  partie  1  exerce  sur  la  partie  2. 
Les  travaux  virtuels  de  ces  actions  auront  pour  valeurs  respectives 

A,oa,  -t-...-F-  L,oA,  -f-  ,A.,oa,  -[-...-1-  J^,  2/,, 
A  2  Sa.  + . . .  +  L^  oA.  -\-  -i.o  oa.,  -t- . .  .  -1-  JVj  0/. , 

Sa,,  ...,  oÀ,,  07.0,  ...,  oÀo  étant  d'ailleurs  soumis  aux  conditions  de 
liaisons. 

Ce  que  nous  venons  de  dire  constitue  une  définition;  en  elfet,  les 
actions  mutuelles  de  deux  systèmes  i  et  2  n'étaient  définies  jusqu'ici 
qu'autant  que  ces  systèmes  étaient  indépendants  et  ce  n'est  pas  ici 
le  cas. 
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5.  Entropie  et  potentiel  thermodynamique  d'un  système  à  liai- 
sons. —  Iinaf^inons  encore  un  système  formé  de  plusieurs  parties, 
deux  par  exemple,  les  parties  i  et  2,  et  supposons  que  ces  parties 
soient  toutes  à  la  même  température;  ce  système  aura  alors  une  en- 
tropie et  un  potentiel  thermodynamique  interne,  que  les  parties  qui 
le  composent  soient  ou  ne  soient  pas  au  contact.  En  raisonnant 
comme  dans  le  cas  précédent,  on  prouvera  que  /'entropie  et  le  poten- 
tiel thei-ntodynamique  interne  d'un  système  de  température  uni- 
forme, formé  de  plusieurs  parties  enconlart,  sont  égaux  respeeti- 
vcmenl  aux  limites  vers  lesquelles  tendent  Ventropie  et  le  potentiel 
thermodynamique  du  système  lorsque  les  diverses  parties,  isolées, 
tendent  à  s'accoler  les  unes  aux  autres. 

Si  nous  conservons  nos  notations  habituelles,  cette  entropie  s  et  ce 
potentiel  thermodynamique  interne  -f  seront  les  valeurs  limites  des 
quantités 

S  =  I,(a,,  ....  "À,,  « ,  /,,  r)  +  :S,(a,,  ...,  X,,  «,,  .  ..,  /,,  r), 

j==  J,(a A,,  fl,,  •  •  -,  /i.  2^)  -t-  -Toi,''-:! ^a-  ('-^  •  ■  •'  I11  2^)) 

-+-  l'^M'ia,,  . . .,  A,,  a,,  . . .,  /,,  Cf..,, 1,,  a.,,  1.,,  S). 

i.  Equilibre  d'un  .système  soumis  à  des  liaisons  bilatérales.  — 
Imaginons  un  système  formé  de  deux  parties  i  et  2,  entre  lesquelles 
existent  des  conditions  de  liaisons 

,  \1 ,  oa  I  + .  . .  +  l' ,  0  A ,  -I-  M.  07.^  -+-...  H-  V.,  i\.,  >  o, 
('  )  1  ÎNl,  ex,  -h ...  H-  P'  oA,  -H  M',  07.,,  -h .  . .  -^  r.',  oA,  ^'  o. 


Supposons  (}ue  nous  soyons  assuré  d'une  manière  quelconque  que 
le  système  ne  peut  prendre  aucun  mouvement  durant  lequel  quel- 
qu'une des  inégalités 

M,  oa,  -I-. . .  4-  P,  OA,  +  M,  07-,  -^  . . .  -h  P,  0"/.,,  >  o, 

m;o7,  +...+  p,oA,  +  \i'o7,+...4-  p;,oA,>o. 

serait  satisfaite. 
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Dès  lors,  en  remplaçant  les  conditions  de  liaisons  (i)  par  les  équa- 
tions de  liaisons  (2),  nous  sommes  assurés  de  ne  rien  modifier  à  l'étal 
d'équilibre  ou  de  mouvement  du  système;  nous  pouvons  donc  consi- 
dérer le  système  comme  soumis  uniquement  aux  liaisons  bilatérales 

j  M,  ôa,  +. . .+  P,  ^À,  ■+■  M,Sa,4-. . .+  P.SX,  =  o, 

(2)  M'.§a,+...+  P;SA.  +  M'Ja,+...+  P:rX=  o, 


Supposons  que  les  deux  parties  i  et  2  soient  à  la  même  tempéra- 
turc  2r.  Cherchons  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  l'équi- 
libre du  système  cjue  forment  ces  deux  parties. 

Donnons  à  ce  système  un  déplacement  virtuel,  isothermique,  compa- 
tible avec  les  égalités  (2).  Les  actions  extérieures  efîectuent  un  travail 
virtuel  </?  ;  le  potentiel  thermodynamique  interne  subit  une  variation 
oJ;  d'après  ce  que  nous  avons  vu  au  Chapitre  I,  les  conditions  néces- 
saires et  suffisantes  que  nous  cherchons  s'obtiendront  en  écrivant  que, 
pour  tout  déplacement  virtuel  isothermique  du  système,  on  a 

(4)  li=ds. 

Or,  on  peut  écrire 

cIb  =      A,  oa,  -t-. .  .4-  L,f/X<  -h  X,  oa,H-. .  .-\-  J(^,  ol, 
-+-  AjSaj-f-. .  .-\-  h.,dX.,-i-  0,1,2  oao  -+-■■■ -h  ^t^L, 

{^a,        '  c'a,  doi        '  àli       ' 

d^n  ç>  c'^2  5>^  d^i  5.  d^,  ^, 

oci-i       ■^  ÛA-!       "        oa^  au 

doLi  dit  <)ai  dlï 

-i-E-r-    Ôa,   -h... -f-  E^^   SX,  -f-E  -y-   Oa„-|-... -4-   R-ry-  ô/j. 

d^a       "  0X2        "  oa,        '  àh 

Journ.  de  Math.  (4*  série),  tome X.— Kasc.  III,  1894.  "52 
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L'égalité  (4)  peut  donc  s'écrire 


(5)     / 


Mais  cette  égalité  doit  avoir  lieu  non  pas  quelles  que  soient  les  va- 
riations 

Sa,,     ...,     Sx,,     oa,,      ...,     o/,,      oa^,      ...,     SX.,,     Sao,      ...,     S/o, 


mais  seulement  lorsque  les  égalités  (2)  sont  satisfaites. 

Il  faut  et  il  suffît  250ur  cela  qu'il  existe  des  facteurs  H,  H',  ...,  en 
nombre  égal  à  celui  des  écjuations  (2),  cr».? /"ac/cM/**  dépendant  uni- 
quement des  variables  a,,  . . .,  X,,  a^,  . . .,  Xo,  tels  que  l'égalité  (5) 
ait  lieu  quels  que  soient 

oa,,      ...,     ôA|,     o«,,      ...,     o<,, 
oao,      . . .,      oAo,     oa,,      . . .,     0/0, 

lorsqu'on  ajoute  à  son  premier  membre  l'expression 

n  (M,  oa,  H-. . .  4-  P,  SX,  +  M, Sa,  + . . .  +  P,SX,) 

+  n'(M;Sa, +. . .+ p;  sx,  +  M;Sa,+. . .+  p:sx,,) 


En  d'autres  termes,  pour  que  le  système  soumis  aux  liaisons  bilaté- 
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raies  (2)  soit  en  équilibre,  il  faut  et  il  suffit  que  Ton  ait 


1<3) 


A.-Eg+nM.  +  n'M;+...  =  g, 


L, -eÇ  +np,  +n'P', +...  =  ^, 


(7) 


I   A, 


E^ 


d^         d-î, 


da,         dai 


(6  bis) 


A.,  - E ^"  +  nM.,  +  nivi:  +. . .  =  ^ 

ya,  -  -  dot. 


Lo     —    E  -JT-    +  nP.,    +  n    P,    +  .   .  .    =    -TT-  : 

0A2  -  -  C/Aj 


(7   ^'•^) 


Examinons  les  conséquences  de  ces  égalités  (6),  (7),  (6  bis)^ 
(7  bis).  ^ 

D'après  la  définition  des  actions  exercées  par  la  partie  2  sur  la 
partie  i ,  nous  pouvons  dire  que 

sont  les  actions  exercées  sur  la  partie  i  par  les  corps  étrangers  à  cette 
partie.  Nous  voyons  alors  que  les  égalités  (6)  et  (7)  conduisent  à 
l'important  théorème  que  voici  : 

'  Les  conditions  d'cqui/ibre  d'un  systènip  qui,  au  lieu  d'être  indé- 
pendant, présente  des  liaisons  bilatérales  avec  les  corps  qui  Venvi- 
ronnent  s'écrivent  comme  les  conditions  d'équilibre  d'un  système 
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indépendant,  pounu  qu'aux-  forces  extérieures  auxquelles  ce  sys- 
tème est  soumis  on  adjoigne  des  forces  fictives 

i  F„,  =  nM,  +  n'M;  -+-..., 

(«)  • 

(f^,  =np.  -+-n'P.  +.... 

Ces  forces  fictives,  nonu/K-rs  forces  de  liaisons,  ne  dépendent  que 
des  variables  qui  fixent  la  position  relative  du  système  et  des  corps 
extérieurs,  et  non  des  variables  qui  changeraient  l'état  du  système 
ou  des  coips  extérieui-s  sans  faire  varier  leur  position  relative. 

Le  Iravail  vii'tuel  des  forces  extérieures  de  liaisons  appliquées  au 
système  (i)  a  pour  valeur 

F,  oa,  +  ...+  F,  oA,  =       (nu,  +nM;  +...)ôa, 


+  (iip,  +np,  +...)oA 


Le  système  i  exerce  de  même  sur  les  corps  extérieurs  des  forces  de 
liaison 

i  F,^  =  nM,  +  n'M, +  ..., 

(8  bis)  - 

(  F^,  --=up,  +n'p;  -+-..., 

dont  le  travail  virtuel  a  pour  valeur 

F„/:a,  +  . . .+  l\rA,  =      (UM,  +  n'Ml  +  . . .  )  oa^ 


+  (np, +  n'P:4-...)oX 


Le  travail  virtuel  total  des  forces  de  liaisons  qui  s'exercent  entre  les 
deux  systèmes  i  et  2  a  pour  valeur 

Fa_  oa ,  + . . .  +  F>_  0 A ,  -t-  Fa._ 0x0  + . . .  +  F),^  oX, 

=      n(M.oa,+...4-P,oX,  +  M,Sa,  +  ...+  P^oA,) 

+  n'(M;  oa,  +. . .+  p;  ox,  +  Mioa, +. . .+  p;Sa,) 
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Si  l'on  tient  compte  des  égalités  (2),  on  peut  énoncer  le  théorème 
suivant  : 

Le  travail  virtuel  de  toutes  les  forces  de  liaisons  qui  s'exercent 
entre  les  deux  systèmes  (i)  et  (2)  est  nul  pour  tout  déplacement 
virtuel  qui  respecte  les  liaisons  bilatérales  existant  entre  les  deux 
systèmes. 

Les  conditions  d'équilibre  d'un  système  qui  est  assujetti  aux  corps 
étrangers  par  des  liaisons  bilatérales  diffèrent  en  un  point  essentiel 
des  conditions  d'équilibre  d'un  système  indépendant. 

Supposons  que  l'on  donne  à  un  système  indépendant  une  modifica- 
tion virtuelle  oa,  . . .,  SX,  Sa,  . . .,  âZ,  l'état  des  corps  étrangers  demeu- 
rant invariable  ;  le  travail  virtuel  des  actions  extérieures  sera,  dans  ce 
cas,  la  différentielle  totale  d'une  fonction  des  variables  a,  ...,  X, 
a,  ...,  /  (yo//-Cliap.  I,  n°  4).  Considérons  au  contraire  un  système 
assujetti  à  des  liaisons  bilatérales  avec  les  corps  extérieurs;  le  travail 
virtuel  des  actions  extérieures  et  des  forces  de  liaison,  qui  doit,  dans 
ce  cas,  remplacer  le  travail  des  seules  actions  extérieures,  ne  sera  plus, 
en  général,  une  différentielle  totale.  Comme  nous  avons  eu  soin  de  ne 
jamais  supposer,  dans  nos  démonstrations,  que  le  travail  virtuel  des 
actions  extérieures  fût  une  différentielle  totale,  les  résultats  de  ces 
démonstrations  s'appliquent  aux  systèmes  qui  présentent,  avec  les 
corps  extérieurs,  des  liaisons  bilatérales. 

S.  Équilibre  d'un  système  soumis  à  des  liaisons  unilatérales.  — 
Pourquoi,  en  traitant,  au  numéro  précédent,  de  l'équilibre  d'un 
système  soumis  à  des  liaisons,  avons-nous  dû  ajouter  cette  restriction 
que  ces  liaisons  étaient  bilatérales?  La  raison  en  est  simple.  Nous  avons 
fait  usage  des  lois  de  l'équilibre  des  systèmes  telles  qu'elles  ont  été 
établies  au  Chapitre  L  Or,  tout,  dans  l'établissement  de  ces  lois,  sup- 
pose que  le  système  soit  défini,  au  voisinage  de  l'état  étudié,  par  un 
système  unique  de  paramètres,  variables  arbitrairement  d'une  manière 
continue.  Cette  condition  n'est  pas  réalisée  dans  un  système  soumis  à 
des  liaisons  unilatérales.  Prenons  un  système  formé  de  diverses  parties 
qui,  dans  l'état  étudié,  sont  au  contact;  deux  systèmes  différents  de 
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variables  devront  être  employés  pour  définir  les  états  du  système  voi- 
sins de  celui-là,  selon  qu'en  ces  étals  le  contact  sera  conservé  ou  sup- 
primé. On  voit  donc  bien  que  nos  raisonnements  tomberaient  si  le 
système  présentait  des  liaisons  unilatérales. 

.  Les  raisonnements  précédents  supposent  que  Ton  soit  assuré  de  la 
proposition  suivante  :  Le  système  ne  peut,  à  partir  de  Tétat  considéré, 
et  les  vitesses  des  diverses  parties  étant  toutes  égales  à  o,  prendre  un 
mouvement  dont  le  premier  élément  représenterait  un  déplacement 
virtuel  non  l'cnversable;  nous  aurons  donc  les  conditions  nécessaires 
et  suflisantesde  l'équilibre  du  système  si,  aux  conditions  établies  dans 
le  numéro  précédent,  nous  joignons  des  conditions  nécessaires  et  suf- 
fisantes pour  que  tout  mouvement  de  ce  type  soit  exclu. 

Malheureusement,  nous  ne  pouvons  établir  avec  une  entière  rigueur 
ces  conditions  nécessaires  et  suffisantes;  nous  ne  pouvons  indiquer 
d'une  manière  assurée  qu'une  condition  qui  est  suffisante  pour  rendre 
impossible  tout  mouvement  du  système  débutant,  sans  vitesse  initiale, 
par  un  déplacement  non  renversable. 

Cette  condition  est  la  suivante  : 

Si,  pour  toute  modification  virtuelle  non  renversable,  on  a  l'iné- 
galité 

g_A,)Sa,+...-i-(^-L,)S>. 

(g-..)â.,H-...^(|-.:.)â/. 

|i_A,)âa,-f-...+  (^-L3)SX, 

on  est  assuré  que  le  système  ne  peut  prendre,  sans  vitesse  initiale, 
aucun  mouvement  commençant  par  un  déplacement  virtuel  non 
renversable. 

Imaginons,  en  effet,  que  le  système  puisse  prendre  un  semblable 
mouvement.  Soit  /„  l'instant  initial  de  ce  mouvement.  Soient  f/a,,  ..., 
ofX,,  da^^  ...,  dl^,  doi^,  ...,  t/X,,  da.^,  ...,  dL  le  premier  élément  de 
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ce  mouvement.  Supposons  que  l'on  ait 


Le  premier  membre  de  cette  inégalité  varie  d'une  manière  continue 
durant  le  mouvement  du  système;  nous  pourrions  donc  déterminer  un 
instant  t, ,  postérieur  à  /„  et  assez  voisin  de  ?„,  pour  que,  entre  les  in- 
stants /„  cl  /,,  ce  premier  membre  demeure  constamment  positif;  nous 
aurions  certainement  alors 

X"Kë-AO''''--+(l-'-)'«-]>°- 

Mais,  le  système  ayant  rompu  à  l'instant  /„  certaines  liaisons  uni- 
latérales, on  peut  toujours  supposer  l'instant  /,  assez  voisin  de  l'in- 
stant tg  pour  que,  entre  ces  deux  instants,  le  système  soit  soumis 
exclusivement  à  des  liaisons  bilatérales.  Pendant  ce  temps,  son  état 
sera  défini  par  un  système  unique  de  paramètres,  variables  arbitraire- 
ment d'une  manière  continue;  sa  température  étant  uniforme  on 
pourra  lui  appliquer  les  lois  du  mouvement  d'un  système  de  tempéra- 
ture uniforme,  telles  qu'elles  ont  été  établies  au  Chapitre  II;  ces  lois 
nous  donneront  immédiatement  l'égalité 

=  t„-(î;,+y''(/a.f/a,+...+/,^rf/,). 

Les  vitesses  initiales  étant  toutes  égales  à  o  par  hypothèse,  il  en  est 
de  même  de  Cq,  et  l'égalité  précédente  nous  donne  l'inégalité 

qui  est  en  contradiction  avec  la  précédente. 

Cette  contradiction  démontre  l'exactitude  de  la  proposition  énon- 
cée. 

La  condition  précédente,  suffisante  pour  entraver  tout  mouvement 
qui  débuterait  par  un  déplacement  non  renversable,  est-elle  en  même 
temps  nécessaire  à  cet  objet?  Fourier,  Gauss,  Gauchy  et,  depuis. 
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beaucoup  d'autres  géomètres  l'ont  pensé;  mais  il  nous  semble  diffi- 
cile de  le  démontrer  rigoureusement  en  s'appuyanl  uniquement  sur 
ce  qui  précède. 

G.  Mouvemenl  d'un  système,  de  température  uniforme,  soumis 
à. des  liaisons  bilalérales.  —  Pour  ne  pas  allonger  outre  mesure  le 
présent  travail,  nous  n'étudierons  le  mouvement  d'un  système  qu'au- 
tant que  les  liaisons  entre  ses  diverses  parties  demeurent  bilatérales. 

Considérons  un  système  formé  de  deux  parties  i  et  2,  entre  les- 
(juelles  existent  des  liaisons  l)ilatéralcs;  supposons  les  deux  ])arties  i 
et  2  à  la  même  température  &.  L'ensemble  de  ces  deux  parties  for- 
mera alors  un  système  auquel  on  pourra  appliquer  les  lois  générales 
du  mouvement  exposées  au  Chapitre  IL 

Nous  pouvons,  sans  avoir  besoin  de  connaître  explicitement  les  va- 
riables indépendantes  qui  définissent  ce  système,  énoncer  les  lois  du 
mouvement  de  la  manière  suivante  : 

Soient 

f/(?  le  travail  virtuel  des  actions  extérieures; 

ùi  la  variation  isothermique  du  potentiel  thermodynamique  intei'ue  ; 

di  le  travail  virtuel  des  forces  d'inertie; 

rfç  le  travail  virtuel  des  résistances  passives. 

Pour  tout  déplacement  virtuel  du  système,  nous  devons  avoir 

(9)  f/E  +  flfcp  —  Sj  =  dz. 

Or,  nous  pouvons  écrire 
dE  = 


s#= 


A,Sa,  +  ... 

,+  L,  §X,  -hci,,  Sa,  -I-...-H  ^,  S/, 

Aj  Sao-I-. . . 

+  Lo  ûXo  -1-  X.>  §«2+. .  .-1-  41 2 'S/a, 

d^i       '       d«i       '                 al, 

g  ««.-•■ 

dXj        -        Oa,       -                   dl. 

X7  d"^  ^ 

dk^        '            da,        '                        dl,      ' 

Ef  Sa.,4-, 

•■•+E^,/X2+E^^^Sa,-t-...+  E^^^S/2, 

COMMENTAIHE    AUX    PRINCIPES    IIE    LA.    THERMOD\>"AMIQl  E. 


2";3 


(h  = 


f,,^  oa ,  -f- . . .  -f-  />,  0 A ,  +  /„,  o« ,  H-  •  •  •  +  //,  o/, 


d%,  __ 

dy-,         dl  dt.'. 

L'égalité  (9)  peut  donc  s'écrire 


rjL- 


0%, 


—  ^ 


(i}hi.s) 


-...-E 


dw 


ÔU 


^^2-^  /a,  Sa,  -t- .  .  . -f-  //  c/, 

'    oa,  +...  ■    ' 


dt  à-j. 


dl. 


oAo 


dt   0/.',/ 

Mais,  dans  celte  égalité  (9  bis),  les  qnantités  oa,,  . . .,  o\.,  n  ont  j)as 
des  valeurs  arbitraires  ;  elles  sont  soumises  aux  équations  de  liaison 

/  M,  07-,  4. .  .4-  P,  oX.  +  M,  5a,  +. .  .4-  P,  oK,  =  o, 

(2)      j  m;  Sa,  + . . .  +  p;  r:A,  +  m;  Sa,  + . . . H-  p;  sx,  =  o, 

Dès  lors,  il  existe  des  facteurs  O,  IT',  ...,  tels  qu'en  multipliant 
par  II  le  premier  membre  de  la  première  équation  (a),  par  II'  le  pre- 
mier membre  de  la  seconde,  etc.,  et  en  ajoutant  les  résultats  obtenus 
an  premier  membre  de  Fécpiation  (c)bis),  celle-ci  ait  lieu  quelles  tpie 
soient  les  quantités  Sa,,  ...,  0/.,. 

Les  facteurs  II,  II',  ...  dépendent  uniquement  des  variables  a,.  ..., 
X,,  OL.,,  ...,  X2  et  de  leurs  dérivées  premières  et  secondes  par  rapport 
au  temps  et  point  tles  variables  a,,  ...,/,,  a,,  . . .,  l.,,  ni  des  dérivées 
de  ces  variables  par  rapport  au  temps. 

On  doit  donc  avoir,  à  cliaque  instant  du  mouvement. 


A. 


à^i 


.A. 


nM,  +  n'M, 


ôZi 


d  (Je, 
dt  dïy 


(.0) 


I     -E  — 


-A 


-  II  P 

dA, 


^iip; 

d  dZ, 
dt  dl', 


dj, 
dl, 


Journ.  de  Math.  ( ','  série),  tume  X.  —  Fasc.  III,  iSy^. 


33 


2J\ 


(") 


Ao-E 


DUHEM. 


=  o, 


(  lo  his) 


[\\\, 


!>is  ) 


^  ii'p; 


0)... 


—  o: 


a...—  L  - — H  /„  —  1-^  =  o, 


=  o. 


Si  l'on  joint  à  ces  équations  une  dei'niôro  équation  Indiquant  de 
quelle  manière  la  température  &  du  système  varie  a\ec  Ir  temps,  ou 
aura  toutes  les  équations  du  mouvement  du  système. 

Les  équations  (lo)  ct(io  his)  conduisent  à  la  consé(|uenee  suivante  : 

()/i  jx'Ul  ('■Irndrc  à  un  système  qui  pri'sriitc,  avi'c  /es  c()/-ps  l'.i/r- 
ricurs,  des  liaisons  bilatérales,  toutes  les  lois  du  niouceme/if  d'un 
système  indépendant  des  corps  e.rtéi-ieurs,  pourvu  que  l'on  ajoute 
au. r  forces  e.rté/ieures  des  forces  ficti\es 

1v  =  iim,  +  iim;+.... 

) 

Fx,  =  np, +  ii'p; +.... 

Ces  forces  de  liaison  dépendent  uniquement  des  variables  a,,  ..., 
A|,  y..,,  ...,  A,,  qui  fixent  la  position,  du  système  et  des  corps  exté- 
rieurs, et  des  dérivées  premières  et  secondes,  par  rapport  au  temps, 
de  ces  variables. 
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Celle  proposilicjii,  loulefois,  n'esl  démontrée  qu'aulanl  (|n<"  l'i'ii- 
semble  formé  parle  syslème  el  les  corps  exlérieurs  a,  à  chaque  iiislaiil, 
une  lempéralure  uniforme. 

Considérons  une  modification  infinimenl  petite  quelconque  du  sys- 
tème dont  les  deux  parties  i  el  2,  à  la  même  température,  ont  entre 
elles  des  liaisons  bilatérales;  le  travail  lolal  des  forces  de  liaisons  (pii 
s'exercent  entre  xl'cs  deux  parties  aura  pour  valeur 


ini,  +  om;  +. .  .)^7  +. . .  +  (  HP,  +  np;  )"''' 


^-i-...+(np,^n'Pj^ 


(nM,^irM:+...)^-t-...+(np,  ^np^)'''' 


dt. 


Mais  les  équations  de  liaison  ( ■!)  doivent  être  vérifiées  si  Ton  pose 
lU  "  (  t 


Le  travail  précédent  esl  donc  éi^al  à  o. 


7.  Mouyeincnt  d'un  syslème  dont  les  diverses  parties,  portées  à 
des  températures  différentes,  sont  assujetties  à  des  liaisons  bilaté- 
rales. —  Tout  ce  que  nous  avons  dil  jusqu'ici  sur  les  liaisons  a  été  dé- 
duit de  ce  qui  a  été  établi  dans  les  deux  Chapitres  précédents,  sans 
que  nous  ayons  eu  besoin  d'invoquer  aucune  hypothèse  nouvelle.  Il 
n'en  sera  pas  de  même  de  ce  qui  va  être  exposé  au  présent  numéro. 

Nous  avons  traité,  au  Chapitre  II,  n°  6,  le  mouvement  d'un  sys- 
tème formé  de  diverses  parties  indépendantes  portées  à  des  tempéra- 
tures diflerentes.  Les  équations  que  nous  avons  obtenues  peuvent  être 
condensées  dans  la  proposition  suivante  : 

Supposons  que  le  système  soit  formé  de  deux  parties  i  et  2.  Soil 

t)  =  Y,  +  Y,  +  F 

l'énergie  interne  de  ce  système,  et  posons 

j  =  J,  -t-  S.,  -+-  E^, 
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J,  et  ^2  ôlanl  les  potentiels  tliermo(lyn;inii(|ucs  internes  des  parties  i 
et  2,  supposées  isolées.  Si  nous  donnons  au  système  un  déplacement 
virluel  fpu'icon(jue,  nous  aurons 

(12)  f/c  +  ^/cp  —  Si  =  c/t, 

les  divers  symboles  ayant  le  même  sens  cju'en  régalité(g). 
Cela  posé,  voici  l'hypothèse  que  nous  admettrons  : 

TIvroTiiÈsic.  —  Le  résidlal  pir'crdcnl  ilciiiriuw  exact  dii'iiic  thiiis 
le  cas  où  les  diverses  parties  qui  constituent  le  système  sont  portées  à 
(les  teuipératui-es  di/p' rentes  et  pi-èsentent  entre  elles  des  liaisons 
bilatérales. 

Celle  hy[)olhèse  ailmise,  il  suflit  de  reprendre  les  considérations 
exposées  au  luiniéro  précédent,  pour  être  en  droit  dV-lendre  tous  les 
résultats  ol)teuus  dans  ce  numéro  à  un  syslème  donl  la  température 
li'csl  pas  uniforme. 

8.  Coefficients  calori fiques  d'un  système  soumis  à  des  liaisons 
hilat(''rales.  —  Mous  ne  connaissons  jusqu'ici  le  sens  du  mot  quantité 
de  chaleur  dégagée  par  un  système  qu'autant  cjue  ce  système  est 
indépendant  des  corps  étrangers.  S'il  s'agit  d'un  système  présentant 
avec  les  corps  étrangers  des  liaisons  bilatérales,  nous  ne  pourrons  pas 
employer  ce  mot  avant  d'en  avoir  donné  une  déflnition. 

Considérons  donc  un  système  soumis  à  des  liaisons  bilatérales  avec 
les  corps  extérieurs;  soit  U  l'énergie  interne  de  ce  système;  soient 
Fa,  . . .,  Fx  les  forces  de  liaisons. 

Posons 

E  d7  -  d-a  +  .77  ^'  -  (^^  +  ^<')  =  E^- 


(.3) 


^'^  -  7n  +  7T,  ïïr  -(^^  +  1').)=  l^ln, 


àl         dl        dt  01' 
du 
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La  somme 

—  (Ra  Sa  + . . .  4-  R),  SX  +  >«.„  Sa  + . . .  +  c'R;  S/) 

sera,  par  définition,  la  quantité  de  chaleur  dégagée  par  le  système 
durant  la  modification  réelle  ou  virtuelle  Sa,  . . .,  Sa,  Sa,  . . .,  S/.' 

Il  résulte  évidemment  de  cette  définition,  qui  renferme  comme  cas 
particulier  celle  que  nous  avons  donnée  pour  un  système  indépendant 
i^V"  Partie,  Cliap.  III,  n"  5),  i\\\uitc  inodijicalion  rcellc  ou  i^it- 
tuelle  d'un  système  isolé  entraîne  un  dégagement  de  chaleur  égal 
à  o. 

Considérons  un  système  formé  de  deux  parties  i  et  2.  Soient  a,,  ..., 
X,,  a,,  . . .,  /,  les  variables  qui  définissent  la  première  partie;  a^,  . . ., 
"k.,,  «o,  . . .,  L,  les  variables  qui  définissent  la  seconde  partie. 

Ces  deux  parties  présentent  entre  elles  des  contacts  qu'exprimcnl  les 
équations  de  liaisons 

i  iNI,  Sa,  +...-1-  P,  SX,  4-  MoSa. +  ...+  P.,ûA.,=  o, 

(l'i)     ]  m;  Sa,  +. . .  +  p;  SX,  +  m; Sa, +. . .+  p; sx,  =  o, 


En  outre,  elles  présentent  avec  les  corps  extérieurs  des  contacts  qu'ex- 
priment les  équations  de  liaisons 

m,  Sa,  -h..  .-\-  p,  Sx,  -1-  a,  Sa-l-  . . .+  CT,  ol. 


a,  . ..,  1  étant  les  variables  qui  définissent  la  position  des  corps  exlé- 
rieurs. 

L'énergie  interne  du  système  formé  par  Tensemble  des  deux  parties 
sera  désignée  par 

■o  =  Y,  +  Y,  +  V. 

Les  actions  extérieures  appliquées  au  système  formé  des  deux  parties 
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seront  désig-nées  par  A,,  . . .,  L,,  Aj,  . . .,  L^,  X,,  .. .,  ^,,  x.^,. . .,  .i^,- 
Dans  une  modification  quelconque  du  système,  la  partie  i  dégagera 
une  quantité  de  chaleur  dQ,  donnée  par  Tégalité 


-E(fO, 


Ij  -r—      


-(a.-k:; 


£  (la, 

Ja,     '     fit  doi\ 

^'^'^     iim.+  h'm; 


<h, 


E 


àr 


i)i,    ,    '/  <)it 


01,      0) ,      fil  àr, 


'i\i»,  4-...  ) 


07., 


-  (  L,  -  H^;^  +  np,  +  n'p;  +. .  .4-  '.t\y>.  + 


OA, 


De  mémo,  la  j)arlie  2  dégagera  une  (juaulilé  de  chaleur  cH^.,  (lunuco 
par  régalilé 


EdQ. 


17  ày.2  <)<Di  fl     <)®2 

O^i         à^t        lit  d^-', 
A,  -  E^)'-  +  IIM,  +  ir.M,  -+-...+  T,/»,  +  .. . 


[ 


p,  dW_        0^.,         d  OGi 
dît"  ~(F)~.,  ~^  dî  di; 


OA. 


-  (  L.,  -  E  -^.   +  n  p,  +  ir  v.  4- . . .  +  <jp,/j:  -h . . 


On  a,  en  vertu  des  égalités  (i4)) 

n(M,oa.+...+  P,  aX, +  M,Sa, 

n'(M;  oa,  +. . .+  p;  ox.  +  m;  âa,  • 
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Les  deux  égalités  précédentes  donnent  alors  sans  peine 


l-(rfQ,  +  ,(Q,)=      [E£-f-^^  +  ,Jg-(A,-^«,„,,-, 


oa, 


dl,       01,       lit  d\.^ 
.dit  \  A 


oX. 


Si  Ton  désigne  par  ^Q  la  quantité  de  cluilcur  dégagée  dans  la  modi- 
fication considérée  par  le  système  que  composent  les  deux  parties  t 
et  2,  le  second  membre  de  Tégalité  précédente  représente  la  quantité 
—  E(/Q;  on  a  donc 

dQ  =  f/Q,  +  f/Q,. 

Si  donc  un  système,  qui  peut  présenter  des  liaisons  hilatèrales 
avec  les  corps  avoisinants,  est  formé  de  parties  qui  peuvent  présen- 
ter entre  elles  des  liaisons  bilatérales,  la  quantité  de  rjialeiir  que 
le  système  dégage  dans  une  niodi fication  quelconque  est  la  somme 
algêbriciiic  des  quantités  de  chaleur  que  dégagent,  dans  la  même 
modification,  ses  diverses  parties. 

Si  Ton  rapproche  cette  proposition  de  la  précédente,  on  ohtionl 
celle-ci  : 

Lorsqu'un  système  isolé  est  formé  de  deux  parties  avant  entre 
elles  des  liaisons  bilatérales,  la  quantité  de  chaleur  dégagée  par 
r une  de  ses  paities,  dans  une  modification  réelle  ou  virtuelle  du 
système,  est  égale  à  la.quantité  de  chaleur  absorbée  par  l'autre. 

Nous  avons  étudié  (V"  Partie,  Chap.  III,  n°  o)  les  procédés  calori- 
métriques; nous  avons  considéré  trois  systèmes  S,,  So,  S;,,  que  nous 
avons  supposés  indépendants;  les  jjropositions  cpii  précèdent  permet- 
tent d'étendre  la  théorie  de  la  calorimétrie  au  cas  où  les  systèmes  S,, 
Sa,  S3  présentent  entre  eux  des  liaisons  bilatérales;  c'est  ce  cas  qui 
est,  en  général,  rc'alisé  dans  la  pratique. 

Des  égalités  (i3),  on  déduit  aisément  la  conséquence  suivante  : 
Soient,  dans  une  modification  réelle  ou  virtuelle  d'un  système  qui 
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présente,  avec  les  corps  extérieurs,  des  liaisons  bilatérales,  do  le  tra- 
\ail  (les  actions  extérieures  et  des  forces  extérieures  de  liaisons;  (/-.  le 
li'avail  des  forces  d'inertie;  nous  aurons 

Eè\j-h(f-.=d(F-hEdQ. 

Dans  le  cas  d'une  modification  réelle,  cette  égalité  devient 

EoV-hoil  =  do  +  EdQ. 

Ces  éii'alités  expriment  lejjrincipe  de  réiiuivalence  de  la  clialcni'  cl 
du  travail  pour  un  système  soumis  à  des  liaisons  bilatérales  de  la  part 
des  corps  qui  l'environnent. 

Tout  ce  que  nous  venons  de  dire  demeure  vrai  lors  même  (jue  la 
température  du  système  n'est  pas  uniforme.  Supposons  maintenant 
(pie  cette  température  soit  uniforme.  Les  égalités 

iH  dre.  dl  0%  ^  ' 


{i3  his) 


,,  OU        Om        d  i)t        /T     ,    ir  \        rrn 

E-j .1  =  EAa,  ..  ., 

as 


01 


>^=EAt, 


([ui  définissent  les   coefficients  calorifiques  du  système,  jointes  au\ 
é(juations  du  mouvement 

,  d3        dt        d  ai 


di         àii 


^5^-(^^  +  l'«  +  A)  =  «' 


(uw.r)     (k4._^^4^,_^l  +  F,+/0  =  o, 


il  ^ 

01      01   '  dt  or 


^  da 
et  aux  identités 


(,L4-/„)  =  o, 


^  =  E[U-F(&)S], 
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dumiciil 


(16) 


dS 


Ea„  =  EF(&)|+/„, 


E^,  =  EF(r)^+y„ 


EC  =EF(^) 


dl 
dS 


égalités  semblables  à  celles  que  l'on   oblienl  pour  un  système  indé- 
pendant. 

On  déduit  de  là,  pour  une  modification  réelle  quelconque, 


(17) 


Imaginons  un  système  formé  de  n  parties  i,  2,  ...,  «,  indépen- 
dantes ou  olTrant  entre  elles  des  liaisons  bilatérales;  chacune  de  ces 
parties  a  une  température  uniforme,  mais  cette  température  n'est 
pas  forcément  la  même  pour  toutes  ces  parties;  le  système  lui-même 
peut  présenter  avec  les  corps  avoisinants  des  liaisons  bilatérales. 

Pour  chacune  de  ces  parties,  écrivons  une  égalité  analogue  à  l'éga- 
lité (17)  et  ajoutons  membre  à  membre  ces  diverses  égalités.  Si  nous 
posons 


(18) 

nous  trouverons 


S  =  S,  H-  S,  -1-.. .-+-  S„, 


^Q. 


dq. 


dp 


5^1 


Ef/.s 


.F(&,)        F(&,)       •• 

/a,<3?a, -f-...-)-/,,(^/,  /a,dai  +  ...-h/,,dl. 


F  (3^,) 


F(^^,) 

/a„  d^^  -H...+  //„  dl„ 


F(S„) 

Journ.  de  Math.  (4'  série),  tome  X.  —  Fasc.  III,  iSg^. 
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Intégrons  colle   égaillé   pour  un   cycle   fermé,   en   obscrvanl  que 
l'on  a 


/  f/S  =  o, 


cl  nous  trouverons   I  niegalile 


Cette  inégalité  est  ainsi  étendue  aux  systèmes  que  forment  des  par- 
ties portées  à  des  températures  différentes  et  présentant  entre  elles 
des  liaisons  bilatérales. 


CHAriTRE  IV. 

STXBILITK    ET    DÉrLACEMENT    DE    L'ÉQUIMnRE. 

1.  Du  potentiel  thermodynamique  total.  —  Le  travail  virtuel  des 
actions  extérieures  h.  un  système  (en  y  comprenant,  au  besoin,  les 
forces  de  liaisons  extérieures) 

A  oa  +  B  0^  -h . . .  +  L  bX  -i-  A>  oa  -+-  ift,  5 />-)-...  -f-  r  0/ 

n'est  pas,  en  général,  la  différentielle  totale  d'une  fonction  uniforme 
des  variables  normales  a,  [51,  ••,  X,  a,  h,  ...,/.  Cependant,  s'il  n'en 
est  pas  ainsi  en  général,  il  en  est  ainsi  dans  un  grand  nombre  de  cas 
particuliers  importants. 

Lorsqu'il  existe  une  fonction  uniforme  Q  telle  que  l'on  ait 

(  [  )     A  r/a  H-  B  f/J3  -h . . .  +  L  r^X  -f-  ,1,  f/a  +  ift,  rfZ>  -I- . . .  -f-  4^rf/  =  —  dQ, 

on  dit  que  les  actions  e.rtéi-ieures  au  système  admettent  un  potentiel 
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el  que  û  est  ce  potentiel.  Ce  potentiel,  lorsqu'il  existe,  est  évidem- 
ment détci'minc  à  une  constante  près. 

Lorsque  les  actions  extérieures  admettent  un  potentiel,  nous  don- 
nons le  nom  de  potentiel  therinodynatnique  total  du  système  à  la 
somme 

(2)  '  4>  =  .7+  a 

du  potentiel  thermodynamique  interne  et  du  potentiel  des  actions 
extérieures. 

Voici  un  cas  important  où  un  système  admet  un  potentiel  tliermo- 
dynamique  total  : 

Imaginons  les  variations  réelles  ou  virtuelles  des  corps  extérieurs 
tellement  liées  aux  variations  réelles  ou  virtuelles  du  système  que  les 
actions  extérieures  A,  B,  ...,  L,  A.,  1)!,,  ...,  .(^  gardent  des  valeurs 
invariables.  On  pourra  alors  écrire 

Xda.-Jr^d'P  -\-. . .+  h  dX -\-  A,  a -\~  iib  b  +. .  .+  i^l 
=  rf(Aa-!-B^-+-...--t-LX-f-»i,a-i-  \\\>  b  -h. .  .-h  (^/) 

el  le  système  admettra  pour  potentiel  thermodynamique  total  la  quan- 
tité 

(3)     <P  =  3  —  (  AoL  +  W^  -h . . . -h  Ll  -h  A  da  -h  w'o db  + .  ..-ht^dl). 

Nous  donnerons  à  cette  quantité,  que  l'on  a  souvent  à  considérer 
dans  les  applications,  le  nom  de  potentiel  thrimodynamique  .sous 
actions  constantes. 

2.  Stabilité  de  l'équilibie  à  températui-e  constante.  —  Il  nous 
est  désormais  inutile  de  distinguer  les  variables  a,b,  . . .,  l  des  varia- 
bles a,  ^,  ...,  \.  Considérons  donc  un  système  dont  la  température 
soit  uniforme  et  C{ui  soit  défini  par  les  variables  normales  a,  j3,  ..  ., 
A,  z.  Pour  tout  mouvement  réel  de  ce  système,  nous  aurons  [Chap.  II, 
équation  (i  0], 

cU  -  Il  rfr  -  (  A  f/a  -^  B  f/^  -^ . . .  +  L  d\) 

=  -  ^M  -h  iUdy.  +  /fj d'p  ^  .  .  . 4- /),  dX). 
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Si  les  actions  evlorioures  aclinellciil  un  [lolonlid  i2,  cc[[c  ('j^alilé, 
jointe  aux  égalités  (i)  et  (2),  deviendra 

cm  -^^d^=^-d^+  .A  '/«  +  /[i  f/?  + . . .  + ,/')  '/A . 

Si  la  iiiodijication  i-sl  isotlicfniiqiic,  celle  égalilc' deviendra  ' 

(4  )  ,AT)  =  -fl^+  /,  Joi  +  /p  r/^j  +  .  .  .  +  _/V  f/A. 

Intégrée  entre  un  étal  iiiilial  o  et  nn  état  final  i  dn  système,  elle 
deviendra 

(  \  bis  )   (D„  -  (P ,  =  î ,  -  iî;„  -  f  '  (^  /;  ,/a  +  /(i ./;;;+...+ /,  ./a  ) . 

Il  suffit  alors  d'observer  que  la  (jnantilé 

"0 

ne  peut  jamais  èlre  positive,  cl  de  répéter  presque  lextucllcnienl  la 
démonstration,  devennc  classique,  de  Î^ejeune-Diriehlet  (  '  )  ])onr  ])ar- 
venir  an  théorème  suivant  : 

Un  système  dont  la  tcnijx' rat  lire  rst  mainteniw  constantr  est 
assurcnicnl  (^i  rquilibrc  stable  dans  un  étal  où  son  potentiel  tlicf- 
modynamique  total  présente  une  valeur  minima  parmi  toutes  celles 
(fu' il  peut  prendre  à  la  même  température. 

Il  n'est  pas  du  tout  certain  qu'il  n'y  ait,  pour  un  système,  d'autre 
état  d'éfjuilibre  stable  que  ceux  qui  correspondent  à  nn  minimum  du 
potentiel  thermodynamique  total. 

Dans  ce  cjui  va  suivre,  lorsque  nous  [)arlerons  d'un  système  en 
équilibre,  nous  entendrons  désigner  ahrévialivement  par  là  un  sys- 

(')  LEJEr.NE-DiinciiLET,  V('l>t'r  die  Slal)ililfit  des  GleicligewielUs  {.hniinat  de 
Crelle.  t.  l^  p.  S.5  ;  i8r,6). 
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tème  dont  le  polenliel  iherniodvnaniiqiie  total  a  une  valeur  iiiiiiiuia 
parmi  toutes  celles  qu'il  jieut  prendre  à  la  même  température. 

5.  Dcplaccincnt  de  l'cquilihrr  par  une  l'ai'ia/io/i  tff  /r/iipc/(/- 
/i/re.  -—  Ln  système  est  en  équilibre,  à  une  température  donnée  ~, 
lorscpi'il  est  soumis  aux  actions  A,  B,  ...,  L;  les  variables  normales 
a,  ^,  ...,  A,  qui,  avec  la  température  &,  achèvent  de  déterminer  ce 
système,  ont,  dans  cet  état,  des  valeurs  données  par  les  équations 

â.i .  '^'  _  i>  <^-^ T 

ïïi  -"^^      jï  -^'       ■••'       d):~ 

Supposons  que  les  actions  A,  B,  . .  .,  L  admettent  un  potentiel  ii, 
qui  sera  une  fonction  de  a,  ^,  . . .,  X,  mais  point  de  r  (Chap.  I,  n"  5) 
et  posons,  conformément  à  l'égalité  (i  ),  O  =  i  +  £1.  Les  écpiations 
précédentes  pourront  s'écrire 

. . ,  t)'i'  t)'t>  à't' 

Résolues  par  rapport  à  a,  ji,  ...,  A,  cesécjuations  deviennent 

a  =  a(&),  ?  =  ?(S),  ...,  A^Xcr). 

A  la  température  (  3;  -t-  dz),  sous  l'action  des  mêmes  corps  étrangers, 
il  s'établira  un  nouvel  état  d'équilibre,  dans  lecjuel  les  variables  nor- 
males qui  (ir'riniss('nt  Fétat  du  système  auront  les  nouvelles  valeurs 

?■  =  ?(.).  1^,6, 

A'=  A(^.-)  H -~  dz. 

Les  équations  d'équilibre  (5),  différentiées  par  rapport  à  .r,  donnent 
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le  système  d'équalions 


(«) 


J^*      ^      d-'i>    dot    ^      d-'P    d? 
dy-  ô't!    '       da^     dis    '     doi  t>?  f/S  "^  ■  ■ 

(}s<t>            ^2*    rfa           (^-l»    d'^ 
dp  da    '    (^P  da  ûf2r    '      dfl2    rfs  "•"  •  ■ 

à'-t'    dl 

■  "•"  da  <^X  (/J 

à-'f    dl 

=  o 
=  o 

J2*            d''i'     d-x           Ô-1'    dl 

d''P   dl 
■  ■  ~'~    dl-    (B 

=  o 

Mullj[)li()ns  les  deux    membres   de    la  première   de   ces    C(|iiiilions 
par-^.  les  deux  membres  de  la  sccoude  par-^<  . . .,  les  deu\  meinlircs 

de  la  dernière  par-p,  el  ajoutons  membre  à  membre  les  résultais  olt- 
teuus:  nous  obtiendrons  l'égalité  suivante 

d-'l'    dl  d"-^'    <:/?  d'^    d). 


d'xd'i  d-3        d'^d-i  en:       ■  ■  ■  ^  dl  dS  dl: 
,    ,  1  d""^  (  d^y       d""^  (  d'iy  d'-^  /  d),Y 

(7)  -+-;r,Tb^    +^L7l    +---+ïïsîb^ 


dTi'-  \d^j  ^  dp  \d^j  ^■••^  o'{i'  v^5 

d^'i'    dl  dix 
diJ-  d't  d's  d'il 


v^    <9'^<l'    dl  dix 


Dans  celle  éiralitc,  ou  doit  allribucr  au  symbole  >  ^r — r — ^  ~  la 
"  ■'  JiÊ^  £/;a  d'  ds  a:: 

signification  suivante  : 

On  considère  toutes  les  valeurs,  distinctes  les  unes  des  autres,  de  la 

ijuanlilé  -^ — r^  -j^  -j^  que  Ton  peut  obtenir  en  remplaçant  ui  el  v  par 

deux  lettres,  distinctes  les  unes  des  autres,  prises  dans  Tensemble  a, 
Ji,  .  . .,  X,  et  Ton  fait  la  somme  de  toutes  ces  valeurs  distinctes. 

Par  bypothèse,  les  valeurs  de  a,  ^j,  . ..,  A,  (pie  définissent  les  éga- 
lités (j),  donnent  à  $  une  valeur  minimum  parmi  toutes  celles  qu'il 
peut  prendre  à  la  température  S.  Dès  lors,  si  l'on  donne  à  a,  ^,  .  . .,  X 
ces  valeurs,  on  est  assuré  que  la  forme  quadratique 

da^  dp  dV  ^dd's-d't 
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est  positive,  quelles  que  soient  les  valeurs,  différentes  de  o,  que  l'on 
attribue  aux  quantités  a,  6,  . . .,  /. 

Il  en  sera  ainsi,  en  particulier,  si  Ton  fait 

On  a  donc 

d^/d7.Y        ^{^IY_^  (P^  /  d}.y        ^  Y     J'-»    f/ix   r/v 

d^  \'^)  "^  'd?^  \d^)   "^■■■"^  ^r  \d§)  ~^  ~2d  à^>  d^d^-^"- 

Cette  inégalité,  jointe  à  Tégalité  (7),  donne  l'inégalité 

d'-'i?    d-jL         J^*    d'i  d-*    dl    ^ 


dri  d'3  dl:         d'^  0-3  ds    dl  âb  d: 

Posons 

f/a  =  T-  d?3,         d^  z=  -^  dx!,         dX  =  ~  d'b. 
rfS  ~        dis        ^  ds 

L'inégalité  que  nous  venons  d'obtenir  pourra  s'énoncer  de  la  ma- 
nière suivante. 
La  quantité 


d-tdl:  ô'àd's     "^ dld'à 


est  de  signe  contraire  à  d'h. 


Les  actions  extérieures  A,  B,  . . .,  L,  égales  au  signe  près  aux  déri- 
vées partielles  de  la  fonction  Q  par  rapport  à  a,  (3,  . . .,  X,  sont  indé- 
pendantes de  la  température  &;  on  a  donc 

(9"-Q  ô''-Q.  d"-'^'. 


O'       :ïr^  =  "'        •■•'       :«:)^  =  o. 


di.d'h~     '  dp()&~     '  ■■■'  dlôl: 

Dès  lors,  en  vertu  de  l'égalité  (i),  le  résultat  que  nous  venons  d'ob- 
tenir peut  s'énoncer  ainsi  : 
La  quantité 

(  8  )  ^;— p-  f/a  -H  -T?r^  rf^  + . . .  +  -T^-T-  dk 

^    ■'  â^  d:^  (V^  dl!     ^  d>~  dli 

est  de  signe  contraire  à  f/r. 
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En  vcrlii  (le  IV-yalilé  (  j  h/s)  du  Cliapitre  I,  la  quanliu-  (8)  peut 
s'écrire 

■  Imi  verlu  des  égalités  (3)  du  même  Chapitre,  clic  devient 

-  ^^  (  iî>  'fy-  ■^-  lîp  '/?+...+  H).  ^/>^ )• 

La  (juaiililé  ^         étant  assurciiicut  positive,  on  voit  que  la  quantité 

est  de  même  signe  que  dz,  ce  qui  exprime  la  loi  suivante  : 

Considri-ona  un  système  soumis  à  des  actions  qui  admettent 
un  potentiel.  Ce  système  est  en  équilibre  à  une  température  don- 
née. Si  l'on  élève  cette  température,  il  s'établit  un  équilibre  di/fé- 
}-(>nt  du  premier;  les  variables  normales  qui  caractérisent  l'état 
du  système  subissent  certaines  iKiriations ;  si  elles  subissaient  res 
mêmes  variations  à  température  constante,  la  modijication  virtuelle 
imposée  au  système  entraînerait  une  absorption  de  chaleur. 

Celle  loi,  entrevue  par  Lavoisier  et  Laplace,  a  été  énoncée  par 
M.  J.-H.  Van  t'  IIolT. 

i.  Déplacement  isotliermique  de  V équilibre.  —  Un  système  est 
soumis  à  des  actions  constantes  A,  B,  ...,  L,  et  porté  à  la  tempéra- 
ture j;  il  prend  un  certain  état  d'équilibre  stable  rendant  minimum 
le  potentiel  thermodynamique  sous  les  actions  constantes  A,  B,  ...,  L. 
Les  variables  normales  a,  [3,  ...,  X  ont  des  valeurs  définies  en  fonc- 
tions de  A,  B,  . . .,  L,  S,  par  les  équations 

Laissons  à  la  température  la  valeur  S  et  donnons  aux  actions  A, 
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B,  . . .,  L,  de  nouvelles  valeurs,  voisines  des  précédentes,  (A  +  dA), 
(B  +  dB),  . . .,  (L  4-  dL);  le  système  prendra  un  nouvel  état  d'équi- 
libre défini  par  des  valeurs  (a  +  da),  (p  +  rf(3),  . . .,  ()^  -h  dX)  des 
variables  normales  a,  p,  . . .,  X,  en  posant  pour  abréger 

</a  =  -^  </A  +  -r^  r/B  + . . .  +  -rr  dL, 


d'k  =  ^-r  dA  ~{-  ^rrr  dB  -h . . .+  -rr  dL. 


Les  égalités  (9),  différentices,  nous  donneront 

-,-^  rta  -(-  -r-^.  r/a  + . . .  -H  ^-^;r  rtA  =  rtA, 


Multiplions  la  première  de  ces  égalités  par  dac,  la  seconde  par 
f/p,  . . .,  la  dernière  par  d\,  et  ajoutons  membre  à  membre  les  résul- 
tats obtenus;  nous  trouvons 

(10)  i0(^^^)^+S^^'^>^^--^S?w^+^2;|i^^^^^^ 


(        =dAdoL^dBdJ^+...+  dL  d\. 


Proposons-nous  de  déterminer  le  signe  du  premier  membre  de  l'é- 
galité (10). 

Considérons  le  potentiel  tbermodynamique  sous  les  actions  con- 
stantes A,  B,  . . .,  L. 

(11)  *  =  ,f(a,  ,3,  ...,  A,  S)-(Aa-+-B;3+...+  LX). 

Journ.  de  Math.  (4"  série),  tome  X.  —  Fasc.  III,  1S94.  '^J 
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Par  hypolhèse,  les  valeurs  de  a,  p,  . . .,  X,  f|iie  définissent  les  éga- 
lités (9),  font  prendre  à  ce  potentiel  une  valeur  inininia  parmi  toutes 
celles  qu'il  peut  prendre  à  la  température  ~.  Si  donc  on  donne  à  a, 
{i,  . . .,  X  CCS  valeurs,  la  forme  quadratique 

02-  Op'  01'-  ^d  0\l.  Ôi 

sera  positive  quelles  que  soient  les  valeurs  non  nulles  attribuées  aux 
quantités  a,  h,  . . .,  /;  elle  le  sera,  en  particulier,  si  Ton  pose 

a  =^  t/ot.,         h  ^  d'^,  .. .,  l  =  d'A. 

On  aura  donc 

___  çday  +  ^  (dby  + . . .+  ^  (diy  +  -^Zoyô.  '^"' ''"  >  ^'- 

Mais  les  actions  A,  B,  ...,  L,  qui  figurent  dans  Texpression  (  11) 
de  tl>,  étant  des  constantes,  on  a 

()-^<i'  _  (J^f  (^'-1'  _  d^f  t)-'i'  _  ô^  (T-'i'   _   (Pi 

et,  par  conséquent, 

'^4uiocy^'^(d'-^y-+...+  '4i{d\y+2yf^di,d.>o. 

L'égalité  (10)  nous  conduit  donc  à  l'inégalité 

dA  doL  +  f/B  <r/;3  + . . .  +  dL  dl  >  o, 
(jui  exprime  la  proposition  suivante  : 

Un  syslcme  est  en  équilibre,  à  une  température  donnée,  sou.s 
certaines  actions  extérieures;  à  ces  actions  extérieures,  on  ajoute 
certaines  actions  perturbatrices  infiniment  petites,  la  température 
demeurant  la  même  ;  l'équilibre  primitif  est  troublé,  et  un  nouvel 
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état  d'équilibre  s'établit;  dans  le  passage  de  V ancien  état  d'équi- 
libre au  nouveau,  les  actions  pertui'batrices  effectuent  toujours  un 
travail  positif . 

Un  cas  particulier  de  cette  loi  avait  été  énoncé  par  M.  H.  Le  Cha- 
telier. 

o.  Stabilité  isentropique  de  l'équilibre.  —  On  nomme,  d'après 
M.  Gibbs,  modification  ise/itropique  une  modification  durant  laquellt- 
l'entropie  du  système  demeure  invariable;  dans  une  semblable  modi- 
fication, les  variations  d<x,  f/[3,  ...,  dX,  d'è  des  variables  normales 
sont  liées  par  la  relation 


,      \  Os    ,  as    ,r,  as    ,~,      ■  as    ,,^ 

(12)  —  c/a  -f-  ^r-  "P  + . . .  +  -T.-  clK  4-  -—  ri.-  =  o. 


Les  modifications  isentropiques  sont  intéressantes  à  considérer  en 
ce  c|ue  si  le  système  qui  décrit  une  modification  isentropique  est  à 
chaque  instant  en  équilibre  sous  l'action  des  corps  extérieurs,  la  modi- 
fication isentropique  qu'il  décrit  est  ce  que  nous  avons  nommé  une 
modification  adiabatique  réve/sible;  réciproquement,  toute  modifi- 
cation adiabatique  réversible  est  isentropique. 

Imaginons  un  système  soumis  à  des  actions  extérieures  c|ui  admet- 
tent un  potentiel  O,  et  supposons  ce  système  en  équilibre.  Nous 
avons 

-i— ^    =    o,  „, ^    =  o,  ...,  j; =   O. 

Ces  égalités  peuvent  encore  s'écrire 

E  -1 E  F(  .^)  ^-  +  -p  =^  o, 

0^  ^    '  aoi         ail 

(i3)  '  ^Uf  -^'-^-'d?  ^  d^  -°' 
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Joignons-y  ridcnlilé 

(jui  [ic'iit  encore  s'écrire,  puisque  Q  peut  toujours  être  pris  indépen- 
dant de  &, 

(iMti.i)  E-pr  —  EFp  -i^ -^  ^  =^  o. 

Multiplions  les  deux  membres  de  la  première  égalité  (i3)  par  dx, 
les  deux  membres  de  la  seconde  par  d^,  . . .,  les  deux  membres  de  la 
dernière  par  <^/X,  les  deux  membres  de  l'égalité  (i3Z*/.y)  par  dz,  dx, 
d'^,  ...,  r/A,  r/^  définissant  uiu'  modification  isentropique;  ajoutons 
membre  à  membre  les  résultats  obtenus  en  tenant  compte  de  l'éga- 
lité (12)  et  nous  trouverons 

(i/i)  d(EV  +  ù)  =  o. 

Ainsi  toute  niodi/iration  isentropique  imposée  à  un  système  à 
partir  d'un  étal  d'équilibre  vérifie  l'éga/ité  (1^);  du  reste,  cette 
égalité  exprime  simplement  que  la  modification  considérée  est  adia- 
batique. 

Reprenons  l'égalité  générale  [(Cbap.  11,  égalité  (i  i)], 

d^ -  ^ f/s? -t- dû  =  -  dîL+  y; dy.  +f,i d'^^... -t-  A d'K. 

Elle  peut  s'écrire 

-  EF(&)  (I  dy.  4-  I  ./p  + . . .  +  ^^  ./a)  +  ./i2 
=  —  dZ  +  /a  dy  +  /j3  f/,3  H- . . .  -I-  /).  d'k 

et  l'identité 
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permet  de  la  transformer  en 

d(EU  +  ii)  -  E  F(S7)f/S  =  -  dH  +j\da.  +f^d'^  +. .  .  +  />.^/a. 

Pour  une  modification  isentropique,  celte  égalité  se  réduit  à 
(i5)        d{E\]  +  i2)  =  -  d^  +/„  d%  +/r3 d}-\-.. .  -4-/,. d\. 

La  quantité 

ne  pouvant  jamais  être  positive,  on  peut,  à  partir  des  égalités  (i4) 
et  (i5),  construire  une  démonstration  semblable  à  celle  de  Lejeune- 
Dirichlet,  et  obtenir  le  tliéorcme  suivant  : 

L'équilibre  d'un  système  est  assurément  stable  pour  toutes  les 
modifications  isentropiques  que  l'on  peut  lui  imposer  si  la  quantité 
(EU  -\-  Q.)  a  une  valeur  miniina  parmi  toutes  celles  qu'elle  peut 
prendre  sans  changement  de  valeur  de  l'entropie. 

Ce  théorème  a  été  énoncé  par  M.  J.-W.  Gibbs.  On  peut  dire  avec 
lui  que  si  la  quantité  (^+i2)  est  le  potentiel  thermodynamique  à 
température  constante,  \a  quantité  (EU  +  0)  est  le  ^ofc«<?t>/  ther- 
modynamique à  entropie  constante. 

Considérons  un  système  en  équilibre.  Si  l'équilibre  de  ce  système 
est  stable  pour  toutes  les  modifications  isothermiques  qu'on  peut  lui 
imposer,  est-il  stable  aussi  pour  toutes  les  modifications  isentropi- 
ques? En  d'autres  termes,  s'il  est  stable  lorsqu'on  suppose  le  système 
entouré  de  sources  de  chaleur  qui  en  maintiennent  la  température 
constante,  est-il  encore  stable  lorsqu'on  suppose  le  système  entouré 
d'une  enceinte  imperméable  à  la  chaleur? 

Pour  répondre  à  cette  question,  il  nous  faut  invoquer  un  postulat 
fondamental,  que  nous  nommerons  Postulat  d'Helniholtz,  M.  H.  von 
Helmholtz  étant  le  seul  physicien,  à  notre  connaissance,  qui  l'ait 
explicitement  énoncé  (').  Ce  postulat  est  le  suivant  : 

(')  H.  VON  Helmuoltz,  Ziir  Thennodynamik  cheniischer  Vorgânge.  I. 
{Sitzungsbericlite  dcr  Berliner  Akadeinie,  1882,  1=''  semestre,  p.  12  et  ig). 


Postulât  d'Helmiioltz.  —  Lorsquiin  système  est  i-apportc  à  des 
variables  normales,  la  capacité  calorifique  de  ce  système  est  posi- 


tive 

Ce  postulat  s'exprime  par  rinégalité 
(i(i)  C>o, 

([lie  l(^s  égalités 

pernietlent  d'écrire  sous  l'une  quelconque  des  trois  formes 

{\{\bis)  {  'ô^>^^^ 

F"(5)  à^  _0^ 

Il  faut  bien  observer  que  ce  postulat  pourrait  cesser  d'être  conforme 
à  l'expérience  si  le  système  n'était  pas  défmi  par  des  variables  nor- 
males; c'est  ainsi  que  la  capacité  calorifique  de  la  vapeur  d'eau  sous 
tension  de  tmpcur  saturée  est  négative.  Cette  remarque  montre  en 
outre  (juo  le  postulat  qui  précède,  pour  naturel  qu'il  paraisse,  n'est  ni 
évident,  ni  nécessaire. 

Ce  postulat  admis,  nous  allons  montrer  que  la  stabilité  isotliermique 
de  l'équilibre  entraîne  la  stabilité  isentropique. 

Conservons  le  symbole  d  pour  désigner  les  variations  isentropi- 
ques  et  servons-nous  du  symbole  o  pour  désigner  les  variations  iso- 
thermiques. La  proposition  à  démontrer  se  ramène  évidemment  à 
celle-ci  :  Sachant  que,  pour  un  système  en  équilibre,  on  a 

(>7)  o=(^  +  i2)>o, 
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démontrer  que  l'on  a 

(i8)  rf^(EU  +  ii)>o. 

L'inégalité  (17)  peut  s'écrire  plus  explicitement 

Dans  une  modification  isothermique,  les  quantités  oa,  o[3,  ...,  oA 
sont  absolument  arbitraires;  l'inégalité  précédente  (17  bis)  aura  donc 
encore  lieu  si  l'on  remplace  oa,  S[3,  ...,  oX  par  les  variations  do., 
d'^,  . . .,  dX,  qui  correspondent  à  une  modification  isentropique.  Nous 
aurons  par  conséquent,  pour  toute  modification  isentropique, 

D'autre  part,  l'identité 
(12)  --  ^/a  + .  . .  +  -T^  «A  -t-  -r  «.^  =  o, 

qui  définit  une  modification  isentropique,  donne  par  différentiation 

(20)  /       -h  ^-  d- a  -^  . .  -\-  -r^  d-  A 

t'a  à:;  <)1  à:;  03-         J  0.^ 

Ajoutons  membre  à  membre  l'inégabté  (19)  et  l'égalité  (20),  cette 
dernière  ayant  été  au  préalable  multipliée  par  EF(j);  tenons  compte, 
en  outre,  de  l'identité 

(21)  j  +  EF(&)S  =  EU, 


^7^> 
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cl  lions  obliendrons  rinégalité 


(22)  ( 


d«^        v--^    '  ••• 

-^''^Z^^'h^y 

2  (EU  +i2) 

f/[J.  rfv 

+  EF(S)(grf=a  + 

àS 

■■■^01 

d'A) 

-^'^'ï^(~-)(^t^'^• 

+  .  ..+ 

2    -T.— r;r    «A 

(/^  j  ^/3 

+    1 

•F(:-) 

*rf.:- 

>o 

Mais  le  système  étanl  en  équilibre,  on  a 


0{rv  +  a) 


=  o, 


5x 


=  o 


el,  par  conséquent, 


</2 


^X-^ +"),/. 


rfX 


^;*x 


ce  (jui,  en  vertu  de  l'identité  (21),  peut  s'écrire 


()(EV  +  i>) 


d^\ 


=  EF(^)[§d-^X-^...+  §dn 
Moyennant  celte  égalité,  l'inégalité  (22)  devient 


(2;i) 


d(EU+t>)    ,, 

^ — i f  r  y.  -h . 


2  ^:r^:r  dk  +  ^^_dz]  dz 


à\â^ 


dS 


+  EF(2r>^./=->o 
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Lidentilé 

OV^j,..     OS 

peut  s'écrire,  en  observant  que  Q,  est  indépendant  de  r, 

17  F  /ON  OS    ,0       ^(EU  +  o  )     _ 
LF^.)^rf„  = ^^ cL. 


DifTérentiée,  elle  donne 


à- s       ,-  àS    ,r.  s     ,- 

,,    ,,  «A  -I — — -  f/r    rt J 


^  E  F'(&)  ^  {dhy  +  E  F(r)  ^  d'^z 


-\- 


^(EU  +  i>) 


d^d^ 


dx 


01. 05  dS- 


f/™    H 5^ rr d-  Z. 


Comparée  à  l'inégalité  (aS  ),  celte  égalité  nous  permet  décrire 

i'-^^^^^^(day-^... 

H ^ — Trr, -(dk)--+-  2  >   — ^ — -. (/U.(h 


(2/^) 


).    1, dk  H !^;ri dz 

al.  Os  C/.5- 


dh 


cry.  ^. .. 

c'a  a~ 

E  F  ^ï)  (  4^  f/a  + . . .  +  #1  ./A  )  ./r 


O^d"^ 


dlô'X! 


dS 


EF'(&)  ^(f^^)'>o. 


L'identité 


Joiun.  de  Malli.  (  ^'  série),  tome  \.  —  Fasc.  III,  1894 
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que  Ion  peut  écrire 
donne  les  identités 

(2^^  

Moyennant  ces  égalités  (23),  l'inégalité  (24)  devient 

'^^^ir""'  (^a)'+..+ ^"^.V"^  (^)-+ '^"^]-;.r"^  (^^)- 

oa  t'A  c/.? 

—  EF'(5)§(r/.^V>o, 


on  hicn 


rf^(EU  4-  iî  )  -  E  ^'i|-'  CicBy  >  o 


Les  quantités  E,  F(S-),  F'(~),  sontessenliellenienl  positives;  d'après 
le  postulat  d'Helmholtz,  il  en  est  de  nièiiif  àv  la  (|iianliti''  C;  Tinéga- 
lifé  précédente  exige  donc  (pie  l'on  ait 

rf^(EU  +  0)>o. 

C'est  l'inégalité  (18)  que  nous  voulions  démontrer. 

0.  Déplacement  isentropiquc  de  l'éqitilllu-i'.  —  Prenons  un  sys- 
tème en  équilibre  stable,  pour  les  modifications  isolliermiques,  sous 
les  actions  constantes  A,  B,  . . .,  L.  La  (piaiilité 

4)  =  .?(a,  p,  ...,  A,  ^)-(Aa  +  B[î+...  +  L  A), 
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dans  laquelle  les  quanlilés  A,  B,  ...,  L  sont  indépendantes  des  va- 
riables a,  p,  ...,  X,  a  une  valeur  minima  parmi  celles  qu'elle  peut 
prendre  à  la  même  température  S-.  On  a  donc,  en  premier  lieu, 

en  second  lieu. 

Cette  dernière  inégalité  a  lieu  quelles  que  soient  les  valeurs  non 
toutes  nulles  de  Sa,  oj3,  . . .,  SX. 

Donnons  aux  actions  A,  B,  . . .,  L  des  variations  infiniment  petites 
c?A,  </B,  ...,  (IL,  tandis  que  le  système  ne  peut  échanger  de  chaleur 
avec  Textérieur.  Le  système  éprouvera  une  modification  isentropique 
et  parviendra  à  un  nouvel  état  d'équilibre.  Dans  cet  état,  les  variables 
normales  qui  définissent  le  système  auront  les  nouvelles  valeurs 

a  +  f/a,      . . . ,      À  -4-  (fk,      &  +  d^. 
La  modification  étant  isentropique,  on  devra  avoir  l'égalité 

(9a  Oh  à^ 

(pie  l'identité 

EFX&)S  =  -| 

permet  de  transformer  en 


(28)         -T-^d0i-^...+    .r,-^d\^   -^^   d^  —   j^^-r;rd^ 


o. 


D'autre  part,  les  égalités  (26)  donnent,  par  dilTérentialion, 

(29) 

^^  f/a  + . . .  +    ^  dX-h  T=ri^  ds  =  f/L. 
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Multiplions  la  première  des  égalilrs  (aç))  [vàv  ify.,  ...,  la  dcriiirrc 
par  '/k,  (i  a  jouions  membre  à  membre  les  résultats  obtenus;  nous 
lrou\ons 

=  f /A  f/a  4- .  . .  -f-  ilL  d\, 
égalité  que  la  relation  (28)  transforme  en 

_(,/a)-+...4-^(.a)-+.;2^^r/u./v 


ou  bien  en 


dK  f/a  + . . .  +  --/L  f/A 


(3o)  -=-^-i^l-^^d^)-+^Kd^y  +  -- 


+  %{dxf+iy^^^j^d.. 

L'inég;alité  (27)  ayant  lieu  quels  que  soient  oa,  o[3, 
lieu  si  Ion  fait 

oa  ^  rfa,  . . . ,  oX  =  f/A. 

On  a  donc 

%{d.Y^...^%{dXf-^.y^^^.i^d.>.. 

D'autre  part,  le  postulat  d'Helmholtz  donne 

^9rC(./:-y>o. 

On  a  donc 
Oi)  rfA^a +.. .+ r/Lr/X  >o. 
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Cette  inégaliu'-  (3i)  équivaut  au  lliéorènic  suivant  : 

Un  système  est  en  équilibre  sous  certaines  actions  extérieures;  il 
ne  peut  éprouver  que  des  modif cations  isentropiqiies ;  on  ajoute 
aux  actions  ej:térieurcs  des  actions  pertui-hatrices  infiniment  pe- 
tites; le  système  parvient  à  un  nouvel  état  d'équilibre  ;  dans  le 
passage  de  l'ancien  état  d'équilibre  au  nouveau,  les  cn^t ions  per- 
turbatrices effectuent  toujours  un  travail  positif. 

Ce  principe  du  déplacement  isentropique  de  l'équilibre  est  utile 
dans  la  discussion  de  certains  problèmes  relatifs  à  la  détente  des 
vapeurs. 

7.  La  chaleur  spécifique  sous  actions  constantes.  —  Imaginons 
un  système  maintenu  en  équilibre  par  des  actions  extérieures  con- 
stantes A,  B,  . ..,  L.  Il  passe  d'un  état  défini  par  des  valeurs  a,  [i,  

A,  .%,  des  variables  normales,  à  un  nouvel  état  défini  par  des  valeurs 
(a  +  Da),  (;5  +  D3) (a  +  Da),  (Sr-t-Dc)  des  variables  nor- 
males. 

Les  équations  d'équilibre 


—  A  =  o, 

■    '   î 

h  = 

:  O 

donnent 

par 

différentiation 

Da+...+ 

Da 

^  (h  à-^ 

D^: 

=   O, 

(32) 

< 

dldy: 

Da-h...+ 

DA+-r^— 

D^ 

=  O. 

Ces  égalités  nous  donnent  pour  Da,  D^,  .  . .,  DX  des  valeurs  pro- 
portionnelles à  D2r,  les  coefficients  de  proportionnalité  dépendant  des 
variables  a,  j3,  . . . ,  X,  'b. 

Il  en  résulte  que  la  quantité  de  chaleur  absorbée  dans  la  modifica- 
tion précédente, 

R„Da+...^-R,DA  +  CD&, 

peut  s'écrire  FDj,  F  étant  une  fonction  de  a,  |i,  . . .,  A,  3r. 
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r  esl  ce  (jiio  nous  nommerons  la  capacité  calorifique  sous  les  actions 
constantes  K,  B,  ...,  L.  C'est  la  capacité  calorilniuc  relative  au  sys- 
tème de  variables  (')  non  normal  A,  B,  . . .,  L,  &. 

On  a  donc,  par  dcfinilion, 


(r-G)D&  =  RaDa 

ou  bien  jChap.  1,  égalités  {-j  bi.s)\, 


R)  D>., 


Da 


(33)     (r-C)D&  =  -^.^^^^^^^^ 

Mais  des  égalités  (32),  on  déduit  ais(''uient  Tégalil* 


dld' 


(PJv 

(h 


d^T 


dKi 


aDa)^  +  ...+  g(DX)-4-22;;SDaDv 


Da   D^  =  o. 


Cette  égalité,  comparée  à  l'égalité  (33),  donn( 


i(r-C)(D2r) 
04)  F  (5) 


KF'(&) 


S?(D.)= 


£('^>)--"2|iD,Dv]. 


Si  le  système  est  en  équilibre  stable  lorsque  les  actions  exti-ricnrcs 
A,  B,  . .  .,  L  sont  maintenues  constantes,  la  quantité 


dl 


^(oX)-+a2,5^V°^' 


est,  comme  nous  l'avons  vu  au  n"  4,   positive  quels  que  soient  oa, 
ojî,  ....  oX.  L'égalité  (34)  nous  donne  donc  l'inégalité 

r-c>o. 


(')  Au  sujet  de  ce  svslème  de  variables,  voir  notre  Mémoire  sur  les  équa- 
tions générales  de  la  Tliermorlynamique,  Cliap.  V  {Annales  de  l'École  Nor- 
male, 3"  série,  t.  MI,  i8f)i). 
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Par  conséquent,  si  un  systèinc  est  en  éqiiililn-c  stabU-  loisquon 
maintient  constantes  les  actions  extérieures  qui  le  sollicite/it,  sa 
capacité  calorifique  est  plus  grande  lorsqu'on  maintient  constantes 
les  actions  A,  B,  . . .,  L,  que  lorsqu'on  maintient  constantes  les  va- 
riables /lormales  a,  jB,  ...,  X. 

Imaginons  que  Ton  veuille  imposer  aux  variables  a,  ^,  ...,  A  les 
variations  Da,  D^,  ...,  DX,  la  température  &  étant  mainleniic  con- 
stante. Il  faudra  adjoindre  aux  actions  extérieures  A,  B,  ...,  L  des 
actions  perturbatrices  oA,  oB,  ...,  oL.  On  aurait,  d'après  réi;a- 
lité  (lo), 

|oADa+...+  oLDX 

Imaginons  que  Ton  veudle  imposer  aux  variables  a,  p,  ...,  A  les 
mêmes  variations  Da,  ...,  DÀ  par  une  modification  isentropicjue;  la 
température  variera  alors  d'une  quantité  d'è  définie  par  l'égalité 

(36)  ^  Da +  . .  .-1- -7^  Dah- ^  (:/2r=  o. 

Pour  accomplir  cette  transformation  isentropicjue,  on  devra  ad- 
joindre aux  actions  extérieures  des  actions  perturbatrices  dA,  r/iî, 

(/L,  et  Ton  aura,  d'après  l'égalité  (3o), 

^A  Da  + . . .  -H  dh  D'A 

,  EF'(S)  ^,  ;.  .  „       d'-S  .r\    \2 

(3.)  )      =T^C(f/.-)-+^^^(Da)^  +  ... 

+  S(DAr-^2iS°^°^' 
Les  égalités  (34),  (35),  (37)  donnent 

îyï^  (r  -  C)(DS)-  =  ôA  Da  4-. . . -t-  oL  Da, 

^1^  C(d^y  =  (dA  -  oA )  Da  + . . .  +  (dL  -  oL)  Da. 
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On  (léduil  fie  là 


o»)      ^(S 


(dX  —  è\)  Da  -H . . .  +  (f/L—  SL)  DX 


(^(Mle  ri^liilioii,  où  D^  vérilie  les  ('■galilés  (32)  cl  dz  régalilé  (3G), 
est  la  généralisation  de  celle  par  laquelle  Laplace  a  expliqué  l'expé- 
fieuce  de  Desormes  cl  Clément. 


CONCLUSION". 


Les  physiciens  qui  on,t  traité  de  la  Thermodynamique  ont  placé 
cette  science,  vis-à-vis  de  la  Dynamique,  dans  deux  positions  dis- 
tinctes. 

Les  fondateurs  de  la  Thermodynamique  ont  presque  tous  incliné  à 
faire  de  celte  science  une  application  de  la  Dynamique;  regardant  la 
chaleur  comme  un  mouAcment  très  petit  et  très  rapide  des  particules 
(|ui  constituent  les  corps,  la  tenqiérature  comme  la  force  vive  moyenne 
de  ce  mouvement,  les  changements  d'état  physique  comme  des  mo- 
difications dans  les  éléments  caractéristiques  de  ce  mouvement,  ils  ont 
tenté  de  déduire  les  théorèmes  de  la  Thermodynamique  des  théo- 
rèmes de  la  Mécaniipie  rationnelle;  leurs  tentatives  ont  été  aisément 
couronnées  de  succès  dans  le  domaine  du  principe  de  la  conservation 
de  Ténergie;  elles  ont  été  moins  heureuses  lorsqu'elles  ont  abordé  le 
principe  de  Carnot;  malgré  les  essais  audacieux  de  Clausius,  de 
M.  lîoltzmann  et  de  M.  H.  von  Helmholtz,  le  principe  de  Carnot  n'a 
pu,  jusqu'ici,  être  déduit  d'une  manière  pleinement  satisfaisante  des 
propositions  de  la  Dynamique. 

Beaucoup  de  physiciens  ont  cherché  à  rendre  la  Thermodynamique 
indépendante  de  toute  hypothèse  sur  la  nature  de  la  chaleur;  ils  ont 
essayé  de  l'établir  non  sur  des  théorèmes  empruntés  à  la  Mécanique 
rationnelle,  mais  sur  des  principes  qui  lui  soient  propres;  Clausius 
avait  déjà  été  guidé,,  dans  la  rédaction  de  ses  plus  beaux  Mémoires, 
])ar  le  désir  de  faire  de  la  Thermodynamique  une  science  indépen- 
dante; G.  Kirchhoff,  comme  en  témoignent  ses  Leçons  récemment 
publiées,  avait  montré,  dans  son  enseignement,  que  ce  désir  pouvait 
être  réalisé;  élève  de  G.  Kirchhoff,  M.   G.  Lippmann  a  préconisé  en 
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France  cette  tendance  qui  domine,  aujourd'hui,  dans  l'enseignement 
de  nos  Facultés. 

Nous  avons  essayé,  dans  le  présent  travail,  d'indiquer  une  troisième 
position  de  la  Dynamique  par  rapport  à  la  Thermodynamique;  nous 
avons  fait  de  la  Dynamique  un  cas  particulier  de  la  Thermodyna- 
mique, ou  plutôt,  nous  avons  constitué,  sous  le  nom  de  Thermodyna- 
mique, une  science  qui  embrasse  dans  des  principes  communs  tous 
les  changements  d'état  des  corps,  aussi  bien  les  changements  de  lieu 
que  les  changements  de  qualités  physiques. 

Les  principes  de  cette  science  sont  les  lois  [expérimentales  que  Sadi 
Carnot,  Mayer,  Joule,  Clausius,  W.  Thomson,  Helmholtz  ont  établies 
ou  éclaircies.  Sa  mise  en  équations,  ébauchée  par  Clausius,  perfec- 
tionnée par  JMassieu,  Gibbs  et  Helmholtz,  nous  ramène  à  une  forme 
analytique  semblable  à  celle  que  Lagrange  a  donnée  à  la  Mécanique; 
ainsi  se  trouve  maintenue,  au  travers  des  évolutions  de  la  Science, 
cette  continuité  de  tradition  qui  en  assure  le  progrès. 

Il  nous  semble  cpi'une  conclusion  générale  se  dégage  de  cette  étude  : 
si  la  science  des  mouvements  cesse  d'être,  dans  l'ordre  logique,  la 
première  des  Sciences  physiques,  pour  devenir  seulement  un  cas  par- 
ticuler  d'une  science  plus  générale  embrassant  dans  ses  formules  toutes 
les  modifications  des  corps,  la  tentation  sera  moindre,  pensons-nous, 
de  ramener  l'étude  de  tous  les  phénomènes  physiques  à  l'étude  du 
mouvement;  on  comprendra  mieux  que  le  changement  de  lieu  dans 
l'espace  n'est  pas  une  modification  plus  simple  que  le  changement  de 
température  ou  de  quelque  autre  qualité  physique;  on  fuira  dès  lors 
plus  volontiers  ce  qui  a  été  juscju'ici  le  plus  dangereux  écueil  de  la 
Physique  liiéorique,  la  recherche  d'une  explication  mécanique  de 
l'Univers. 


Journ.  de  Math.  {\'  série),  tome   K.  —  Fasc.  III,   189:4.  û^ 
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JSotc  au   sujet  d'un   Mémoire  de  M.    Paiiilevé 
sur   les  équations   de  la   Dynamique  ; 

Par  m.  R.  LIOUVILLE. 


Dans  un  travail  inséré  au  dernier  Cahier  de  ce  Journal,  M.  Pain- 
levé  publie  les  résultats  qu'il  a  obtenus  sur  une  question  dont  nous 
avons  tous  deux  fait  une  étude,  à  l'occasion  de  recherches  plus  géné- 
rales. 

Je  ne  veux  nullement  ouvrir  une  discussion  nouvelle  sur  le  sujet 
dont  il  s'agit,  mais  je  ne  puis  éviter  de  présenter  une  observation 
touchant  un  point  particulier  sur  lequel  M.  Painlevé  revient  plusieurs 
fois,  les  termes  dont  il  se  sert  laissant  croire  à  une  inexactitude  que  je 
n'ai  pas  commise. 

La  Note  que  j'ai  publiée  le  6  avril  1891,  dans  les  Comptes  rendus 
de  l'Académie,  était  relative  aux  cas  où  les  équations  différentielles 
du  mouvement  ne  dépendent  que  de  trois  paramètres  et  peuvent  cor- 
respondre à  deux  expressions  différentes  de  la  force  vive. 

En  citant  cette  Note,  M.  Painlevé  s'exprime  ainsi,  à  la  page  19  de 
son  travail  : 

«  Sur  ce  problème,  M.  Liouvillc  avait  antérieurement  publié  deux 
Notes;  dans  la  première,  il  déterminait  tous  les  ds-  à  deux  ou  trois 
paramètres,  tels  que  le  mouvement  défini  par  le  système 
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fût  défini  par  un  autre  système 


[(S 


>  o; 


>./ 


et  que,  de  plus,  les  discriminaiils  A  <^'/  A,  de  ds-  et  ds]  fussent  iden- 
tiques »,  et  M.  Painlevc  ajoute  eu  note  :  «  d'après  ce  qui  précède, 
cette  seconde  condition  est  inutile,  elle  est  toujours  conséquence  de  la 
première.  » 

IMus  loin,  à  la  page  89,  la  même  assertion  est  reproduite. 

I']lle  contient  une  erreur  de  fait  que  la  lecture  de  ma  Note  du 
(j  avril  1891  met  en  évidence.  Le  second  alinéa  de  cette  Note  se  ter- 
minait ainsi  : 

«   Soit 


(,)  .T = «'-^y  +  r- 


la  force  vive  du  système  matériel  et  cherchons  à  choisir,  pour  a,  j5,  y, 
des  expressions  telles  que  les  équations  différentielles  du  mouve- 
ment puissent  être  déduites,  soit  de  la  forme  quadratique  précé- 
dente, soit  d'une  seconde  forme,  où  entrent  en  général  les  produits 

'dt    ~dt  ' 

On  voit  que  je  ne  fais  aucune  mention  de  l'égalité  des  discriminants 
des  deux  formes,  mais  j'indique  alors  la  condition  que  les  équations 
différentielles  du  mouvement  devront  être  les  mêmes  pour  les  deux 
problèmes. 

Plus  loin  (^Comptes  rendus,  p.  711),  j'ajoute,  il  est  vrai,  ceci  : 

((  Il  existe  des  cas  où,  les  équations  des  trajectoires  àlanl  données, 
il  ne  suffit  pas  de  connaître  le  discriminant  6-  de  la  forme  (r)  pour  en 
conclure  cette  forme  même.  C'est  dire  que  l'on  peut  choisir  a,  [3,  y 
de  telle  manière  qu'une  seconde  forme,  de  même  discriminant,  cor- 
responde  aux  mêmes  trajectoires.  Tous  les  cas  de  cette  espèce  sonl 
donnés  par,  etc.  » 

Cette  fois,  j'astreins  les  formes  quadratiques  à  être  de  même  dis- 
criminant, mais  je  cesse  d'indiquer   la  condition  que  toutes  les 
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équations  différentielles  du  mouvement  devront  être  les  mêmes, 
et  je  me  contente  de  demander,  avec  l'identité  des  discriminants  des 
deux  formes,  celle  des  trajectoires. 

Je  n'ai  donc  nullement  énoncé  une  condition  superflue,  comme  le 
suppose  M.  Painlevé,  mais  j'ai  énoncé,  de  deux  manières  distinctes 
et  dont  il  est  visible  que  je  connaissais  l'équivalence,  les  conditions  du 
problème  que  je  m'étais  posé  et  dont  je  donnais  la  solution  complète. 
C'est  cette  équivalence,  retrouvée  par  M.  Painlevé,  d'une  antre  façon, 
qui  fait  l'objet  de  sa  double  remarque. 


GÉNÉRALISATION    DES    FRACTIONS    CONTINUES    ALGÉBRIQUES.  2q  I 


Sur  la  généralisation  des  fractions  continues  algébriques  ; 


ParM.H.PADE, 

Docteur  es  Sciences  malhcmatiques, 
Professeur  au  lycée  de  Lille. 


INTRODUCTION. 

M.  Hermite  s'est,  dans  un  travail  récemment  paru  (  '  ),  occupé  de 
la  généralisation  des  fractions  continues  algébriques.  La  c|uestion  est 
de  déterminer  les  polynômes  X,,  Xj,  ...,  X„,  de  degrés  pi,,  [ji,,  ...,  jj.,,, 
qui  satisfont  à  l'équation 

S,X,  +  S,X,  +  . . .+  S„X„  =  S^'^^i^^^-^^-"-', 

S|,  Sj,  . . .,  S,j  étant  des  séries  entières  données,  et  S  une  série  égale- 
ment entière.  Ou  plutôt,  il  s'agit  d'obtenir  un  algorithme  qui  permette 
le  calcul  de  proche  en  proche  de  ces  systèmes  de  n  polynômes,  et  qui 
soit  analogue  à  l'algorithme  par  lequel  le  numérateur  et  le  dénomina- 
teur d'une  réduite  d'une  fraction  continue  se  déduisent  des  numéra- 
teurs et  dénominateurs  des  réduites  précédentes.  D'élégantes  considé- 
rations, empruntées  au  Calcul  intégral,  conduisent  Téminent  géomètre 
«  à  un  nouveau  mode  de  calcul,  entièrement  différent  de  l'algorithme 


(')  Sur  la  généralisalion  des  fractions  continues  algébriques  {A/uiali  di 
Malematica  pufa  ed  applicata,  2=  série,  t.  XXI,  p.  289-808). 
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élémentaire  de  la  lliéorie  des  fractions  continues  ».  Ce  nouveau  mode 
de  calcul  repose  sur  la  considération  des  systèmes  de  polynômes 
associés. 

La  première  Partie  de  notre  travail  est  consacrée  à  une  exposition 
de  la  méthode  de  M.  Hermile,  mais  en  prenant  un  point  de  départ 
absolument  différent.  Dans  le  cas  de  deux  séries  S,  et  S^,  la  méthode 
des  polynômes  associés  repose,  en  effet,  sur  deux  lois  de  récurrence 
ipie,  avec  un  certain  nombre  d'autres,  nous  avons  rencontrées  dans 
1111  Iravail  antérieur  (' ).  Une  induction  facile  conduit  immédiatement 
aux  lois  analogues  pour  le  cas  de  trois  ou  d'un  plus  grand  nombre  de 
séries.  La  possibilité  de  ramener  le  cas  de  n  séries,  si  l'un  des  degrés 
ij., ,  (jLj,  .  . .,  [JL„  est  nul,  au  cas  de  «  —  i ,  cpie  AL  Hermite  établit  quand 
les  séries  sont  des  exponentielles  et  dont  il  fait  ensuite  usage  dans  le 
cas  de  trois  séries  quelconques,  trouve  sa  lumineuse  et  complète  intei'- 
prétation  dans  l'annexion  au  tableau  fondamental,  relatif  au  système 
des  n  séries,  des  n  tableaux  relatifs  aux  systèmes  de  «  —  i  séries  qui 
se  déduisent  du  premier  système. 

Dans  la  seconde  Partie,  nous  faisons  l'extension  complète,  au  cas 
de  trois  séries,  de  la  théorie  des  fractions  continues  simples.  Les  qua- 
lités de  ralgorithme  qui  généralise  le  calcul  des  réduites  de  ce  groupe 
de  fractions  continues  s'aperçoivent  immédiatement,  et,  sans  recou- 
rir à  d'autres  considérations  que  celles,  excessivement  simples,  qui 
nous  ont  déjà  servi  autrefois,  nous  obtenons  aisément  la  loi  générale 
de  formation  des  suites  qui  donnent  naissance  à  cet  algorithme;  tous 
les  modes  de  calcul  des  systèmes  de  polynômes  le  plus  cnlièroment 
analogues  à  l'algorithme  élémentaire  de  la  théorie  des  fractions  con- 
tinues en  découlent.  Nous  étudions  ensuite  plus  complètement  ceux 
de  ces  modes  qui  sont  réguliers  et  qui  généralisent  le  calcul  des  ré- 
duites des  fractions  continues  régulières;  ce  sont  de  beaucoup  les  plus 
importants  et  ceux  qui  donnent,  pour  le  calcul  effectif  des  polynômes, 
les   méthodes  les   plus   simples.  Nous   terminons  par  un  aperçu   de 


(')  Sur  la  représentation  approchée  d'une  Jonction  par  des  fractions  ra- 
tionnelles [Thèse  de  Doctorat  :  Gaulhier-Villars,  1892).  Dans  le  cours  de  ce 
second  travail,  nous  renvoyons  à  plusieurs  reprises  à  celui-là;  nous  l'indiquons 
par  le  mol  thèse. 
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ce  que   deviennent  ces  différents  résultats  dans  le    cas  général   de 


n  séries. 


PREMIERE  PARTIE. 

LA    MÉTHODE    DES    POLYNOMES   ASSOCIÉS. 


I.      —     Cas    DE    DEUX    SÉRIES. 

1.  Soient  S,  et  S^  deux  séries  entières  ayant  un  terme  constant 
différent  de  zéro.  Si  l'on  se  propose  de  déterminer  deux  polynômes 
X,  et  Xo,  dont  les  degrés  soient  respectivement  [jl,  et  [i..,,  et  tels  que 
l'on  ait 

S,X,  +  S,X,-Sa;^-^-', 

S  désignant  une  nouvelle  série  entière  de  même  nature  que  S,  et  S^, 
le  problème  est,  en  général,  possible,  et  un  seul  système  de  polynômes 
satisfait  à  la  question. 

Il  peut  arriver,  dans  des  cas  particuliers,  qu'il  n'existe  pas  de  tels 
polynômes  ;  mais  nous  laisserons  de  côté  ces  cas  d'où  naissent,  comme 
on  sait,  de  grandes  difficultés.  La  métbode  de  calcul  par  les  polynômes 
associés  n'est  pas  alors  applicable.  Ils  ne  peuvent  se  présenter,  d'ail- 
leurs, que  lorsque  les  coefficients  des  séries  S,  et  Sj  satisfont  à  cer- 
taines relations;  nous  supposerons  donc  que  ces  coefficients  demeurent 
arbitraires;  à  chaque  couple  de  valeurs  ([ji.|,[ji2)  correspond  alors 
sûrement  un  couple  de  polynômes,  et  les  degrés  de  ces  polynômes 
sont  effectivement  égaux  à  [).,  et  [/.j. 

Nous  plaçons  ces  différents  couples  de  polynômes  dans  les  cases  d'un 
Tableau  à  double  entrée  T(x,y),  dont  les  files  parallèles  au  côté  y 
correspondent  à  une  même  valeur  de  [jl,,  et  celles  parallèles  au  côté  x 
à  une  même  valeur  de  p.^.  La  direction  principale  du  Tableau  est  la 
direction  qui  fait  des  angles  égaux  avec  les  côtés  x  et  y.  Les  droites 

Jouru.  de  Math.  (4'  série),  tome  X.  —  Fasc.  III,  189^.  J" 
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perpendiculaires  à  cette  direction,  qui  passent  par  les  centres  des 
cases,  sont  les  droites  d'égale  approximation  ;  si  Ton  numérote  ces 
droites,  dans  Tordre  où  elles  se  présentent,  à  partir  de  celle  qui  est  la 
plus  proche  du  sommet  du  Tableau,  en  donnant  à  celle-ci  le  numéro  o, 
à  la  suivante  le  numéro  i,  etc.,  toutes  les  cases  dont  les  centres  sont 
sur  la  droite  dont  le  numéro  est  A ,  correspondent  à  une  même  approxi- 
iiialion,  dont  Tordre  est  /»  -f-  i . 


2.   Soient  P  et  P',  Q  et  (Y,  P,  et  P',  trois  couples  de  polynômes 
placés  dans  des  cases  que  j'appellerai  A,  B,  C. 

Si  la  disposition  relative  de  ces  trois  cases  est  celle-ci  : 

Fig,  1. 


on  sail  (  Thèse,  n"  62)  que  Ton  a 

Pa  -^Q[3..P., 
P'a-f-Q'^  =  P;, 

a  et  [i  désignant  deux  constantes. 

Si  la  disposition   relative   des  trois   cases  est  Tune  ou  l'autre    de 
celles-ci  : 


I 

'■S- 

2. 

V-1 

Fig. 
H-/' 

3. 

A 

1^' 

A 

.-' 

B 

c 

B 

C 

des  relations  de  même  forme  ont  lieu,  mais,  dans  le  premier  cas,  a  est 
un  binôme  du  premier  degré  à  terme  constant  différent  de  zéro,  et  ^ 
une  constante,  tandis  que,  dans  le  second  cas,  a  est  une  constante 
et  P  un  binôme  du  premier  degré  à  terme  constant  différent  de  zéro. 
Soit  maintenant  à  calculer  les  polynômes  X,,  X,  de  la  case  {\i.^,  p-a). 
Regardons  cette  case  comme  la  case  C  de  la  Jig.  i;  alors,  si  Ton  sup- 
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pose  connus  les  polynômes  qui  sont  dans  les  cases  A  et  B,  la  détermi- 
nation, qui,  comme  nous  allons  le  montrer,  est  immédiate,  des  con- 
stantes a  et  j3,  nous  donnera  X,  et  X^  en  fonction  de  ces  polynômes. 
Ainsi  le  calcul  des  polynômes  de  la  case  (pi.,,  [i..,)  se  trouve  dépendre 
de  celui  des  polynômes  des  cases  (ijl,,  [jl^  —  i),  (  jJ^i  —  i,  [i-i)- 

Mais,  si  l'on  suppose  que  la  première  de  ces  deux  cases  soit  la  case  C 
de  isijig-  2,  et  que  la  seconde  soit  la  case  C  de  la  ^g.  3,  on  voit  que 
le  calcul  de  leurs  polynômes  dépend  à  son  tour  du  calcul  des  poly- 
nômes des  deux  cases  {[x,  —  i,  [jl^  —  2),  (a,  —  2,  [Ao  —  i)  qui  ont  exac- 
tement la  même  disposition  relative. 

Le  calcul  des  polynômes  de  ces  deux  cases  dépendra  alors  de  même 
de  celui  des  polynômes  des  cases  (ix,  —  2,  [/.,  —  3),  ([jl,  ^  3,  jj.., —  2), 
et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  ce  que  Tune  des  cases  de  l'un  des  couples  suc- 
cessifs ainsi  obtenus  soit  contiguë  au  bord  du  Tableau  T(x,  y).  On  a 
ainsi  la  figure  que  voici  : 


Fis 


0 

P-i 

'.T.-^ 

A 

B 

A 

B 

A 

K-î 

B 

C 

Partant  donc  des  polynômes  du  premier  couple  de  cases  A,  B,  on 
calculera  d'abord  le  binôme  a  et  la  constante  ^.qui  donnent  les  polv- 
nomes  de  la  case  A  du  second  couple  A,  B,  et  la  constante  a  et  le  bi- 
nôme j3  qui  donnent  les  polynômes  de  la  case  B  de  ce  couple;  on 
passera  ensuite,  par  la  même  méthode,  aux  polynômes  du  troisième 
couple  A,  B,  puis  à  ceux  du  quatrième,  et  ainsi  de  suite.  Quand  on 
aura  obtenu  les  polynômes  du  dernier  couple  A,  B,  on  déterminera 
les  deux  constantes  a  et  ^  qui  permettront  enfin  de  calculer  les  poly- 
nômes X,  et  Xj  de  la  case  C. 

Telle  est,  pour  le  cas  de  deux  séries,  la  méthode  des  polynômes  asso- 
ciés de  M.  Hermite. 


5.  Nous  avons  dit  que  le  calcul  des  éléments  a,  ^,  dans  chaque  cas, 
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était  immédiat.  Soit,  par  exemple,  à  passer  des  cases  (tjL,,[jL2—  1), 
(  [X,  —  I ,  j^j)  à  la  case  (a,,  [jl„).  Les  couples  de  polynômes  élantP,  P'  ; 
Q,  Q'  et  X,',  X2,  on  a 

S,P  ^-  SjP'  =S>H-,+M->, 
S,Q+S,Q'  =S',x^<-S 
S.X, -t-  S^X,  =  2a?!^.-i^.^', 

S',,  S!,  et  2  désij^nant  des  séries  à  terme  constant  différent  de  zéro. 
Dans  ce  cas,  a  et  p  sont  des  constantes,  cl  l'on  a 

Pa+Qp  =X., 
P'a  4- Q'p  =  X,. 

Multiplions  la  première  de  ces  relations  par  S,,  la  seconde  par  S^,  et 
ajoutons  membre  à  membre,  on  obtient  simplement 

et  le  rapport  des  constantes  a  et  j3  est  déterminé  par  la  condition  que 
le  terme  en  x  fasse  défaut  dans  le  premier  membre. 

La  même  métliode  est  évidemment  applicable  aux  autres  cas. 

4.  Il  nous  reste  à  montrer  comment  se  fait  le  calcul  des  polynômes 
des  cases  A,  B  qui  forment  le  couple  initial,  le  calcul  du  premier  système 
de  polynômes  associés. 

Si,  pour  fixer  les  idées,  nous  supposons  jji,  >>  [x,,  la  case  B  est  con- 
tiguë  au  côté  y  du  Tableau  T(x,  y)  {/Ig-  4)- 

Posons  [j.^  —  pi.,  —  V,,  en  sorte  que  les  polynômes  à  calculer,  que 
nous  désignerons  par  P,,  P',  etQ,,  Q',  soient  respectivement  de  degrés 
I,  V,  et  o,  V,  +  I.  Diminuons  ces  nombres  d'une  unité;  on  obtient  o, 
V,  —  I  et  —  I,  V,,  et  ceci  montre  que,  si  Ton  savait  déterminer,  d'une 
part,  une  constante  P  et  un  polynôme  P'  de- degré  v,  —  i,  satisfaisant 
à  la  condition 

S,P  +  SoP'  =  S>'^; 
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d'autre  pari,  un  polynôme  Q'  de  degré  v,,  tel  que  l'on  eût 

S,o  +  S,Q'  =  S^"., 

les  deux  couples  de  polynômes  P,,  P',  et  Q,,  Q',  pourraient  se  déduire 
des  deux  couples  P,  P'  et  o,  Q'  par  la  loi  qui  permet  de  passer  d'un 
système  de  polynômes  associés  au  système  suivant. 

Or,  la  détermination  des  polynômes  P,  P'  et  Q'  est  immédiate.  On 
aura  P  et  P'  en  prenant  arbitrairement  la  constante  P,  puis  pour  —  P',  • 
les  V,  premiers  termes  du  développement  en  série  de 

Si  P. 

S,  ' 

quant  à  Q',  ce  sera  un  monôme  quelconque  de  degré  v,. 

Cette  méthode  est,  au  fond,  celle  que  M.  Hermite  emploie  à  la 
page  296  de  son  Mémoire,  où  ni  désigne  ce  que  nous  avons  appelé  v,. 

5.  Le  couple  de  polynômes  P,  P'  que  nous  venons  de  déterminer 
figure  dans  le  Tableau  T(a?,  y),  mais  le  couple  o,  Q'  n'y  figure  évi- 
demment pas.  Ce  qui  précède  conduit  à  regarder  notre  Tableau  à 
double  entrée  T(.r,  y)  comme  limité  par  deux  Tableaux  à  simple  entrée 
T(x')  et  T(_y).  Le  Tableau  T(.r)  est  constitué  par  les  polynômes  P 
qui  satisfont  à  la  relation 

S,P  =  S>^, 

où  [j.,  prend  successivement  les  valeurs  o,  1,2,....  Ces  polynômes  ne 
sont  autres  que  des  monômes  de  de^és  o,  1,2,  —  Ces  monômes  suc- 
cessifs doivent  être  regardés  comme  écrits  sur  les  divisions  successives 
du  côté  X  de  T(J7,  y).  Le  Tableau  T(^)  est  le  Tableau  analogue  à 
T(x),  mais  relatif  à  la  série  S2;  les  monômes  qui  le  composent  sont 
placés  sur  les  divisions  du  côté  y  de  T(j;,  y). 

Avec  cette  extension  du  Tableau  T(x,y),  le  couple  o,  Q'  y  figure 
maintenant,  car  on  peut  évidemment  regarder  comme  formant  ce 
couple,  le  monôme  qui  figure  dans  la  division  de  T(j')  qui  correspond 
au  nombre  v,.  On  voit  alors  que  la  case  où  figurent  P  et  P',  et  cette 
division  constituent  en  quelque  sorte  un  nouveau  couple  de  cases  A,  B 
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(|iii  priil  ôlro  pris  roinme  le  couple  inilial  de  ceux  qui  conduisent  à  la 

case  f[x,,  (j.,). 

II.  --  Cas  de  trois  séries. 

6.  Nous  nous  proposons  d'étendre,  maintenant,  au  cas  de  trois  sé- 
ries la  méthode  que  nous  venons  d'étudier  dans  le  cas  de  deu\  séries 
seulement.  Il  s'agit  alors  de  déterminer  les  trois  polynômes  X, ,  X^,  X^, 
de  degrés  [jt.,,  ^.,,  [/j,  qui  satisfont  à  l'équation 

S,  X,  ^-  S,X,  4-  S,X,  =  S.x-^^!^.-i^.--, 

condition  qui  les  détermine,  en  général,  complètement. 

Nous  disposerons  donc,  d'abord,  ces  systèmes  de  trois  polynômes 
dans  les  cases  d'un  Tableau  à  triple  entrée  T(x,y,  z),  dont  les  tran- 
ches parallèles  au  plan  yz  correspondront  à  une  même  valeur  de  [j.,, 
celles  parallèles  au  plan  zx  à  une  même  valeur  de  [/.^  ;  celles,  enfin, 
parallèles  au  plan  rr,  à  une  même  valeur  de  [i.^. 

La  direction  ([ui  fait  des  angles  égaux  avec  les  trois  arêtes  du  Ta- 
bleau est  la  direction  principale.  Toutes  les  cases  qui  correspondent 
à  une  même  approximation  ont  leurs  centres  placés  dans  un  même 
plan  P  perpendiculaire  à  la  direction  principale;  et  si  l'on  numérote 
ces  plans,  en  donnant  à  celui  qui  est  le  plus  près  du  sommet  du  Ta- 
bleau le  n°  o,  au  suivant  le  W  i,  au  suivant  le  n"  2,  etc.,  le  plan  dont 
le  numéro  est  A*  contient  tous  les  systèmes  de  trois  polynômes  dont  la 
somme  des  degrés  est  k,  et  correspond,  par  suite,  à  l'approximation 
d'ordre  k  -\-  2.  Ces  plans  P  sont  les  plans  d'égale  approxima- 
tion . 

7.  Considérons  les  trois  cases 

(m,  m'  —  I,  m"  —  i), 

(m  —  I,  m',         m"  —  i), 
(m  —  i,  m'  —  i,  m" ), 

qui  sont  placées  dans  un  même  plan  P,  dont  chacune  est  contiguë 
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aux  deux  autres,  et  qui  sont,  toutes  trois,  contiguës  à  la  case 

(m,  ni',  m")  ('  ). 

Nous  les  appellerons,  dans  l'ordre  où  nous  les  avons  placées,  A,  B, 
G.  Elles  vont  jouer  le  rôle  des  couples  de  cases  A,  B  considérées  dans 
le  cas  de  deux  séries. 

Soient 

P,      P,      P", 

Q,    Q',    Q", 

R,     R',     R" 

les  systèmes  de  trois  polynômes  qui  figurent  respectivement  dans  les 
cases  considérées.  Nous  allons  d'abord  montrer  comment  ils  peuvent 
servir  au  calcul  des  polynômes  X,,  X.,^  X;,,  qui  figurent  dans  la  case 
(m,  m',  m"). 

On  a  d'abord  les  relations 

s,p  H-  SjP'H-  SsP"^  s;.r'"^"''-'"", 

s,  Q  -^  S,Q'^  S3Q"--..  S>'"" '«'-'"", 

S.R  +  SoR'-f-  S3R"=  S>"'^'«'+"'", 

S,X,  +  S,X,-^S:,X,  =  i:a;'"-'"'-"'"-^ 

Par  analogie  avec  le  cas  précédemment  examiné,  nous  poserons 

Pa    +Q[3   ^  Ry  =X,, 

P'a  +  Q'p  +R'y  -.X,, 

P"a  +  Q"P  +  R"Y  =  X,; 

(')  Il  existe  un  second  système  de  trois  cases  qui  jouit  de  toutes  les  propriétés 
énoncées;  c'est  le  système 

(//(  —  I ,  m' ,  m"), 

(m,  m' —  I,  m"). 

(m,  m',  m" — i). 

Il  pourrait  servir  tout  aussi  bien  que  celui  que  nous  adoptons  pour  développer 
les  considérations  qui  vont  suivre;  mais,  comme  notre  but  n'est  actuellement  que 
de  retrouver  les  résultats  de  M.  Hermite,  nous  nous  limitons  au  seul  système 
indiqué. 
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multiplions  ces  équations  respectivement  par  S,,  S^,  S;,  et  ajoutons 
membre  à  membre,  on  obtient  la  nouvelle  équation 

S',  a  +  S!,  [3  -h  S!.  Y  =  I.x^. 

On  déterminera  les  trois  nombres  a,  [3,  y  par  la  condition  que,  dans 
le  premier  membre,  ne  figure  pas  de  terme  constant  ni  de  terme  du 
premier  degré  en  a; ;  alors  X,,  Xo,  X,  seront  bien  les  polynômes  de 
degrés  m,  m',  m"  cherchés. 

On  voit  que,  si  nous  désignions  par  D  la  case  où  figurent  ces  polynô- 
mes, et  que  si,  pour  figurer  les  relations  linéaires  qui  lient  les  polynômes 
de  quatre  cases  consécutives  A,  B,  C,  D,  nous  dressions  des  Tableaux 
comme  nous  l'avons  fait  dans  le  cas  de  deux  séries  (  Thèse,  n"  (J2),  ce 
sont  les  trois  nombres  o,  o,  o  qu'il  faudrait  faire  figurer,  pour  la  dis- 
position actuelle  des  quatre  cases,  dans  la  case  D. 

8.  Maintenant,  au  lieu  de  supposer  que  la  case  D  soit  la  case 
(m,  m',  m"),  nous  allons  supposer  qu'elle  est  successivement  chacune 

des  trois  cases 

(m  -h  I,  m',         m"), 

(m,         m'  -h  I ,  m"), 

(m,         m'  m"  -h  i), 

qui  ne  sont  autres  que  les  trois  cases  A,  B,  C  que  l'on  a  déplacées  pa- 
rallèlement à  la  direction  principale,  dans  le  sens  qui  les  éloigne  du 
sommet  du  Tableau  T(a7,y,  z),  jusqu'à  ce  qu'elles  soient  venues  coïn- 
cider avec  les  trois  cases  placées  d'une  façon  analogue  qui  viennent 
après  elles. 
Soient 


p„ 

P., 

p;, 

Qo 

q;, 

q:, 

Rn 

h;, 

r; 

les  systèmes  de  trois  polynômes  qui  figurent  dans  ces  nouvelles  cases. 
Occupons-nous  d'abord  du  premier. 
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Nous  poserons 

Pa  +QP   +Ry  =P,, 

P"a  +  Q'^4-R"Y  =  P;, 

et,  si  Ton  tient  compte  de  l'approximation  donnée  par  les  polynômes 
des  cases  A,  B,  G,  D,  qui,  pour  cette  dernière,  s'exprime  par  la  rela- 
tion 

S,  p,  +  S,  p;  +  S3  p;  =  2,  x'"'+"^'+'""^ 


on  en  conclut  l'équation 

S', a  +  S^P  4-837  =  2,0;'. 

Les  quantités  a,  p,  y  doivent  être  déterminées  de  telle  sorte  que  le 
terme  constant  et  les  termes  du  premier  et  du  second  degré  dispa- 
raissent dans  le  premier  membre,  el  que,  en  outre,  P,,  P, ,  P','  aient 
pour  degrés  les  nombres  m  -h  i,  m',  m".  Or,  pour  cela,  il  suffit  que  a 
soit  un  binôme  du  premier  degré  et  p  et  y  des  constantes,  car  on  a  ainsi 
les  quatre  constantes  nécessaires,  et  P,,  P', ,  P,'  ont  bien  les  degrés 
voulus.  Ce  sont  ainsi  les  nombres  i,  o,  o  qui  devraient  être  placés, 
pour  la  disposition  actuelle  des  cases  A,  B,  C,  D,  dans  cette  der- 
nière. 

Par  analogie,  on  peut  conclure  que,  si  la  case  D  est  la  seconde  ou  la 
troisième  des  cases  considérées,  les  nombres  à  adopter  sont  o,  1,0, 
dans  le  premier  cas,  o,  o,  i  dans  le  second. 

9.  Les  trois  systèmes  de  polynômes  des  cases  A,  B,  C  sont  les  poly- 
nômes que  M.  Hermite  nomme  les  polynômes  associés  d'ordre  /n,  /«', 
m",  et  la  méthode  de  calcul  que  nous  venons  d'obtenir  est  celle  que 
fait  connaître  l'émincnt  géomètre  pour  passer  de  ce  système  de  poly- 
nômes associés  à  celui  d'ordre  m  -h  1 ,  m'  -+- 1 ,  m"  -t-  i . 

Il  est  dès  lors  aisé  de  voir  comment  on  pourra  calculer  les  poly- 
nômes X,,  Xj,  X3  de  la  case((i.,,  u-j,  ^.^).  Ce  calcul  dépend,  comme 
nous  l'avons  vu,  de  celui  des  polynômes  associés  d'ordre  jx,,  [j.^,  u..j  ; 
celui-ci,  du  calcul  des  polynômes  associés  d'ordre   [x,  —  i,    [x^—  1, 

Journ.  de  Math.  (!>'  série),  tome  X.  —  Fasc.  III,  iSg:;.  jy 
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a-,  —  I  ;  ce  dernier,  du  calcul  des  polynômes  associés  d'ordre  immédia- 
tenicnl  inférieur,  el  ainsi  de  suite.  Ceci  revient  à  des  déplacements 
successifs  de  l'ensemble  des  cases  A,  B,  C  parallèlement  à  la  direc- 
tion principale,  dans  le  sens  cjui  rapproche  du  sommet  du  Tableau 
T(.r,  )',  z),  de  façon  que  cet  ensemble  vieime  coïncider  successivement 
avec  tous  ceux  qui,  placés  avant  lui,  ont  la  même  disposition.  On  peut 
continuer  ces  déplacements  jusqu'à  ce  que  l'une  des  cases  vienne 
à  être  contiguë  à  l'une  des  faces  du  Tableau  ;  une  seconde  des  trois 
cases  est  d'ailleurs  alors  contiguë  également  à  la  même  face  ('  ). 

10.  Supposons,  pour  fixer  les  idées,  l^-,^  [■>■■,  =  lJ-.t;  alors,  c'est  à  la 
face  yz  que  les  deux  cases  deviennent  contiguos,  el  l'on  est  ramené  au 
calcul  des  polynômes  associés  d'ordre 

I.  |J->—  [^,  +  1,  t^:.  — 1-^,  +  1, 

OU,  en  posant  ^.,  —  a,  =  v,,  [j.3 —  (J-i  =  '^aj  «u  calcul  des  trois  systèmes 
lie  jiolynomes  de  degrés 

1,     V,,  v,, 

O,        V,  +  I,        V,, 

O,        V,,  V0-+-I. 

Diminuons  ces  degrés  d'une  unité;  on  obtient  les  nombres 

o,        ^1  — I,        Vo—  I, 

—  I,        V,,  Vo—  I, 

—  I,       V,  —  I,       v,, 

et  l'on  voit  que,  si  l'on  connaissait  trois  systèmes  de  polynômes  com- 
posés, le  premier,  d'une  constante  P,  d'un  polynôme  P'  de  degré 

(')  Ce  dernier  fait  ne  se  présenterait  pas,  si  Ton  faisait  usage  du  système  de 
trois  cases  indiqué  dans  la  Note  précédente  (n"  7),  et  le  mode  de  calcul  qui  va 
être  employé  maintenant  devrait  être  remplacé  par  un  autre  qu'il  serait  facile, 
mais  qu'il  est  sans  intérêt  d'imaginer. 
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V,  —  I  et  d'un  polynôme  P"  de  degré  Vj  —  i,  tels  que 

S,P  +  S,P'+ S,P"=  S>-^--'=; 

le  second,  d'un  polynôme  Q'  de  degré  v,  et  d'un  polynôme  Q"  de  de- 
gré Vj  —  I,  tels  que 

S,o  +  S,Q'+S3Q"=S>'^-^, 

le  troisième,  d'un  polynôme  R'  de  degré  v,  —  i  et  d'un  polynôme  R"  de 
degré  v^,  tels  que 

S ,  o  +  S,  R'  +  S,  R:  =  s;  .x-'.-^^ , 

le  système 

P,      P',      P", 

o,     Q',     Q", 

o,      R',      R' 

pourrait  être  regardé  comme  un  système  de  polynômes  associés,  et 
servir  de  point  de  départ  au  calcul. 

Or,  les  polynômes  Q'  et  Q",  ainsi  que  les  polynômes  R'  et  R"  peu- 
vent être  regardés  comme  connus,  car  ce  sont  des  couples  de  poly- 
nômes approchés  se  rapportaiit  au  cas  de  deux  séries  S,  et  S;,  seule- 
ment, n  ne  reste  qu'à  montrer  comment  s'obtiennent  les  polynômes 
P,  P',  P"  de  degrés  o,  v,  —  i ,  Vo  —  i . 

11.   Voici  l'interprétation  de  la  méthode  suivie  par  M.  Hermite. 

Nous  regardons  la  faceys  du  Tableau  T(a7,^,  z),  avec  les  divisions 
qu'y  figurent  les  faces  des  cases  contiguës,  comme  un  Talileau  à 
double  entrée  T(j',  j),  où  nous  faisons  figurer  les  couples  de  poly- 
nômes cjui  donnent  l'approximation  maximum  pour  les  deux  séries  So 
et  S:,. 

Posons  v,  —  i  =  p|,  v,  — i  =  p2.  Nous  considérons  la  case  de 
T(a;,_)',  s),  cjui  correspond  aux  nombres  o,  p,,  p^  —  i,  et  la  case  de 
T(j',  :r),  qui  correspond  aux  nombres  p,  et  pa-  Soient  P,  P',  P"  les  po- 
lynômes qui  figurent  dans  la  première,  Q',  Q"  ceux  qui  figurent  dans 
la  seconde;  au  moyen  de  ces  polynômes  se  calculent  aisément  ceux  de 
la  case  (o,  p,,  p^)  que  nous  désignerons  par  P,,  P, ,  P,'. 
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On  a  les  relations 

S,  P  +  S,  P'  4-  S.,  P"  =  s;  :rP.+^+' , 

multiplions  la  seconde  par  a,  et  ajoutons  membre  à  membre,  on  ob- 
tient 

S,P  +  S2(P'+  aQ')  +  S3(P"+  aQ")  =  (S',  +  aS'J.rP.^P^^'. 

Si  l'on  détermine  le  nombre  a  de  façon  à  faire  disparaître  le  terme 
indépendant  de  x  dans  S',  +  aS'^,  l'égalité  devient 

s,p,  -h  s,p;  +  S;,p;  =  i-rp.-p^-*-', 

p,  étant  de  degré  o,  P',  de  degré  p,  et  V\  de  degr.é  p^j  en  sorte  que  ce 
sont  les  polynômes  cherchés. 

Ainsi,  le  calcul  de  ces  polynômes  dépend  de  ceux  qui  correspondent 
à  la  case  (o,  p, ,  pj  —  i)  ;  le  calcul  de  ceux-ci  se  ramène  de  même  à  celui 
des  polynômes  de  la  case  (o,  p,,  p,  —  2),  et  ainsi  de  suite;  on  arrive 
enfin  aux  polynômes  de  la  case  (o,  p, ,  o). 

Ceux-ci  pourraient  s'obtenir  immédiatement,  car,  en  les  désignant 
par  P,  P',  P",  on  doit  avoir 

S,P  +  S2P'+S3P"=S;.rP.-^=; 

on  déterminerait  les  constantes  P  et  P"  par  la  condition  que  le  déve- 
loppement en  série  entière  de 

S.P-hSaP" 

S, 

ne  contînt  pas  de  terme  en  x'Pi*'  et  —  P'  serait  alors  le  polynôme  de 
degré  p,  formé  par  les  termes  précédents  du  développement.  Cette 
marche  serait  analogue  à  celle  suivie  dans  le  cas  de  deux  séries  (n°  -i), 
mais  M.  Hermite  fait  encore  dépendre  le  calcul  de  ces  polynômes  de 
ceux  que,  par  analogie  avec  ce  qui  précède,  nous  placerions  dans  le 
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Tableau  à  double  entrée  T(x,y)  constitué  par  la  face  xy  du  Tableau 
T  (x,y,  z),  et  relatif  aux  deux  fonctions  S,  et  Sj. 

Désignant  par  P,,  P, ,  P'(  les  polynômes  à  calculer  de  la  case 
(o,  p, ,  o),  par  (P,  P')  ceux  de  la  case  (o,  p,  )  dans  T(x,y),  par  Q',  Q" 
ceux  de  la  case  (p,,  o)  dans  T{y,  z),  on  a 

S,P-hS,P'  =S',,rP.^'. 

S,Q'+S,Q"=S>P.-', 
d'où 

S,P  +  S2(P'+  aQ')  +  S,aQ"=  (S',  4-  aS'Jx-P.-'. 

Il  suffit  de  déterminer  la  constante  a  de  telle  sorte  que  le  terme  in- 
dépendant de  X  dans  S',  +  a  S!,  soit  nul,  pour  que  les  multiplicateurs 
de  S,,  S^  et  S3  dans  le  premier  membre  deviennent  les  polynômes  de- 
mandés P,,  P, ,  P'^. 

En  définitive,  la  méthode  employée  pour  parvenir  aux  polynômes  de 
la  case  (o,  p,,  p.,)  consiste  à  calculer  de  proche  en  proche,  et  en  se  ser- 
vant des  couples  de  polynômes  qui  figurent  dans  les  Tableaux  à  double 
entrée  T(x,y),  T(y,  z),  les  systèmes  de  polynômes  de  toute  la  file  de 
cases  placée  perpendiculairement  au  plan  xy,  partant  de  ce  plan  et 
aboutissant  à  la  case  considérée.  On  aperçoit  ainsi  bien  clairement  ce 
qu'il  y  a  d'arbitraire  dans  cette  marche,  comme  cela  va  ressortir  avec 
plus  d'évidence  encore  delà  seconde  Partie  de  ce  Travail. 


SECONDE  PARTIE. 

EXTENSION,    AU    CAS   DE    TROIS    SÉRIES,    DE   LA   THÉORIE 
DES    FRACTIONS    CONTINUES  SIMPLES. 


12.   Les  deux  lois  particulières  de  récurrence,  qui,  dans  le  cas  de 
deux  séries,  donnent  naissance  à  la  méthode  de  calcul  par  les  poly- 
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nomes  associés,  ne  sont  pas  de  celles  qui  s'offrent  dans  la  théorie  des 
fractions  continues  simples;  elles  se  présentent  seulement  quand  on 
généralise  la  défuiition  de  ces  fractions,  en  acceptant  que  le  monôme 
des  numérateurs  partiels  puisse  être  de  degré  zéro.  J'ai  montré  (  Thù.sc, 
n°  CI)  combien  cette  légère  extension  de  la  définition  donnait  de  com- 
plication aux  résultats,  si  simples  dans  le  cas  de  Tableaux  unicjuemcnt 
composés  de  fractions  normales,  qui  se  présentent  dans  la  théorie  des 
tVaclious  continues  simples. 

Il  est  bien  naturel  de  penser  que  cette  même  complication  se  retrouve 
quand  on  passe  au  cas  de  trois  séries.  Aussi,  laissant  de  côté  la  voie  qui 
conduirait  à  chercher  l'extension,  à  ce  cas,  de  la  théorie  des  fractions 
continues  sinq)les  généralisées,  où  nous  retrouverions,  parmi 
d'autres,  les  trois  lois  particulières  de  récurrence  sur  lesquelles  se 
fonde  le  calcul  par  les  polynômes  associés,  allons-nous  poursuivre 
la  seule  extension  de  la  ihéorie  des  fractions  continues  simples  elles- 
mêmes. 


T. 


Les  ALGORiTiniEs  généraux. 


13.  Nous  considérons  trois  systèmes  de  polynômes 

P,     P,      P', 

Q.    Q'.    Q". 
R,    R,     R'. 

correspondant    aux   cases   {p,p',p"),  (q,q',q"),  {'',  r', /■"),  et  nous 
nous  proposons  d'abord  d'évaluer  les  degrés  extrêmes  du  déterminant 
(  Thèse,  n"  31  )  A  formé  par  ces  polynômes. 
Des  relations 

S,  p  +  S,  P'  +  S,  P"  =  s;  xp^p'^""^^-, 

s,  Q  +  s,  Q'  +  s,  Q"  =  s;  a.-î-ï'^v"-^ 


on  déduit 


S,R+S,R'+S,  R" 


A  = 


h  3./: 


r+i'+r"  +  i 


S',  .xP+P'+P"+^- 

P' 

P" 

S'j  xi^i'^1"*'' 

Q' 

Q" 

S'3  x'-+'-'+'-"^^ 

R' 

R" 

S, 
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et  l'on  en  conclut  que  le  degré  du  terme  de  moindre  degré  dans  A  est 
égal  au  plus  petit  des  trois  nombres 

/>  -+-  p'  +  /J"  -t-  2 ,      q  -{-  q'  -\-  q"  -\-  '1,      /'  -H  /•'  -t-  /•"  -+-  i. 

Si,  dans  A,  on  remplace  chaque  polynôme  par  son  degré,  on  obtient 
le  déterminant 

P     P'     P" 
q      q       q" 

r     /•'      /•" 

le  degré  le  plus  élevé  dans  A  sera  la  somme  la  plus  élevée  obtenue 
en  faisant  la  somme  des  facteurs  dans  chaque  terme  du  développe- 
ment de  ce  déterminant. 


14.   Cherchons,  par  exemple,  les  degrés  des  facteurs  a,  [ii,  y  des 
formules  de  récurrence 

Pa  -f-Q|3  +Ry  =P,, 
P'a  +(yp  +R'y  =  p;, 
P"a  +  Q"p  +  rx"y  =  P;, 

en  supposant  que  Ton  ait  affaire  aux  quatre  cases  placées  suivant  la 
direction  principale, 

(/»,  /»',  ///");      (m  -+-  I,  m' -h-  i,  w"+  i); 
(m  -+-  2,  m'  -+-  2,  ///"  -I-  2)  ;     (m  -+-  3,  m'  -+-  3,  />/"  -h  3  ). 

Les  degrés  extrêmes  de  A  sont 

?n  +  m'  -+-  m"  +2     cl     m  -h  m  '  -f-  in  +  3  ; 

il  se  réduit  donc  à  un  binôme. 

Si  l'on  évalue  de  même  les  degrés  extrêmes  des  numérateurs  de  a, 
[3,  y,  on  trouve 

m  -I-  m'  +  ni'  -h  j     et     m  +  m'  -h  ni'  -H  6, 
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pour  le  numérateur  de  a; 

m  +  m'  4-  m"  4-2     et     m  +  J7i'  -+-  m"  -t-  5, 

pour  le  numérateur  de  jB; 

m  -\-  m'  -(-  m"  +2     et     m  +  m'  +  m"  -+-  4, 

pour  le  numérateur  de  y. 

Donc,  a,  ^,  y  sont  de  la  forme  (  '  ) 

(«  +  a' x)  x' 


T 


d-+-  d'  X 

C  +  c'  X->r  C"  X^ 

d  +  d'  X 


15.  Revenons  au  cas  général,  et  proposons-nous  de  constituer  avec 
des  cases  du  tableau  T(x,  y,  z)  une  suite  telle  que  les  polynômes  de 
ces  cases  donnent  lieu  à  des  lois  de  récurrence  analogues  à  celles 
qu'offrent  les  termes  des  réduites  successives  d'une  fraction  continue 
simple.  Si  l'on  désigne,  comme  dans  l'exemple  précédent,  par  a,  [3,  y 
les  coefficients  des  formules  de  récurrence,  a  devra  être  (Thèse, 
n°  42)  un  monôme  dont  le  coefficient  et  le  degré  soient  différents  de 


(')  M.  Hermile  a,  depuis  lonsttemps,  reconnu  l'existence  de  ce  diviseur  du  pre- 
mier degré  d  -h  d'x,  dans  le  cas  qui  nous  occupe.  Les  expressions  précédentes 
de  a,  p,  Y  m'ont  été  communiquées  par  lui,  sans  démonstration,  dans  une  lettre 
datée  de  Paris,  le  i3  janvier  iSg"?,  et  où  l'illustre  géomètre  suppose,  toutefois, 
que  les  degrés  m,  m',  m"  sont  égaux. 

Il  n'est  pas  sans  intérêt  d'ajouter  que  c'est  la  présence  de  ce  diviseur  du  pre- 
mier degré  qui  l'a  fait  renoncer  à  s'engager  dans  une  voie  si  diflTérente  de  celle 
des  fractions  continues,  et  l'a  conduit  à  exposer,  comme  rétablissant  l'analogie 
perdue,  la  méthode  de  calcul  par  les  polynômes  associés,  rencontrée,  d  autre 
part,  dans  des  questions  de  Calcul  intégral.  Les  résultats  de  notre  travail  mon- 
treront que  nous  ne  nous  rendons  pas  à  cette  dernière  opinion  de  l'illustre 
maître. 


GÉNÉHALISATION    DES    FRACTIONS    CONTINUES    ALGÉBRIQUES.  3o9 

zéro,  |3  et  Y  devront  être  des  polynômes  dont  le   ternie  constant  soit 
dilTérent  de  zéro. 
Soient 

A,     B,     ...,     K,     L,     M,     N,     ... 

une  telle  suite,  et 

{a,,a.,,a,)\     (/',,/';,/';,);      ...; 
(/i-,,X-,,/,-.,);     (/,,/2,/;,);     (m,,  m.,.!)),,);     {/i ,,//., //,);      ... 

les  systèmes  de  degrés  correspondants. 

Pour  que  les  coefficients  des  formules  de  récurrence  soient  entiers, 
il  faut  d'ajjoril  que  le  déterminant  A  relatif  à  trois  cases  consécutives 
quelconques  soit  un  monôme. 

En  second  lieu,  A  étant  un  monôme,  et  a  devant  être  également  un 
monôme  do/it  le  degré  soit  au  moins  égal  à  l'unité,  la  moins  avancée 
des  trois  cases  consécutives  K,  L,  IM,  doit  être  moins  avancée  que  la 
moins  avancée  des  trois  cases  consécutives  suivantes,  L,  M,  N;  le 
degré  d'avancement  d'une  case  dans  le  tableau  T(j:-,  y,  z)  étant  carac- 
térisé par  le  numéro  du  plan  d'égale  approximation  qui  la  contient. 
[l  faut  pour  cela  que  la  case  K  soit  moins  avancée  que  chacune  des 
cases  L,  ]M,  N,  et  cette  condition  suffit.  On  voit  d'ailleurs  immédiate- 
ment qu'alors  [i  et  y  sont  nécessairement  des  polynômes  à  termes 
constants  différents  de  zéro,  et  l'on  arrive  à  cette  conclusion  : 

Les  lois  de  récurrence  qui  ratlachenl  les  uns  au.i:  ctulres  les  po- 
lynômes d'une  suite  de  cases  du  Tableau  T^x',  y,  z)  seront  celles  qui 
généralisent  la  loi  de  formation  des  réduites  d'une  fraction  cun- 
tinue  simple,  si  cette  suite  est  composée  avec  des  cases  de  plus  en 
plus  avancées  dans  le  Tableau  T(x,  y,  z),  et  si  le  détei-minanl  \ 
formé  par  les  polynômes  de  trois  cases  consécutives  quelconques  se 
réduit  à  un  monôme. 

16.   On  devra  donc  avoir 

a,  -4-  a^  -i-  a.^  <^  b,  -h  b.j-h  b.  <C •  •  • 
</v,  -^  A-,  +  A-,  < /,  4- /,, -^  A, 
<  m,  -+-  m.,  H-  m.^  <  n,  -H  //.  -f-  n^  <^. . ., 

Journ.  de   Math.  (4"  série),  tome  \.  —  Kasc.  II[,  iSg/j.  4O 
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cl,  dans  chaque  délerminaiil  tel  que 

A",        A'.»       A';, 

/,  /.  /:, 

m.     m.,     m. 


la  somme  des  facteurs  d'un  terme  quelconque  ne  devra  pas  surpasser 
la  somme  des  éléments  de  la  première  ligne  augmentée  de  2. 
Si  Ton  pose 

/,  -  /.-,  =  A,,  /;/,  -  A,  =  a,. 

/.,  —  A.,  ^  X.,,         ///.,  —  A.,  =  u..,. 


/..  -  A, 


A,, 


nu 


A-,  =. 


a. 


les  six  nombres  entiers  positifs,  négatifs  ou  nuls  A,,  A.,,  A.,,  u.,,  u.,,  a„ 
devront  satisfaire  aux  inégalités  suivantes 

o  <  A,  -i-  X^  -+-  A.,  <  ij.,  +  II..,--  a,, 
A.. +  u.3l:2,  A.. -l-a,^2,  A,-l-a.  <2, 

A.,  4-  ao<2.  À,  +  u.    ' 


'M  -I-  t*3. 


A, -^  a, -2. 


Ce  système  d'inégalités  admet  5i  solutions;  mais  il  est  évident  que 
toutes  ne  sont  pas  nécessairement  acceptables  :  les  différences  jj.,  —  X, , 
[>-i  —  ^2;  ^*-;  —  ^vi)  égales  respectivement  aux  différences  /)i,  —  l,. 
m.,—  /j,  /»., —  /„  jouent,  en  effet,  relativemeni  aux  trois  systèmes 

(7,,/../.,),     (m,,  ///,.///,).     (  II,.  /!,,  n.,), 

le  même  rôle  que  X,,  X^,  X3  relativement  aux  systèmes 

(A,,  A-,,  A-.,).     (/,J.,Jj),      (w,,w, ,/;/,); 

donc,  parmi  les  solutions  obtenues,  il  faut  rejeter  celles  pour  lesquelles 
les  difl'érences  a,  — X,,  u-j  —  X^,  u-,  —  X,  ne  constituent  pas  un  des 
groupes  X,,  X,,  X,  qui  figurent  dans  les  5i  solutions;  pour  ces  solu- 
tions, les  inégalités  imposées  sont  bien  vérifiées  en  ce  qui  concerne  les 
cases  K,  L,  M,  mais  elles  ne  peuvent   plus  Fèlre  en  ce  qui  concerne 
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les  cases  L,  M,  N;  la  suite  ne  peut  pas  être  prolongée  au  delà  de  la 
case  M. 

En  excluant  ce  cas,  on  est  conduit  à  la  suppression  des  six  solutions 


L  I 

I       I 


I  I    —  T 

I        I        I 


I  — 1       I 
I       1       I 


o       o        I 
I        I        .', 


et  il  en  reste  quarante-cinq  dont  voici  le  Tableau  : 

1.      A, -4-  A, -i-"A,  =  I. 


0  o 

1  I 


I"   !-«-i 


—  I 

1 

1 

—  I 

I 

—  1          1 

() 

o 

> 

o 

1 

1) 

l 

O 

o 

o 

1 

1 

" 

I 

O          1 

o 

1 

1 

l 

1 

(t 

1 

o 

1 

1 

—  1 

—  1 

1 

I 

I    I 

(1 

I 

o 

1 

<) 

l» 

n 

O 

1 

() 

I 

I 

1 

-  [ 

0  I 

1  I 

0 

1 

1 
o 

1 
o 

1 

1 

O 

0 

o 

I 
o 

o 

' 

1       o 

1 

O         I 

o 

I 

I 

' 

' 

() 

' 

o 

' 

—  1 

o 

1 

2  —I 

2 

—  I        0 

o 

o 

, 

o 

I 

O 

. 

o 

(1 

<> 

o 

2 

i.         O 

■?. 

0       o 

—I 

' 

2 

I 

2 

—  I 

•2 

—  1 

' 

o 

—  1 

2 

—  1 

2        O 

•2 

o 1 

o 

t) 

1 

o 

I 

o 

1 

o 

o 

o 

o 

2 

O 

2        1) 

2 

o      o 

■ 

—  1 

2 

—  I 

2 

1 

2 

I 

—  1 

• 

o        O 
O        O 

1 
2 

0 
0 

o 

l        0 

■1 

o 
0 

o 
o 

2°    |J.|  H-  [J.2+  V-i  =  3- 


0 

I 

1 

1 

1 

1 

O 

I 

1 
I 

O 

1 

O 

1 

o 

o 

I 

O 

o 

I 

<> 
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C) 

1 

2 

1 

n 
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O 
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0 

o 

. 

O 

o 

1 

(J 

o 

I 

o 

2 

0 

2 

' 

2 

1 

o 
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2.       X,  4-  A.-t-  A,  = 

JJ-l  -+-  1^2-1-  1^3  =:  3. 


0  1  I 

1  I        I 


I        I       II 
I        I        I 


I       o        I 
I         I        I 


Prenons  arbitrairement  une  de  ces  solutions,  etsoii 


celle  que  nous  adoptons.  Les  dill'ércnccs 

jï,- a,  ^.y.;,  p,-a,  =  7.:,  ^;, 


a.,  =  a, 


figurent  uiir  ou  plusieurs  fois  parmi  les  systèmes  de  valeurs  de  A,, 
X„,  X.,;  considérons  une  solution  où  il  en  soit  ainsi,  et  soient  Ji',,  ^^'.,,  p!, 
les  valeurs  de  a,,  ij..,  a,  dans  cette  solution.  Du  système 


?;.  %.  ?:. 

ainsi  déduit  du  système    initial,   déduisons,   par  la  même  méthode, 
un  troisième  système 

H"       3"       3" 

Pu         Pu'         P:l' 

cl  continuons  ainsi  indéliniment.   Soit  maintenant  {a,.a.j,a,)  une 
case  quelconque  du  Talileau  T(j:,  y,  z)  : 

Pour  la  suite  de  cases 

(rt,,  a.,,  a.,);      (c/,  -t-  a,,  a,-+-  a.,  a,, -h  a.,); 
(a,  +  a,  -+-  a',,  a,  +  a,  +  x'^,  o,,  -h  a,  -+-  a  j;      . . ., 

1rs  lois  (/)'  rccurrrnrc  ffcncr-alise/i/  la  loi  de  formation  des  réduites 
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d'une  fraction  continue  simple;  et  réciproquement,  toute  suite  de 
cases  qui  jouit  de  cette  propriété  est  formée  comme  la  suite  précé- 
dente. 

Ainsi  se  trouve  étendu  au  cas  de  trois  séries  S,,  S^,  S,,  le  théorème 
relatif  à  la  multiplicité  des  fractions  continues  simples  {Thèse. 
n°'32,  5o). 

17.  Nous  allons  examiner  maintenant  quels  sont  les  degrés  des 
éléments  a,  ^,  y  des  formules  de  récurrence  relatives  à  quatre  cases 
consécutives  quelconques,  K,  L,  M,  N,  de  la  suite  précédente. 

Le  calcul  du  degré  du  monôme  a  est  immédiat;  il  est  en  effet  égal 
à  la  différence  des  degrés  des  déterminants  A  relatifs  aux  systèmes  de 
cases  K,  L,  M  et  L,  JM,  N,  déterminants  qui  se  réduisent  Tun  et  l'autre 
à  un  monôme;  il  est  donc  égal  à 

(/,  -t-  /..  +  A,  +  2)  —  (A-,  +  /•,,  4-  A,  +  2)  r=  A,  -f- A.  +  A.,. 

c'est-à-dire,  suivant  le  cas,  soit  à  un  soit  à  deux. 

Le  degré  de  p  est  la  différence  des  degrés  des  déterminants  \  rela- 
tifs aux  systèmes  de  cases  K,  L,  ^1  et  K,  M,  I\  ;  celui  de  y  la  différence 
analogue  pour  les  systèmes  de  cases  K,  L,  M  et  K,  L,  N.  Ces  diffé- 
rences ne  changent  pas  si  nous  retranchons  aux  degrés  des  trois  poly- 
nômes de  K  respectivement  A,,  A.,,  A3,  ce  qui  réduit  ces  degrés  à 
zéro,  et  diminuons,  en  même  temps,  des  mêmes  quantités,  les  polv- 
nomes  correspondants  dans  chacune  des  cases  L,  M,  N.  Ceci  revient  à 
remplacer  les  quatre  cases  K,  L,  M,  N  par  quatre  autres  ayant  la  même 
disposition  relative,  dont  la  première  soit  au  sommet  du  Tableau 
T(x,7,j). 

Ces  dispositions  relatives  sont  au  nombre  de  23 1,  qui  se  déduisent 
de  77  d'entre  elles  par  des  permutations  circulaires  effectuées  simul- 
tanément sur  les  trois  nombres  de  chaque  case,  en  sorte  que,  si 

(o,    o,    o   ), 

(A,,  A„  A,), 
(u.,,a,,  aj), 
('■-i,  v,,  V3) 
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est  l'une  des  dispositions  relatives,  les  dispositions 

(  (>,     (),     o     ).  (  o.     «>,    <)    ), 

(A„  1,.    A,).  (A,,  A,,  AJ, 

(U.,.  |J..,,  U,),  (  U-:,,  tj.,.  IX.,), 

(Vo,    V.,.     V,  ),  (v.,.    V,,    V.,) 

en  sont  deux  antres  :  circonstance  qui  a  son  origine  dans  la  symétrie 
ternaire  du  Tableau  T(js-,  y,  z).  Il  est,  en  outre,  évident  que,  pour  les 
deu\  dernières  dispositions,  les  degrés  des  éléments  a,  p,  y  sont  les 
mêmes  respectivement  que  pour  la  première,  et  il  suffit,  par  consé- 
quent, pour  évaluer  ces  degrés,  de  considérer  seulement  les  77  dispo- 
sitions dont  il  vient  d'être  question. 

Si  l'on  fait  le  calcul,  on  arrive  à  ce  rêsullal  1res  sim[)l('  : 

Les  dci^rés  des  élèmenls  a,  [ï,  y  des  formules  de  récurrence  n'ad- 
mettent que  quatre  systèmes  de  valeurs,  à  savoir 

(i,  o,  o);      (i,  I,  o);      (i,  I,  1);      (2,  I.  1). 

18.  Nous  donnons  ci-contre  les  77  dispositions  relatives  considé- 
rées. Elles  sont  disposées  en  quatre  groupes,  toutes  les  dispositions 
d'un  même  groupe  correspondant  à  un  même  système  de  valeurs  des 
degrés  de  a,  [3,  y.  Pour  obtenir  l'une  des  dispositions,  il  suffit  de 
prendre  (o,  o,  o)  dans  la  première  colonne  de  l'un  des  groupes,  puis 
{\,,\^,\^)\{\j.y,  [x^,  tJ-;,');  (V|,  Vo,  Vg),  respectivement  dans  la  deuxième, 
la  troisième  et  la  quatrième  colonne  du  même  groupe,  en  tenant  compte 
de  l'enchaînement  figuré  par  les  accolades. 

Ces  Tableaux  sont,  pour  le  cas  de  trois  séries,  les  analogues  de  ceux 
que  nous  avons  fait  connaître,  avec  une  autre  disposition,  dans  le  cas 
de  deux  séries  (  Thèse,  n"  o5). 
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II.  —  Les  algorithmes  réguliers. 

19.  Nous  dirons  que  le  calcul  de  proche  en  proche  des  polynômes 
d'une  suile  de  cases,  comme  celles  dont  nous  venons  d'obtenir  les  lois 
de  formation,  est  régulier,  si  le  monôme  a  et  les  polynômes  ^  et  y 
conservent  chacun  le  même  degré,  quel  que  soit  le  système  de  poly- 
nômes que  l'on  calcule  au  moyen  des  trois  précédents. 

Il  résulte  de  cette  définition  que  quatre  types  d' algorithmes  régu- 
liers seulement  sont  possibles;  ils  correspondraient  respectivement 
au\  quatre  systèmes  différents  de  valeurs  des  degrés  de  a,  ^,  y  dont 
nous  avons  reconnu  Texistence.  Ils  constituent  la  généralisation  du 
calcul  des  réduites  successives  des  fractions  continues  régulières  (  Thèse, 
n°  i9). 

20.  Cherchons  d'abord  si  des  algorithmes  réguliers  existent,  pour 
lescpiels  les  degrés  de  a,  p,  y  soient  respectivement  égaux  à  2,   1,1. 

Pour  qu'un  tel  algorithme  puisse  être  obtenu,  il  faut  et  il  suffît  que 
Ion  puisse  former  une  suite  de  cases  telle  (jue  quatre  cases  consécu- 
tives quelconques  aient  l'une  des  vingt-sept  dispositions  relatives  pour 
lesquelles  a,  jE  et  y  ont  ces  degrés.  On  voit  immédiatement  que  cela 
est  impossible,  puisque,  si  cjuatre  cases  ont  une  telle  disposition  rela- 
tive, la  disposition  de  la  troisième  relativement  à  la  seconde  est  carac- 
térisée par  les  nombres  i,  o,  o  ou  o,  o,  i  ou  enfin  o,  1,0,  ce  qui  n'a 
lieu  dans  aucune  des  vingt-sept  dispositions  considérées.  Nous  obte- 
nons donc  ce  résultat  négatif  : 

//  n'existe  aucune  suite  de  cases  qui  conduise  à  ralgorithnw  i-é^ 
gulier  dans  lequel  a  serait  un  monôme  du  second  degré,  et  ji  et  y 
des  binâmes  du.premier  degré. 

21.  Passons  aux  algorithmes  où  a,  [3,  y  auraient  les  degrés  i, 
I,   I. 

Le  nombre  des  dispositions  relatives  à  considérer  est  alors  beaucoup 
plus  considérable  et  s'élève  à  i23;  mais,  par  des  considérations  ana- 
logues à  la  précédente,  on  en  exclut  immédiatement  un  grand  nombre, 
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et  il  n'en  subsiste  que  33,  qui  se  déduisent,  par  des  permutations  cir- 
culaires, des  onze  suivantes,  où  nous  avons  omis  d'écrire,  dans  chacune 
d'elles,  la  première  ligne  o,  o,  o. 
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Imaginons  que  l'on  ait  associé  à  chaque  disposition  les  deux  qui  s'en 
déduisent  par  permutation.  On  voit  alors  immédiatement  que  chacune 
des  trois  dispositions  de  la  première  ligne  donne  naissance,  par  sa  ré- 
pétition, à  des  suites  de  cases  auxquelles  correspond  l'algorithme  régu- 
lier du  type  considéré.  Ces  suites  constituent  les  files  placées  perpen- 
diculairement aux  trois  faces  du  Tableau  T(x,y,  z). 

L'algorithme  que  nous  considérons  est  exactement  l'analogue  de 
celui  par  lequel  s'obtiennent  les  réduites  successives  de  la  fraction  con- 
tinue régulière  de  la  première  classe  et  du  premier  type,  et  la  dispo- 
sition de  cases  correspondante  est  aussi  celle  des  réduites  de  cette 
fraction  dans  le  Tableau  à  double  entrée  où  elles  sont  figurées. 

Si  nous  considérons  maintenant  l'une  des  six  dispositions  relatives 
de  la  seconde  ligne  du  schéma  précédent,  nous  trouvons  qu'aucune  ne 
peut  s'enchaîner  avec  elle-même,  mais  cjue  toutes  s'enchaînent,  comme 
l'indiquent  les  flèches,  avec  l'une  des  trois  de  la  ligne  précédente.  On 
voit  ainsi  que  chacune  de  ces  dispositions  ne  peut  se  présenter  qu'une 
fois  au  plus,  dans  le  cours  d'une  suite  donnant  naissance  à  l'algorithme 
régulier,  la  disposition  relative  suivante  étant  alors  nécessairement 
l'une  des  trois  premières,  qui  ne  s'enchaîne  plus  qu'avec  elle-même. 

Cette  même  circonstance  se  retrouve  pour  les  dix-huit  dispositions 

Jûurn.  de  Math.  (  4'  série  ),  tome  X.  —  Fasc.  III,  1S94  -I  ' 
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de  la  deriiiore  li^iic;  coinnic  rindi(|iicnt  les  flèches,  elles  ne  s'enchaî- 
nent qu'avec  les  dispositions  de  la  ligne  précédente;  par  conséquent, 
elles  ne  peuvent  se  présenter  qu'une  seule  fois  dans  la  suite,  et  la  se- 
conde disposition  relative  qui  vient  après  l'une  d'elles  est  encore  l'une 
de  celles  de  la  première  ligne. 

Tl  résulte  clairement  de  ceci  que,  si  l'on  considère  une  suite  de  cases 
(loniianl  l'algorithme  régulier  considéré,  dès  la  troisième  des  disposi- 
tions relatives  de  quatre  cases  consécutives,  on  a  sûrement  l'une  des 
dispositions  de  la  première  ligne,  et  cette  disposition  se  reproduit 
ensuite  indéfiniment.  Nous  sommes  ainsi  conduit  à  rejeter  toutes  les 
dispositions  des  deux  dernières  lignes  qui  ne  sauraient  donner  nais- 
sance, par  leur  répétition,  à  l'algorithme  régulier  considéré,  et  ne 
peuvent  se  ])résenter  chacune  qu'une  seule  fois,  en  étant  soit  la  pre- 
mière, soit  la  deuxième  des  dispositions  relatives  de  la  suite.  Nous 
restons  alors  en  présence  des  seules  dispositions  de  la  première  ligne, 
(4  pouvons  énoncer  ce  résultat  : 

Les  seules  suites  de  cases  qui  conduisent  à  l'algorithme  régulier 
dans  lequel  k  est  un  monôme  du  premier  degré,  et  [3  et  y  sont  des 
binômes  du  premier  degré,  sont  les  Jiles  de  cases  placées  pei-pen- 
diculairement  aux  trois  faces  du  Tableau  T(a;,^',  ;;). 

Cet  alsorithnie  généralise  celui  de  la  format io/i  des  réduites  des 
fractions  continues  régulières  de  la  première  classe  et  du  premier 
type,  réduites  qui  ont,  dans  le  Tableau  à  double  entrée  où  elles 
sont  figurées,  une  disposition  analogue  à  celle  des  cases  dans  le  Ta- 
bleau à  ti-iple  entrée. 

22.  Nous  arrivons  aux  algorithmes  où  a,  {3,  y  ont  pour  degrés  res- 
pectifs I,  I,  G.  Les  considérations  précédentes,  très  simplifiées,  d'ail- 
leurs, conduisent  au  schéma  suivant  : 


o 

o 

I 

() 

1 

• 

o 

t 

2 

0 

o 

I 

0 

o 

2 

0 

I 

2 

O 

0 

I 

I 

0 

1 

I 

0 

2 

O 

0 

I 

0 

o 

2 

I 

0 

2 

GÉNÉRALISATION    DES    FRACTIONS    CONTINUES    ALGÉBRIQUES.  3  I  () 

Nous  supposons  toujours  associées,  à  chaque  disposition,  celles  qui 
s'en  déduisent  par  permutation  circulaire  des  colonnes. 

Les  si\  dispositions  de  la  première  ligne  sont,  comme  Tindiqucnt 
les  flèches,  associées  deux  à  deux,  chaque  disposition  de  l'un  des  trois 
couples  s'enchaînant  avec  l'autre  disposition  du  même  couple.  Chaque 
couple  donne  ainsi  naissance  à  un  algorithme  régulier  du  type  considéré. 

Il  est  aisé  de  voir  la  disposition  qu'afTectent  les  cases  d'une  telle 
suite.  Si  l'on  considère  des  cases  toutes  situées  dans  une  même  tranche 
parallèle  au  plan  des  jk^,  que,  partant  de  l'une  de  ces  cases,  on  passe  à 
la  contiguë  suivant  la  face  parallèle  au  plan  zx  et  la  plus  éloignée  de 
ce  plan,  que,  de  celle-ci,  on  passe  à  la  contiguë  suivant  la  face  paral- 
lèle au  plan  xy  et  la  plus  éloignée  de  ce  plan,  puis,  de  nouveau,  de 
celle-ci  à  la  contiguë  suivant  la  face  parallèle  au  plan  zx  et  la  plus 
éloignée  de  ce  plan,  et  ainsi  de  suite,  on  aura  l'idée  de  l'une  des  dis- 
positions considérées  ;  c'est  une  sorte  d'escalier,  formé  de  degrés  égaux, 
et  dont  la  direction  générale  est  parallèle  à  la  direction  principale  du 
plan  7^. 

Les  deux  autres  dispositions  sont  analogues  à  celle-ci,  le  plan^j^est 
seulement  remplacé  par  les  plans  zx  et  xy. 

L'analogue  de  cet  algorithme  régulier  n'existe  pas  dans  le  cas  de 
deux  séries  seulement;  il  est,  pour  ainsi  dire,  intermédiaire  entre  les 
algorithmes  qui  correspondent  aux  fractions  continues  régulières  qui, 
étant  de  la  première  classe,  appartiennent  au  premier  et  au  second 
type  de  cette  classe. 

Les  mêmes  raisons  que  nous  avons  déjà  invoquées  nous  conduisent 
maintenant  à  rejeter  les  six  dispositions  de  la  dernière  ligne  de  notre 
schéma,  comme  impropres  à  donner  seules,  par  leur  répétition,  l'al- 
gorithme considéré,  et  comme  ne  pouvant  figurer  cju'une  seule  fois  dans 
toute  suite  <{ui  donne  l'algoritiime  considéré,  au  début  même  de  cette 
suite.  Nous  avons  alors  cette  proposition  : 

Les  seules  suites  de  cases  qui  conduisent  à  ralgoril/ime  régulier 
dans  lequel  a  est  un  monôme  du  pre/nier  degré,  [i  un  binôme  du 
premier  degré,  e/ y  une  constante,  sont  les  Jiles  en  forme  d' escalier 
dont  la  direction  générale  est  parallèle  à  l'une  des  directions  prin- 
cipales des  faces  du  Tableau  T(^x,y,  z). 
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//  n'existe  pas,  dans  le  cas  de  deux  séries,  d'algorilhnie  ana- 


logue. 


25.   Il  reste  enfin  à  examiner  les  algorithmes  où  a,  ^,  y  auraient 
respectivement  pour  degrés  i,  o,  o.  Le  schéma,  analogue  aux  précé- 


dents, est  ici  simplement 
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La  première  disposition  et  les  deux  qui  s'en  déduisent  par  permuta- 
lions  circulaires  des  colonnes,  forment  un  groupe  tel  que  chacune  des 
dispositions  s'enchahie  avec  l'une  des  deux  autres,  qui  s'enchaîne  avec 
la  troisième,  et  celle-ci  ramène  la  première,  et  ainsi  de  suite.  Les  choses 
se  ])assent  de  même  pour  la  seconde  des  dispositions  précédentes.  On  a 
ainsi  deux  façons  d'engendrer  une  suite  donnant  l'algorithme  régulier 
considéré,  et  il  est  facile  de  se  rendre  compte  de  la  disposition  des  cases. 
Partons  d'une  case;  nous  passons  à  la  contigué  suivant  la  face  parallèle 
au  planyj  et  la  plus  éloignée  de  ce  plan;  de  celle-ci  nous  passons  à  la 
contiguë  suivant  la  face  parallèle  au  plan  zx  et  la  plus  éloignée  de  ce 
plan;  de  celle-ci,  à  la  contiguë  suivant  la  face  parallèle  au  plan  xy  et  la 
plus  éloignée  de  ce  plan,  et  enfin,  partant  de  cette  dernière  case,  nous 
recommençons  toute  la  série  d'opérations,  et  ainsi  de  suite.  On  obtient, 
de  la  sorte,  une  file  afîectant  une  forme  hélicoïdale  dont  la  direction 
générale  estparallèle  à  la  direction  principale  du  Tableau  T(^x,y,  z). 
Ce  qui  distingue  les  deux  modes  d'engendrer  la  suite,  c'est  le  sens  de 
rotation  de  l'hélice;  avec  l'un  des  modes,  on  s'éloigne  du  sommet  du 
Tableau  en  tournant  autour  d'une  parallèle  à  la  direction  principale, 
dans  un  certain  sens;  avec  l'autre,  on  s'en  éloigne  en  tournant  dans 
l'autre  sens. 

Cet  algorithme  généralise  le  calcul  des  réduites  des  fractions  con- 
tinues régulières  de  la  première  classe  et  du  second  type  ;  donc  : 

Les  seules  suites  de  cases  qui  conduisent  à  l'algorithme  régulier 
dans  lequel  a.  est  un  monôme  du  premier  degré,  et  j3  et  ^(  sont  des 
constantes,  sont  les  files  de  forme  hélicoïdale  dont  la  direction 
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générale  est  parallèle  à  la  direclion  principale  du  Tableau  à  triple 
entrée. 

Cet  algorithme  généralise  le  calcul  des  réduites  des  fractions 
continues  régulières  de  la  première  classe  et  du  second  type,  ré- 
duites qui  ont,  dans  le  Tableau  à  double  entrée  où  elles  sont  figu- 
rées, une  disposition  analogue  à  celle  des  cases  dans  le  Tableau  à 
triple  entrée. 

24.  Il  résulte  de  toute  celte  étude  que,  des  quatre  algorithmes  ré- 
guliers possibles,  trois  existent  effectivement  qui  constituent,  dans  le 
cas  de  trois  séries  S, ,  So,  S,,  les  méthodes  de  calcul  analogues  au  cal- 
cul des  réduites  des  fractions  continues  régulières  de  la  première 
classe.  On  aura  remarqué  l'extrême  simplicité  de  la  disposition  des 
suites  de  cases  qui  donnent  naissance  à  chacun  d'eux.  Si  Ton  désigne 
par  {x.,y,  s)  les  nombres  qui  définissent  une  case  du  Tableau  T(.z^,^,^), 
le  premier  algorithme  s'obtient  en  laissant  fixes  deux  des  nombres  a?, 
y,  z  et  en  donnant  au  troisième  des  accroissements  successifs  égaux  à 
l'unité;  le  deuxième,  en  laissant  fixe  l'un  des  nombres  x,y.,  z  et  en 
donnant  aux  deux  autres,  alternativement,  des  accroissements  égaux  à 
l'unité;  enfin,  le  troisième,  en  donnant,  successivement,  aux  nombres 
x,y,  z,  pris  toujours  dans  le  même  ordre,  des  accroissements  égaux  à 
l'unité. 


Ilf.    —   Le  calcul  du  système   X,,  Xj,  X3   de  polynômes. 

23.  Nous  nous  proposons  maintenant  de  montrer  comment,  en 
faisant  usage  des  résultats  obtenus,  on  peut  calculer  les  polynômes  X, , 
X,,  X3  qui  figurent  dans  la  case  (a,,  ix^,  [t..,). 

Il  suffit  de  se  donner  une  suite  de  cases.  A,  B,  . . .,  aboutissant  à  la 
case  ([/.,,  [Jio,  [i.3),  et  de  la  nature  de  celles  que  nous  avons  étudiées 
(n°  16^.  Si  l'on  suppose  connus  les  trois  premiers  systèmes  de  poly- 
nômes, et  que  l'on  veuille  calculer  les  polynômes  du  système  qui 
vient  ensuite,  on  cherchera  quelle  est  la  disposition  relative  des  quatre 
cases,  et,  alors,  se  reportant  au  Tableau  précédemment  donné  de 
toutes  les  dispositions  relatives,  on  y  trouvera  les  degrés  cju'ont,  dans 
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le  cas  acluel,  les  éléments  a,  p,  y;  un  calcul  facile  donnera  les  coeffi- 
cients de  ces  éléments,  et  l'on  en  déduira  les  polynômes  demandés. 
On  procédera  ensuite,  par  la  même  méthode,  au  calcul  des  polynômes 
de  la  cincpiièmc  case,  au  moyen  de  ceux  des  trois  précédentes,  et  ainsi 
(le  suite,  jusqu'à  ce  que  l'on  arrive  aux  polynômes  X,,  Xj,  X,. 

Le  calcul  dépend,  comme  l'on  voit,  d'abord,  de  la  connaissance  des 
trois  premiers  systèmes  de  polynômes,  et,  en  second  lieu,  du  calcul 
des  coefficients  des  éléments  a,  |3,  y  pour  chacun  des  systèmes  sui- 
vants. Occupons-nous  d'abord  de  ce  second  point. 

liG.   Un   exemple  fera  comprendre  immédiatement  la    marche  à 

suivre. 

Soient  les  quatre  cases 

( m ,  m',  m" )\     (m,  m',  m" 4-  i) ; 
(m  4-  I ,  m'  —  I ,  /;/" -+-  2) ;     (  m  +  i ,  m'  -h  i ,  ni" -+-  i), 

et  désignons  par 

P,  P',  P";     Q,  Q',  Q";     11,  R',  R";     P,,  P;,   P. 

les  quatre  systèmes  correspondants  de  polynômes.  Nous  supposons 
connus  les  trois  premiers  de  ces  systèmes,  et  nous  nous  proposons 
d'obtenir  le  dernier. 

La  disposition  relative  de  ces  quatre  cases,  caractérisée  par  les 
nombres 

o,   o,   o;      o,   o,    i;      1,    — i,    2;      r,    i,    i, 

est  une  de  celles  pour  lesquelles  les  degrés  des  éléments  a,  j5,  y  sont 
égaux  respectivement  à  i,  i  et  o.  Nous  avons  donc  quatre  coefficients 
dont  il  faut  déterminer  les  rapports. 
On  a  d'abord  les  relations 

S,  P  +  s,P'  +  S3P"  =  s;  x'"^'"' ''""'-, 

s,  Q  ^  S,Q'  +  S,Q"  =  s:  x'"*'"'-'""*', 
s,  R  +  S..R'  +  S,R"  =  s:,  x'"^'"'^"'"-'-', 
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qui  détorminont  les  séries  S',,  S,,  S',,  puis 


'j./n"-..5 


et  enfin 


S ,  P .  +  S,  P;  -H  S3  P';  =  2  x'"^'"'*'"     , 

Pa  +QP  4-Ry  =P,, 
P'a-4-Q'P  4-R'Y  =P;, 
P"a  +  Q'JÏ^R"Y  =  P;. 

Multiplions  celles-ci,  respectivement,  par  S,,  S^,  S3  et  ajoutons;  on 
obtient,  en  vertu  des  précédentes, 

a  S',  +  {3S'^a;  -I-  y  S',*--  =  Sx-'. 

Le  premier  memlire  ne  renferme  pas  de  terme  constant;  il  faut 
encore,  d'après  cette  relation  même,  qu'il  n'ait  pas  de  terme  du  pre- 
mier, ni  de  terme  du  second  degré,  conditions  qui  donnent  déjà  deux 
équations  linéaires  entre  les  coefficients  de  a,  [i,  y;  et  nous  remarque- 
rons que,  pour  écrire  ces  équations,  il  suffit  de  connaître  les  deux  pre- 
miers termes  au  plus  de  chacune  des  séries  S,,  S.,,  S',. 

La  troisième  équation  résulte  de  l'examen  des  degrés  des  polynômes 
P,,  P, ,  P[.  On  voit  immédiatement  queP,  et  P,  ont,  dès  maintenant, 
pour  degrés  respectifs  m -h  i  et  m'-t-i;  mais,  ^  étant  du  premier 
degré  et  y  étant  une  constante,  les  produits  Q''^  et  R"y  sont,  l'un  et 
l'autre,  de  degré  di" -\-  2,  tandis  que  Pj  ne  doit  être  que  de  degré 
m"  -h  1 .  On  aura  la  troisième  équation  en  égalant  à  zéro  le  coefficient 
de  a;'"""-  dans  Q'"^ -i-  R"y. 

Les  éléments  a,  [B,  y  se  trouvant  ainsi  déterminés  à  un  même  facteur 
constant  près,  on  en  déduit  immédiatement  les  polynômes  P,,  P, ,  P", . 

La  même  méthode  de  calcul  s'applique  dans  tous  les  cas. 

27.  n  est  à  peine  besoin  de  faire  remarquer  que  le  calcul  des  sys- 
tèmes successifs  d'éléments  a,  p,  y  aura  sa  plus  grande  simplicité  dans 
le  cas  où  la  suite  de  cases  est  une  de  celles  qui  donnent  naissance  à 
l'un  des  trois  algorithmes  réguliers.  On  sait  alors,  une  fois  pour  toutes, 
le  nombre  des  termes  des  séries  S',,  S'„,  S.j  que  l'on  doit  calculer,  et. 
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.si  l'on  observe  que  la  série  que  nous  avons  appelée  S  n'esl  autre  (jue  la 
série  S',  pour  le  système  d'éléments  a,  p,  y  qui  vient  après  celui  que 
Ton  calcule,  on  voit  que  Ton  pourra,  en  même  temps  (pie  Ton  égale  à 
zéro  les  coefficients  qui  doivent  être  annulés  dans  Téqualion  où  figure 
cette  série,  mettre,  chaque  fois,  en  évidence  ceux  aussi  qui  doivent 
servir  au  calcul  suivant. 

De  cette  façon,  les  calculs  pourront  être  exécutés  d'une  manière  en 
([uclque  sorte  mécanique,  et  il  serait  facile  d'énoncer  la  règle  qui  en 
fixe  la  marche  pour  chacun  des  trois  algorithmes  réguliers;  nous  ne 
nous  y  arrêterons  pas. 

28.  Nous  arrivons  maintenant  à  la  détermination  des  trois  sys- 
tèmes de  polynômes  qui  servent  de  point  de  départ  au  calcul. 

IXous  observerons  d'abord  qu'il  est  des  systèmes  de  polynômes  du 
Tableau  T(x,y,z)  qui  s'obtiennent  directement  sans  difficultés. 
Outre  les  constantes  de  la  case  (o,  o,  o)  et  les  polynômes  simples  des 
cases  très  voisines  de  celle-là,  on  ])çut  calculer  fort  aisément  les  poly- 
nômes de  toute  case  contiguë  à  deux  faces  du  Tableau;  c'est  ce  que 
nous  avons  déjà  étabh  antérieurement  (n°  11)  et  sur  quoi  nous  ne 
reviendrons  pas.  Nous  remarquerons  seulement  que  la  même  méthode 
directe  sera  encore  le  plus  souvent  praticable  quand  l'un  des  polj^- 
nomes  est  une  constante  et  un  second  un  binôme  du  premier  degré,  le 
troisième  étant  de  degré  quelconque. 

Quoi  qu'il  en  soit,  il  suffit  de  prendre  pour  cases  initiales  de  la  suite 
trois  cases  parmi  celles  dont  on  peut  ainsi  calculer  facilement  les  po- 
lynômes. Nous  signalerons,  par  exemple,  la  suite,  toujours  possible, 

(o,  o,o);     (o,o,  i);     (0,0,2);      ...; 

(0,0,  ij..,");      (0,1,  (A.,):     (o,2,[j.3);      ...; 

(o,  [A,,  (j.;,);     (f,  u.,,  u.:,);      ...;     (a,,  a,,  u..,), 

composée  de  trois  tronçons  donnant  un  même  algorithme  régulier, 
rattachés  simplement  l'un  à  l'autre  ;  on  pourrait  même  la  faire  com- 
mencer parla  case  (o,  o,  p.^  —  2),  puisque,  d'après  ce  qui  précède,  les 
polynômes  des  trois  premières  cases  sont  alors  directement  calcu- 
lables. 
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29.  Enfin,  nous  indiquerons  encore  brièvement  comment  le  Ta- 
bleau T(x,  y,  z)  peut  être  prolongé  au  moyen  de  trois  Tableaux  à 
double  entrée  TÇy,  z),  T(z,  a;),  T(x,  y). 

Ces  Tableaux  sont  relatifs  respectivement  aux  couples  de  séries  S^, 
et  S3,  S.,  et  S,,  S,  et  S^.  Le  Tableau  T(y,z)  sera  regardé  comme 
formé  par  la  face  yz  de  T  (x,  y,  z)  ;  sur  cette  face  les  cases  du  Tableau  à 
triple  entrée  dessinent  des  carrés,  et  c'est  dans  ces  carrés  cjue  nous  sup- 
poserons placés  les  couples  de  polynômes  approcliés  pour  les  deux 
séries  So  et  S^,,  il  constitue  une  sorte  de  tranche  annexée  cjui  corres- 
pondrait à  la  valeur  —  1  de  a;.  De  même  T(^,  x)  et  T(x,y)  sont  con- 
stitués par  les  faces  zx  et  xy  dcTÇx,  y^  z).  Voici  comment  ces  Ta- 
bleaux annexés  peuvent  intervenir  dans  le  calcul. 

Soient 

(ni,  m' ,  m")  ;      (m  -+-  A, ,  m'  -f-  À^,  /;/"  +  A,  )  ; 

(m  -+-  u.,,  m'  -h  a.,,  m" -h  <x.j)\      (m  -+-  v,,  m'  -)-  v^,  m" -h  v.,) 

quatre  cases  du  Tableau  T  (x,  y,  z),  offrant  Tune  des  dispositions  rela- 
tives antérieurement  obtenues,  et  supposons  que  nous  fassions  le  calcul 
des  éléments  a,  [3,  y  des  formules  de  récurrence  rjui  donnent  les  poly- 
nômes de  la  dernière  case  au  moyen  de  ceux  des  trois  premières.  La 
détermination  de  ces  éléments  se  fera  en  égalant  à  zéro  les  coefficients 
de  certaines  puissances  de  x,  de  façon  à  exprimer  cjue  les  polynômes 
cherchés  donnent  bien  l'ordre  voulu  d'approximation,  et  que  leurs 
degrés  ne  dépassent  pas  respectivement  les  nombres  m  -+-  v,,  m'  -+-  v.,, 
m" -\-  v,. 

Supposons  maintenant  que  l'on  donne  à  l'un  des  nombres  /??,  ni  , 
m",  à  m,  par  exemple,  des  valeurs  décroissantes;  les  quatre  cases  con- 
servant la  même  disposition  relative,  le  calcul  des  éléments  a,  p,  y, 
qui  ne  dépend  que  de  celle-ci,  se  fera  toujours  de  la  même  manière. 
Mais  il  arrivera  que  l'un  au  moins  des  quatre  nombres  m,  m  -\-^,, 
ni  -+-  [j.|,  ni  ■+-  V,  devienne  égal  à  —  i .  Supposons  que  ce  ne  soit  pas  le 
dernier.  Alors  la  cpiatrième  case  est  toujours  une  case  du  Tableau 
T(x,  y,  z),  et  cependant  le  calcul  de  ses  polynômes  ne  peut  plus 
être  effectué  au  moyen  de  ceux  des  cases  précédentes,  car  l'une  au 
moins  de  ces  cases  n'appartient  plus  au  Tableau.  Toutefois,  elles 
appartiennent  encore  toutes  au  Tableau  prolongé;  et,   en  effet,   si 

Journ.  de  Math.  { J'  série),  tome  X. —  Fasc.  III,  1S94.  4^ 


320  H.     PADÉ. 

nous  regardons  le  polynôme  qui  correspond  au  degré  —  i  introduit, 
comme  identiquement  nul,  et  les  deux  autres  polynômes  du  même 
système  comme  le  couple  de  polynômes  de  T(y,  z)  qui  correspond  à 
leurs  degrés,  on  peut  s'assurer  que  le  calcul  des  éléments  a,  [3,  y  peut 
encore  être  l'ait  comme  précédemment,  à  la  condition,  toutefois,  que 
les  trois  nombres  ni,  m  -+-  )^,,  m  -+-  ix,  ne  soient  pas  devenus  simulta- 
nément égaux  à  —  I.  Le  système  d'égalités  sur  lesquelles  repose  le 
calcul  subsiste  alors  avec  toutes  les  propriétés  (jui  ont  été  invoquées 
pour  justifier  cette   méthode   de   détermination    des  coefficients  de 

a,  |3,  y. 

Reportons-nous,  par  exemple,  au  calcul  du  n"  20,  et  supposons  que 
Fou  fasse  m'  =  o.  Alors  la  case  {ni  -+-  i ,  m'  —  i ,  m"  -+-  2)  n'appartient 
plus  au  Tableau  T(x,  y,  z),  mais  si  nous  faisons  abstraction  du 
nombre  intermédiaire  —  i,  c'est  une  case  du  Tableau  T(.r,  ::).  Nous 
convenons  alors  de  rem])laccr  R'  par  zéro,  et  de  prendre  pour  R  et  R" 
le  couple  de  polynômes  de  la  case  //?  +  i ,  ni" -\-  i  dans  T(a;,  -).  Avec 
ces  conventions,  il  n'y  a  qu'à  relire  le  calcul  pour  s'assurer  qu'il  sub- 
siste entièrement. 

L'interprétation  que  nous  avons  donnée  (n°  11  )  de  la  méthode  de 
calcul  de  ^L  llermite  montre  l'usage  que  l'on  peut  faire,  pour  le 
calcul  des  polynômes  de  T(a;,  y^  z),  des  Tableaux  annexés  à  double 
entrée. 


IV.  —  Aperçu  de  la  théorie  dans  le  cas  de  n  séries. 

50.  Les  résultats  que  nous  avons  obtenus  s'étendent,  par  une  in- 
duction facile,  au  cas  général  où,  étant  données  n  séries  S,,  Sj,  ...,  S,„ 
on  se  propose  de  déterminer  les  n  polynômes  X,,  X,,  ...,  X,,  dedegrés 
[ji.,,  jjLj,  ...,  [j.,j  qui  satisfont  à  l'équation 

S,  X,  +  s,x, + . . .  +  s„x«  =  s;  x-^  •i^,---!^--''-' . 

Nous  imaginons  que  les  différents  systèmes  de  polynômes,  (jui  cor- 
respondent aux  différents  systèmes  de  degrés,  sont  disposés  dans  les 
cases  d'un  Tableau  an"''''' entrée  T(x,/,  z,  ..  .,  n,v),  auquel  s'étendent 
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immédiatement  les  notions  de  direction  principale  et  de  plan  d'égale 
approximation. 

Les  degrés  extrêmes  du  déterminant  A  formé  par  les  n^  polynômes 
de  n  cases  quelconques  du  Tableau  s'évaluent  aisément. 

Pour  qu'une  suite  de  cases 

A,  B,  C,  ...,     H,  L,  ... 

donne  naissance  à  l'algorithme  qui  généralise  le  calcul  des  réduites  des 
fractions  continues  simples,  il  faut  et  il  suffît  que  chacune  des  cases  de 
la  suite  soit  plus  avancée  dans  le  Tableau  T  que  celle  qui  la  précède,  et 
que,  en  outre,  dans  chaque  déterminant  formé  avec  les  degrés  des  po- 
lynômes de  n  cases  consécutives  quelconques,  la  somme  des  facteurs 
d'un  terme  quelconque  ne  surpasse  pas  la  somme  des  éléments  de  la 
première  ligne  augmentée  de  n  —  i . 
Si  l'on  désigne  par 


(0,   0,   .. 

.,  0) 

(X,,X„  .. 

M       K) 

([^.,     [^2.    •• 

•»     l'-n) 

(?oP2,   •••,     Pn) 

les  n  systèmes  de  nombres  qui  fixent  la  disposition  relative  de  n 
cases  consécutives  de  la  suite,  ces  nombres  doivent  satisfaire  aux  iné- 
galités 

o<X, +  X, +...-f-'X„<|j.,-j-  p.,  +  ...+  [A„<...<p,  -4-P2-+-...-I-  p„, 

où  «I,  îo,  ...,  4-1  doivent  représenter  successivement  tous  les  arran- 
gements des  n  nombres  i,  2,  . . .,  n,  pris  n  —  i  à.  n  —  i . 

La  résolution  de  ce  système  d'inégalités  fera  connaître,  après  qu'on 
aura  éliminé  les  solutions  inacceptables,  toutes  les  dispositions  relatives 
possibles.  On  en  conclura  la  composition  de  toute  suite  donnant  l'al- 
gorithme voulu  et  les  degrés  des  éléments  a,  [3,  y,  ...  des  formules  de 
récurrence. 
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31.  Désignons  par  {■p,}',  :■,  ■••./,  w,  (')  les  nombi'cs  qui  définissent 
la  position  d'une  case  dans  le  Tableau.  Si,  laissant  fixes  les  ii  —  i  pre- 
miers d'entre  eux,  nous  donnons  au  dernier  des  accroissements  succes- 
sifs égaux  à  l'unité,  nous  obtenons  une  suite  de  cases  pour  laquelle  les 
inégalités  précédenti^s  sont  vérifiées;  à  cette  suite  de  cases  correspond 
un  algorithme  régulier,  et  le  calcul  des  degrés  des  éléments  a,  ^,  y, ... 
montre  (juc  tous  ces  degrés  sont  égaux  à  l'unité,  en  sorte  quC  a  est  un 
monôme  (Ui  premier  degré,  et  [3,  y,  . . .  des  Ijinouu^sdu  premier  degré. 
Ce  résultat  subsiste  quel  que  soit  celui  des  n  nombres  que  l'on  fasse 
varier,  les  n  —  i  autres  restant  constants;  on  obtient  ainsi  n  disposi- 
tions de  cases  qui  donnent  l'algorithme  régulier  considéré;  ce  sont  les 
files  perpendiculaires  aux  n  faces  du  Tableau. 

Si  nous  laissons  fixes  n  —  i  des  nombres  x,  y,  z,  . . .,  it,  c  et  que 
nous  donnions  aux  deux  restants,  alternativement,  des  accroissements 
égaux  à  l'uni  lé,  nous  obtenons  encore  une  suite  de  cases  pour  laquelle 
les  inégalités  sont  vérifiées;  à  cette  suite  correspond  un  second  algo- 
rithme régulier,  dans  lequel  tous  les  éléments  a,  p,  y,  . . .  sont  du  pre- 
mier degré,  sauf  le  dernier  qui  est  de  degré  zéro.  Comme  on  peut 

prendre  arbitrairement  les  deux  nombres  variables,  il  y  a 

dispositions  de  cases  tpii  donnent  naissance  à  l'algorithme  régulier  con- 
sidéré. 

En  laissant  fixes  n  —  3  des  nombres  x,  y,  . . .,  ii,  v  et  donnant  aux 
trois  restants,  toujours  pris  dans  le  même  ordre,  successivement,  des 
accroissements  égaux  à  Tunité,  on  parviendra  à  un  troisième  algorithme 
régulier  où  tous  les  éléments  a,  ^,  . ..  sont  du  premier  degré,  sauf  les 
deux  derniers  qui  sont  du  degré  zéro.  Le  nombre  des  dispositions  cor- 
respondantes est  "-("^  —  ''(^ZLV,  si  Poil  ne  tient  pas  compte  de  l'ordre 

dans  lequel  sont  pris  les  nombres  variables. 

En  continuant  ainsi,  on  arrivera  à  un  dernier  algorithme  régulier 
donné  par  la  suite  de  cases  obtenue  en  donnant  à  tous  les  nombres  x, 
y,  z,  .. .,  M,  V,  pris  toujours  dans  le  même  ordre,  successivement,  des 
accroissements  égaux  à  l'unité.  Le  monôme  a,  sera  alors  du  premier 
degré,  et  les  n  —  i  éléments  j3,  y,  ...  seront  tous  des  constantes.  Si  l'on 
ne  tient  pas  compte  de  l'ordre  dans  lequel  les  accroissements  égaux  à 
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riinilé  sont  donnés  aux  ii  noml)res,  une  seule  disposition  de  cases  donne 
ralgorithnie  considéré. 

On  a  ainsi  n  algorithmes  réguliers,  dans  lescjuels  les  éléments  a,  p, 
Y,  . . .  ont  pour  degrés  : 

1.    I,    1,    ...,    I,    I,    t, 
I,     1,     I,    .    .,    I,    I,    o, 

I,      T,      1  ,     ....      I  ,     O,     O, 


I  ,     I  ,    O,    .  . .,    O,    o,    o, 
I  ,   o,   o,    .  . .,   o,   o,   o. 


Ils  constituent  les  n  types  analogues  aux  deux  types  de  fractions  con- 
tinues régulières  de  la  première  classe. 

32.  On  pourra  maintenant  eflectuer  le  calcul  du  système  de  poly- 
nômes X|,  X,,  . . .,  X„,  en  rattachant  la  case  où  ils  figurent,  par  une 
suite  de  cases  de  la  nature  de  celles  que  nous  venons  de  considérer,  à 
un  système  initial  de  n  cases  dont  on  puisse  déterminer,  sans  difficul- 
tés, les  systèmes  de  polynômes;  telles  sont,  par  exemple,  les  cases  pour 
lesquelles  tous  les  nombres  x,  y,  ...,  w,  c,  sauf  un,  ou  même  sauf  deux, 
sont  nuls.  L'usage  des  suites  cjui  donnent  des  algorithmes  réguliers 
rendra  le  calciil  aussi  simple  qu'il  peut  l'être.  On  pourra  aussi  faire 
usage  des  Tableaux  à  n  —  i"'''"  entrée 

T(/,  ;,...,  w,  1-);     T(./;,  j «,*')'      •••;     ^^{■'^O' "> 

au  nombre  de  n,  et  relatifs  aux  systèmes  de  séries 

<pie  Ton  peut  annexer  au  Tableau  à  /«"p"*  entrée  T{x,y,  . . .,  u,  rj. 
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Dctcrmination  des  ('létncnt.s  linéaires  âouhlvincut  /lannoiiiqiics ; 

Par  m.  L.   RAFFY. 


Les  pages  qui  suivenl  contlennenl  la  solution  complcle  d'un  pro- 
blème aborde  dans  un  cas  particulier  par  M.  Sophus  Lie  et  propose 
par  M.  Darboux  aux  efforts  des  géomètres  :  Déterminer  tous  les 
éléments  linéaires  doublement  harmoniques,  c'est-à-dire  réductibles 
de  deux  manières,  et  par  suite  d'une  infinité  de  manières,  au  type 

ds'  =  [ o ( .V  +  y)  -  /( ./•  -y)\  d.r  dy. 

Cette  solution  formait  la  seconde  partie  de  mes  Recherches  sur  les 
surfaces  harmoniques  (')  qui  ont  obtenu  de  l'Académie  des  Sciences 
une  mention  lionorable  dans  le  concours  pour  le  prix  Bordin  en  1892. 
Pour  abréger  le  texte  primitif,  j'ai  retrancbé  du  Cbapitre  premier  des 
développements  analytiques  rendus  superflus  par  l'emploi  ultérieu- 
rement fait  (Cbapitre  IV)  de  la  tbéorie  des  fonctions;  en  outre,  j'ai 
supprimé  dans  les  Cbapitres  II,  III  et  V  certains  calculs  intermédiaires. 
Rien  n'a  été  changé  au  Chapitre  IV.  J'y  ai  seulement  îijouté,  hors  texte 
et  entre  crochets,  deux  notes,  dont  l'une  complète  la  seconde  démon- 
stration de  l'uniformité  des  solutions,  et  dont  l'autre  démontre  un 

(  ')  La  première  partie  est  publiée  dans  les  Annales  de  la  Faculté  des  Sciences 
de  Toulouse,  la  troisième  et  dernière  dans  les  ^/^«a/M  (/e /'£'co/e  7\^o/7?(«/e. ç/z/je- 
n'eure. 

Journ.  de  Math.   ( 'i  '  série),  lome  X.  —  Fasr.  IV,  iSy^-  4-^ 
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Iciuiiic  incorrectemenl  établi.  Je  mets  aussi  entre  crochets  les  renvois 
(jn'il  y  a  lieu  de  faire  à  certains  de  mes  travaux  antérieurs. 


CHAPITRE  I. 

GÉNÉRALITÉS.    LOI    DE    PASSAGE.    LOI    DE   RÉCIPROCITÉ. 


1 .  i\oiis  conimcncorons  par  classer  les  éléments  linéaires  réductibles 
à  la  forme  barmonique.  Notre  analyse  nous  fournira  les  caractères  aux- 
(juels  on  reconnaîl,  un  élément  linéaire  étant  donné  sous  cette  forme, 
s'il  est  doul)lcmeiit  barmonique  ou  ne  Test  pas. 

Pour  qu'un  élément  linéaire  kdvdy  soit  réductible  à  la  forme  bar- 
moni(jue,  il  faut  et  il  suffit  cju'il  existe  un  cbangcment  de  variables 

,  /"    dx  ,  r    dy 


tel  qu'on  ait  l'identité 

\dxdy^\<:f{x'+y')-f{x'  - y')\dx' dy' . 
C'est  ce  qu'exprime  l'équation  fondamentale 

oxx;,-  2Yx;,+  3X'a;,-  3Y'x;  +  (X"-  Y") a  =  o, 

qui  a  été  donnée  par  M.  Darboux  (').  On  arrive  à  ce  même  résultat 
en  exprimant  que  l'équation  aux  géodésiques 

(')  DAnnoiix,  Lvçons  sur  la  thcorie  des  surfaces,  t.  II,  p.  20g. 
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admet  une  intégrale  quadratique 

l^Ap- -h  i^pq  -h  Cq-  =  consl. 

En  effet,  en  écrivant  que  le  crochet  [A,  IJ  est  identiquement  nul,  ou 
voit  d'abord  que  A  dépend  seulement  de  a;  et  C  seulement  dey,  et  si 
l'on  pose  A  =  X,  C  =  Y,  les  deux  autres  conditions  deviennent 

2\-. f-XA+2^^ ^   =  O, 

dJ^  or  ' 

l\    -T-  -h\     k-h   2-^3 =  G. 

ay  ojc 

Il  n'y  a  plus  qu'à  éliminer  la  fonction  inconnue  XB  pour  retrouver 
l'équation  fondamentale.  On  voit  que  X  et  ^  sont  deux  des  coefficients 
de  l'intégrale  quadratique. 

Il  convient,  pour  la  discussion  qui  va  suivre  ('),  d'introduire  à  la 
place  de  \  son  logarithme  w.  L'équation  fondamentale  devient  alors, 
après  suppression  du  facteur  e'^  commun  à  tous  ses  termes, 

(i)      (  ^^  =  ^  ^  (  '^'-  +  '^"■•-  )  -  -  Y  (  w/  +  co;,  ) 

^         \  +3  X'co',  —  3  Y'to:.+  X"  -Y"  =  o. 


A  cette  équation  nous  adjoindrons  l'équation  F^.,.  =;  o,  savoir 
(2) 


(  2X(a);  +  w:,);,.-  2Y(co;;+  w;,);,.-^  X'(4w>;,.+  B(^\) 

-Y'(4co>;,+  jco.:,,)4-3(X"-  Y")co;,=  o. 


Pour  que  cette  équation  ait  lieu  indépendamment  deX,Y,  X',  Y' 

et  X" —  Y",  il  faut  que  co''^^.  soit  nul,  ce  qui  exprime  que  la  surface  est 
développable.  Cela  suffit  d'ailleurs,  comme  on  le  voit  aisément. 

Laissant  de  côté  les  surfaces  développables,  nous  supposerons  dé- 
sormais co''j,j.  différent  de  zéro.  L'équation  (2)  n'est  pas  une  identité, 
mais  elle  peut  se  confondre  avec  l'équation  (i).  Pour  qu'il  en  soit  ainsi, 

(')  [L.  Raffy,  Sur  les  spirales  harmoniques  {Comptes  rendus  de  l'Aca- 
démie des  Sciences,  t.  CXII.  1891  :  p.  5iS)]. 
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il  faut  et  il  suflil  qu'en  éliminant  une  des  inconnues,  X" — \"  par 
exemple,  entre  ces  deux  écjuations,  on  arrive  à  une  relation  qui  ait 
lieu  indépendamment  de  X,  Y,  X'  et  \  '  ;  or  on  trouve  de  la  sorte 

2X[(w;  +  to.;,);;^-  3w;^.(w;  +  w;,)] 
-  2>'[(w;-  +  co;o;',_,  -  3<,(co;-  +  w;;=)] 
+  5X'(w.:,,—  co>';,.)  - .)  Y'(  w",;,  -  w;,w;^.)  =  o. 

Représentons  la  courbure  totale  par  —  ae";  nous  aurons 
et  ré(juation  précédente  prendra  la  l'orme  plus  condensée 

^  aX(o:;.4-o:;.4-4w:,o:,,)-2Y(o;  +  o:,4-/|w;.o;.) 
^^   I  -+-.'. x'0;,--:jV'o;.  =  o. 

Pour  qu'elle  ait  ses  «juatre  coefficients  nuls,  il  faut  et  il  suflit  visi- 
hlement  que  0  soit  constant,  c'est-à-dire  que  la  surface  ait  sa  courbure 
totale  constante.  iXous  laisserons  encore  de  côté  ce  cas,  facile  à  recon- 
naître. 

2.   En  vue  d'abréger  l'écriture,  nous  poserons 

A  =  5(0;;  +  o:;.  +  4o.;,o;),      b  =  |(0;  +  o;,+  4(0,0^), 

de  sorte  que  l'équation  précédente  deviendra 

(  3'  )  AX  -  B  Y  +  0;  X'  -  0;  Y  =  o . 

DilTérentions-la  séparément  par  rapport  à  x  et  par  rapport  àj;  nous 
trouvons 

(4)        a;x  -  b;,y  +  (A  +  o:oX'  -  o;,Y' -  o:,,x"=  „, 
(  5  )        a;x  -  b;.  Y  +  0;;,^  X'  -  (  B  +  0;; ,  ;>  Y'  -  0;  Y"  =  o . 

Ces  équations  déterminent  X"et  Y"  si  aucune  des  dérivées  0'^.,  0',  n'est 
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nulle.  Mais  elles  ne  sont  pas  nulles  toutes  les  deux,  puisque  nous 
supposons  que  l'équation  (3)  n'est  pas  une  identité;  en  outre,  si  Ton 
suppose  qu'une  seule  soit  nulle,  on  voit  aisément,  en  ayant  égard  à 
l'équation  (3)  cl  à  la  définition  de  0,  que  l'autre  dérivée  est  nulle,  ce 
(pii  est  contradictoire.  Nous  pouvons  donc  éliminer  X"  et  Y"  entre  les 
équations  (4)  et  (5)  et  l'équation  (i).  Il  vient  ainsi 


X 


'a;.      av        .  ,.,       „  .1 


-^'(_^+^-3co,. 


Voyons  dans  quel  cas  cette  nouvelle  équation  sera  une  identité.  A 
cet  effet,  calculons  les  coefficients  C,  et  D,  de  X'  et  de  Y';  ils  ont 
respectivement  pour  expressions 


c,  =  4^(.o 


102- 


o;^e^\      2  o;'. 


En  les  égalant  à  zéro  et  comparant  les  deux  valeurs  de  G'    tirées  des 
équations  ainsi  formées,  on  trouve  que  le  déterminant  fonctionnel 

0^-^(20 +  7log^-j-0,.^.(20  +  ;log^ 

est  nul.  Par  conséquent  le  rapport  O'^.O',.  :  A  est  une  fonction  deO.  C'est 
le  premier  paramètre  différentiel  AO  de  la  fonction  0,  et  il  est  bien  connu 
que,  quand  AO  est  fonction  de  0,  les  courbes  0  =  const.  sont  parallèles. 
Donc  ici  les  lignes  d'égale  coiirbu/-e(l\,  l\.,  ==  coml.)  sont  parallèles 
sur  loitles  les  surfaces  d'élément  linéaire  \dx  dy.  Or  on  a  ce  tliéo- 
rème  ('),  démontré  au  début  de  notre  première  partie  :  Pour  qu'une 
surface  dont  les  lignes  d'égale  courbure  sont  parallèles  soit  har/no- 

(')  [L.  Raffv,  Sur  une  classe  de  surfaces  harmoniques  {Comptes  rendus  de 
I.' Académie  des  Sciences,  t.  CXII,  1891;  p.  424)]. 
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nique,  il  faut  et  il  suffit  qu'elle  soit  applicable  sur  une  surface  de 
révolution.  Ainsi,  dans  le  cas  aclucl,  les  surfaces  considérées  sont 
a])|)lical)lcs  sur  des  surfaces  de  révolution. 

Nousallons  voir  qu'il  doit  encore  en  être  de  même,  si  l'équation  (G) 
se  confond  avec  l'équation  (i).  En  cfl'ct,  si  Ton  écrit  la  proportionnalité 
des  coefficients  de  X'  et  de  \'  dans  ces  deux  équations,  on  trouve  sim- 
pliMuenl 

0,.  -T-  oir  4 'K^-  loi;" -^  =  f  ) 

ce  (jui  exprime  encore  que  les  lignes  d'égale  courbure  sont  parallèles. 
En  consé(pience,  nous  pouvons  énoncer  cette  conclusion  :  Si  l'élément 
linéaire  \clxdy  ne  convient  pas  à  une  surface  de  révolution,  les 
équations  (3')  et(6)  ne  sont  pas  des  identités  et  sont  distinctes  l'une 
(le  l'autre;  et  réciproquement. 

5.  Comme  ce  résultat  suffit  pour  la  suite,  nous  ne  pousserons  pas 
plus  loin  la  discussion  générale.  Nous  supposerons  désormais  qu'il 
s'agisse  d'éléments  linéaires  doublement  harmoniques,  c'est-à-dire 
(|ue  A  ait  déjà  la  forme  5(.'f -i-j^)  — /(x  —  j^-).  Nous  n'aurons  qu'à 
introduire  dans  les  équations  précédemment  étudiées  la  condition 

ôa-"-         dj-         Oj-  ôy-  ' 

([ui  exprime  cette  propriété  et  (pii  n'est  autre  cpie 
(  7  )  <■'•>','"  -1-  co';.,  =  co',-  4-  w",. 

H  est  clair  cjue  cette  condition  ne  modifie  en  rien  notre  analyse,  et 
(pic  nous  avons  toujours,  étant  donné  un  élément  linéaire  doublement 
liarmonique,  à  distinguer  trois  cas  exclusifs  :  i°  l'élément  linéaire 
convient  à  une  surface  à  courbure  totale  constante,  nulle  ou  différente 
de  zéro;  2°  il  ne  convient  pas  à  une  surface  à  courbure  totale  con- 
stante, mais  il  convient  à  une  surface  de  révolution;  3"  il  ne  convient 
pas  à  une  surface  de  révolution.  Les  deux  premiers  cas  seront  traités 
en  détail  anx  Chapitres  II  et  III.  Nous  allons  examiner  le  troisième. 

Remarquons  qu'en  vertu  de  la  condition  (7)  les  coefficients  de  \ 
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et  de  —  Y  sont  égaux  dans  l'équalion  fondamentale  (i)  et  aussi  dans 
les  équations  (3')  et  (6).  En  effet,  en  se  reportant  au  n"  1  de  ce  Cha- 
pitre, on  voit  que  les  expressions  primitives  de  A  et  de  B  sont 

|w:^.  B  =  (oy  +  w;):,,  -  3w:,(o)/  +  w;,). 

Donc  ici  les  deux  fonctions  A  et  B  sont  identiques,  et,  par  suite, 
les  coefficients  de  X  et  de  —Y  dans  les  équations  (3')  et  (G).  Ces 
équations  peuvent  donc  s'écrire 

(3')  (:(x-Y)+o.;.X'-o;,Y'  =  o, 

(G)  •C,(X-Y)  +  C,X'-D,Y'  =  o, 

et  nous  venons  de  voir  (n°  2)  qu'aucune  d'elles  ne  se  réduil  à  une 
identité  et  que,  de  plus,  elles  sont  distinctes  l'une  de  Vautre.  Nous 
pouvons  donc  les  résoudre  et  tirer 

...  X'    _  ç,6;-;d.  _  -Y'  _   ^c,-i:,e-,.  _. 

\°)       x-Y  ~  D,e;  — c,o;  "~    '       X -Y  ~  D,o;— ce;  ~  P- 

Pour  que  les  fonctions  désignées  par  a  et  [B  soient  les  dérivées  par 
rapport  à  X  Qlky  du  logarithme  d'une  expression  de  la  forme  X  —  Y, 
il  faut  et  il  suffit  que  Ton  ait 

(9)  -^y  =  5^:  =  -  "-?• 

Telles  sont  les  deux  équations  du  sixième  ordre  auxquelles  doit  sa- 
tisfaire la  fonction  o  —  /.  Quand  elles  sont  vérifiées,  on  connaît,  à  un 
facteur  constant  près,  une  fonction  X  —  Y,  dont  les  dérivées  logarith- 
miques ont  les  valeurs  (8)  et  qui,  par  suite,  satisfait  aux  deux  équa- 
tions (3')  et  (G).  J'ajoute  qu'elle  vérifie  aussi  l'équation  de  départ 
F  =  o.  En  effet,  soit  $  le  premier  membre  de  l'équation  (3');  celui 
de  l'équation  (6),  d'après  sa  formation,  n'est  autre  chose  que 

I   <^  _;__!_  '^  _  p 
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Or,  il  est  idenliqucmeiil  nul,  ainsi  (jiietp;  par  suite,  les  dérivées 
<!>',  et  $^  étant  nulles  aussi,  il  reste  F  =  o.  Ainsi,  les  équations  (9)  as- 
surent à  l'élément  linéaire  (o  — /)  dxdy  la  propriété  d'être  double- 
ment harmonique.  Elles  caractérisent  donc  les  éléments  linéaires 
doublement  harmoni([ues  qui  ne  conviennent  pas  à  des  surfaces  de 
révolution. 

4.  Loi  de  passage  (').  —  Voici  une  remarque  qui,  bien  qu'intui- 
tive, a  une  grande  importance,  que  nous  ne  tarderons  pas  à  recon- 
naître. 

Soil  un  élcinenl  lincaiie  'K(^\,r^)d^dr^  qui  acquieit  la  forme 
harmonique 

(10)  [  o  (  j;.  +  ^.)  _  /(.r  _  y)]  dx  dy 
par  le  changement  de  variables 

(10')  dx^~=^^y         dy=^-^^=ii 

et  qui  acquiert  aussi  une  seconde  forme  harmonique 

par  le  changement  de  variables 

(11)  clx.  =  —         >         dy.  =    , 

Pour  passer  de  la  première  de  ces  formes  à  la  seconde,  il  n'y  a 
pas  d'autre  changement  de  variables  possible  que  celui-ci  : 

(12)  f/x,  =  ^===-         dy,= 


^/M^)  v/V(j) 


(')  [L.  Raffy,  Sur  les  éléments  linéaires  doublement  harmoniques  {Comptes 
rendus  de  l' Académie  des  Sciences,  t.  CIX,  1889;  p.  609)]. 
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OÙ  Von  a  posé 

^^\^)-  R(^)  -  îTT^'       1  U;-  s(n)  ^  VMr)' 

le  rapport  R,  :  R  étant  exprimé  en  fonction  de  x  et  le  rapport  S,  l  S 
en  fonction  de  y^  au  moyen  des  formules  (lo'). 

II  est  évident  que  le  changement  de  variables  (  1 2)  effectue  le  passage 
de  (10)  à  (11);  pour  s'assurer  qu'il  est  le  seul,  il  suffit  de  considérer  .r, 
comme  fonction  de  x  par  l'intermédiaire  de  \.  eiy,  comme  fonction 
de  ^  par  Tintermédiaire  de  yj. 

La  loi  de  passage  nous  permettra  aux  Chapitres  II  et  III  de  résoudre, 
dans  les  cas  où  il  est  le  plus  intéressant  et  le  plus  difficile,  le  problème 
suivant  :  Etant  donné  un  élément  linéaire  doublement  harmonique 
(ç  — f)dxdy,  trouver  toutes  les  solutions  correspondantes  X  ('/  Y 
de  V  équation  fondamentale 

2(X-Y)(9"-/")  +  3X'(9'-/) 

-3Y'(9'+/)  +  (X"- Y")(o  -/)  =  0. 

5.  Loi  de  récip/'ocité  (').  —  Voici  une  autre  remarque,  à  peine 
plus  cachée  et  non  moins  féconde  que  la  précédente,  qui  en  est  essen- 
tiellement distincte. 

L'équation  aux  éléments  linéaires  doublement  harmoniques 
(équation  précédente)  est  le  développement  de  la  condition 

qui  exprime  qu'en  elTectuant  le  changement  de  variables 

,       dj::  j  dy 

\IX  -^  V/Y 


(')  [L.  Kwvs:,  Sur  les  éléments  linéaires  doublement  liarinoniq lies  {Comptes 
rendus  de  l' Académie  des  Sciences,  t.  C!X,  1889;  p.  609)]. 
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on  vérifie  identiquement  l'égalité 

r?(-^+>-)-/(-^--7)]'/'-'(>- 

.Mais,  avec  les  variables  auxiliaires  l  =  x+y,z=^x  —  y,  on  voit 
imniédiatcmenl  que  cette  équation  peut  s'écrire 

ce  qui  exprime  que,  par  le  changement  de  variables 

dt  ,  dz 


dl,  — 


on  vérifie  l'identité 


\(Lt^\-y^^-'- 


dtdZr^    [X,  (^)  —Y.   (^)]  '/'.'^-- 

Ainsi,  à  tout  élément  linéaire  doublement  harmonique 
en  correspond  un  autre 

[x(ii-^)-v(^')]  ./.<■-//, 

où  X  et  ^  ont  les  significations  précisées  plus  haut.  C'est  ce  que  l'on 
peut  énoncer  ainsi  : 

Ayant  trompé  quatre  fonctions 

X(.x-),  Y(/),  ?(.r+j),         /(•^■-7), 

qui  satisfont  à  V équation  aux  éicmrnts  linéaires  doublement  har- 
moniques, on  en  obtiendra  une  nouvelle  solution  en  prenant  pour 
X,  Y,  cp  et  f  respectivement  les  fonctions 
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CHAPITRE  IL 

LES   FORMES    HARMONIQUES    DE    L'ÉLÉMENT    LINÉAIRE    DES    SURFACES 
A   COURBURE    TOTALE    CONSTANTE. 


1 .  Dans  ce  Chapitre  nous  nous  proposons  non  seulement  de  retrou- 
ver toutes  les  formes  harmoniques  de  l'élément  linéaire  des  surfaces  à 
courbure  totale  constaulc,  mais  aussi  de  déterminer  toutes  les  solutions 
correspondantes  de  l'équation 


(0 


2(X-Y)(o"-/-)  f-3X'(9'-/) 

-  3  Y'(9'  +  /')  +  (X"-  Y")(>  -/)  =  o, 


en  vue  d'en  déduire,  par  la  loi  de  réciprocité,  de  nouveaux  éléments 
linéaires  doublement  harmoniques. 

2.  Sur/aces  développables .  —  Aux  résultats  de  Liouville  nous 
ajouterons  la  détermination  des  changements  de  variables  qui  permet- 
tent de  passer  d'une  forme  harmonique  de  l'élément  linéaire  du  plana 
une  autre. 

Pour  que  l'expression 

ds-=[^{x  +7)  -f{x  -y)]dxdy 

soit  l'élément  linéaire  d'une  développable,  il  faut  et  il  suffit  qu'on  ait 
identiquement 

'■^(x^y)-/(x-y)  =  ■H-^-yiiy)- 

On  résout  cette  équation  en  égalant  les  dérivées  secondes  de  (j/y 
prises  par  rapport  à  x  et  par  rapport  à  y.  On  obtient  de  la  sorte  six 
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expressions  distinctes  des  fonctions  çp  et/,  savoir 


(1)  1 
■(II) 
^11) 


9  =  "i 


(IV) 

(V) 
(VI) 


'  cp  =  Y  +  ««e'-'-''''^', 

cp  =  Y  "*"  '"  ^'^  2  (^  +  /)' 
/  =  Y  +  mCli2(*--7). 


5.    Pour  trouver  les  solutions  correspondantes  de  l'équation  (i), 
partons  dos  relations 

?  - /  =  'Vh      ?'  - /'  =  'l'/.'      ?'+/'  =  'k'' 

auxquelles  nous  adjoindrons  colle-ci 

?"-/"■='•(?  -/)  =  '"l/.>        '■('■  -  4)  =  o 

vorifioe  par  les  l'onclions  (I),  (11),  (HI)  parce  que  cp"  — /"  et /' sont 
nuls,  et  par  les  fonctions  (IV),  (V),  (VI),  parce  que  o"=49  t^' 
/"  =  [\f.  Grâce  à  ces  remarques  nous  pourrons  écrire  l'équation  (  i  )  de 
cette  manière 

27-(X  ■-  Y)  +  3X' V  -  3Y''^  +  X"-  Y"=  o. 

On  voit  que  cette  équation  se  sépare  en  deux 

2rX  -f-  3X'  -i-  -I-  X"  =  const.  =  2/1, 
irX  +  3Y'  '^  H-  Y"  =  const.  =  2/1, 

qu'on  intègre  en  donnant  à  '|  el  ■/  les  expressions  qui  correspondent 
aux  six  solutions  rappelées. 

Il  suffit,  quand  les  intégrations  ne  sont  pas  immédiates,  de  multi- 


(1) 
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plier  soit  par  '\i  soit  par  y  et  de  remplacer  au  besoin  ^'-p  par  ']/"  et  4/ 
par  -/",  pour  les  rendre  possibles.  Nous  ne  ferons  que  transcrire  le  Ta- 
bleau des  résultats,  où  tous  les  coefficients  désigneront  des  constantes 
arbitraires. 

X  =  kx-  -ha^x  -r-  a„,  Y  =  ky-  -+-  l),y  -f-  b„. 


(")    L-        A-    „ 


(111) 

(IV) 

(V) 
(VI) 


l\==yx--ha,^-,  \  =  _j.-_^/,^+     ■. 

X  =  c  +  aoe"--''+  a,e~^-^,  Y  —  c  -h  />„'""-■+  b^c"''^ . 

^  =  Y  +  wie-f-^-*^'',  /  =  Y  +  /??('-=;•'■- J)  ; 

X  :=  c  +  f/u  Ch"  -  2.r  +  a,  Sh~-  ix,  \  z^  c  -h  ba e~-^'  +  />,  r"  "  . 

-p  =  Y -1^ '"^li2(x +^),  Y  =  Y  + '"Ch2(x'  -  x); 

X  =  c  +  aoCb~-2a:  +  a,  Sh  ■-2./-,  /  =  c -l- 6„  Ch~- 2y  4    //,Sh^^2y. 

Ces  diverses  expressions  de  X  et  de  Y  s'obtiendraient  aisément  par 
Tapplication  de  la  loi  de  passage,  dont  nous  allons  nous  servir  bien- 
tôt. 

4.  Surfaces  à  courbure  différente  de  zéro.  —  Pour  ces  surfaces 
les  formes  harmoniques  de  l'élément,  linéaire  ont  été  déterminées  par 
INl.  Darboux  (').  Après  les  avoir  rappelées,  nous  ferons  connaître  tous 
les  changements  de  variables  par  lesquels  on  passe  de  l'une  à  l'autre. 

Liouville  a  montré  que  l'élément  linéaire  de  toute  surface  à  cour- 
bure constante  —  2C,  rapportée  à  ses  lignes  de  longueur  nulle,  est  de 


(')  Leçons  sur  la  théorie  des  surfaces,  i.  11,  p.  209-211. 
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la  forme 

où  ^,  Y]  désignent  des  fonctions  arbitraires,  l'une  de  x,  l'autre  dejy,  et 
^',  Y]'  leurs  dérivées.  Il  faut  donc  déterminer  les  fonctions  i,  y)  de  telle 
sorte  qu'on  ait  identiquement 

^'■''        =?(^-+7)-,/\-'--J')- 


On  trouve  ainsi  qu'elles  satisfont   à  la    même   équation   différen- 
tielle 

où  R(p)  est  un  polynôme  du  quatrième  degré  à  coefficients  arbitraires, 
qu'on  peut  soumettre  à  telle  transformation  homographique  qu'on 
voudra. 

i"  Si  R  a  ses  quatre  racines  égales,  on  prend  R,  (p)  =  i  ;  d'où 

el,  en  supposant  désormais  la  courbure  égale  à  4, 

2°  Si  R  est  carré  parfait,  on  prend  Ro(f  )  =  (p"  +  t)^;  d'où 

^'/  =  (^i;+0''''  '^2=('^+^y^         ?,  =  tanga;,  •/],=  tangj; 

(II)  ds^=    .  ,f^^'      • 

3"  Si  R  a  une  racine  triple,  on  prend  R,  fp)  =  4p;  d'où 

(III)  rfs-  =-  \-, ^.  - ^.1  dxdy. 
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4"  Si  R  n'a  qu'une  racine  double,  on  prend  Ri(p)  =  4f"(p  —  i); 
d'où 

(IV)  ds'=-  \  ^— ! -  ^— ^ -]  dxcly. 

5°  Si  R  a  ses  racines  distinctes,  nous  prendrons 

d  où 

(V)  ds-  =  f  j}(x  +  y)  —  j}(a,-  -  j)J  f/x  6(x- 

o.   Cherchons  maintenant  toutes  les  solutions  de  l'équation 

.  .  (  a(X-Y)(cp"-/")  +  3X'(cp'-/') 

^  ^  (       -3Y'(cp'  +  /')4-(X"-Y")(^^-/)  =  o, 

où  les  fonctions  9  et  /  ont  l'une  des  cinq  formes  précédentes.  La  loi 
de  passage  les  donne  sans  calcul.  En  effet,  parlons  de  la  forme  ini- 
tiale 

,0           d\dt\ 
ds-  =   Tj r^  , 

et  remplaçons-y  les  fonctions  E,  yj  par  l'une  des  cinq  solutions  ^,,  Y],que 
nous  venons  de  trouver.  De  la  forme  harmonique  ainsi  obtenue  on 
passera  à  une  autre  au  moyen  des  fonctions 

OÙ  R(p)  désigne  le  polynôme  le  plus  général  du  quatrième  degré  en  p. 
Il  n'y  aura  qu'à  exprimer  X  en  x  et  Y  en  y  pour  avoir  les  solutions 
cherchées  de  l'équation  (t).  Donnant  à  l'indice  i  les  valeurs  i,  2,  3, 
4,  5,  nous  obtenons  le  Tableau  suivant,  où  nous  n'écrirons  que  X, 


(>) 

(lli) 
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parce  que  Y  est  la  même  fonction  de/  que  \  de  r  : 

;  ?  =  T'  /  =  T-(-^-r)~'^ 

[  X  =  A.X'"  +  Bx»  +  Cx'  +  D;r  -^  E. 

X  =  A  sin'a?  +  Bsin-'orcosa;  +  Csin^xcos-./-  -i-  Dsinxcos'a-  4-  Ecos'.x-. 

o  =  Y  -  (x  -^y  )-%  /  =  Y  -  C'^"  -  7)"'  î 

X  =  Ax«  -h  Bx'  -h  C./r  +  D  +  Ex-\ 
?  =  Y  -  sin--  (,r  -4- 7),         /  =  y  -  sin"- (,r  —  y  )  ; 


/   X  =  — — 


sin^a?  cos^j? 


(^)     j   y  _  Ap'{a:)-^-Bp^.v)-hCp^x)+Dp{x)-hE 


Dans  ces  formules,  les  cinq  coefficients  A,  B,  C,  D,  E,  les  deux  in- 
variants g2,  gi  et  le  paramètre  y  ont  des  valeurs  entièrement  arbi- 
traires. 


CHAPITRE  III. 

LES  SURFACES  DE  RÉVOLUTION  DOUBLEMENT  HARMONIQUES. 


1.  Les  surfaces  de  révolution  dont  nous  allons  nous  occuper  sont 
celles  dont  l'élément  linéaire  est  réductible  à  la  forme  barmonique 

ds-  ^\^{x'  -^ y'  )  —  f{x'  —  y  )\  dx  dy' , 

autrement  qu'avec  la  restriction  cp  /  =  o  qui  caractérise  toutes  les  sur- 
faces de  révolution.  On  peut  dire  que  ces  surfaces  sont  celles  pour 
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lesquelles  le  problème  des  géodésiques  admet  à  la  fois  une  intégrale 
linéaire,  comme  pour  toutes  les  surfaces  de  révolution,  et  une  inté- 
grale quadratique,  distincte  du  carré  de  l'intégrale  linéaire.  C'est  en 
posant  la  question  dans  ces  termes  que  M.  Darboux  l'a  résolue  (').  Il 
prend  l'élément  linéaire  d'une  surface  de  révolution  sous  la  forme 

et  montre  que  la  fonction  U'(«)  est  définie  par  l'équation 

"~J     /«U"-H3«U'^-+-//t'' 

où  m,  n  et  m'  sont  trois  constantes  arbitraires. 

Il  convient  pour  notre  objet  de  pousser  plus  loin  les  calculs,  puisque 
nous  nous  proposons  non  seulement  de  déterminer  toutes  les  formes 
harmoniques  que  peut  revêtir  l'élément  linéaire  des  surfaces  considé- 
rées, mais  aussi  d'obtenir  toutes  les  solutions  de  l'équation  aux  élé- 
ments linéaires  doublement  harmoniques,  dans  l'hypothèse  où 
(9  ~  f)dxdy  est  un  élément  linéaire  de  surface  de  révolution. 

2.  A  cette  fin  nous  commencerons  (-)  par  Iroin-rr  toiitrs  1rs  fonc- 
tions \  de  X  +y  seulement  qui  satisfont  à  l'équation  fondamen- 
tale 

1  \\y  -  2  Y x%  +  3 X'x;  -  3  Y' x;. + ( x-  -  Y")  a  =  o. 

En  procédant  exactement  comme  au  début  du  Chapitre  premier, 
nous  rencontrons  d'abord  les  surfaces  à  courbure  totale  constante. 
Nous  ne  nous  y  arrêterons  pas,  ayant  au  Chapitre  II  complètement 
résolu  dans  ce  cas  les  deux  problèmes  indiqués. 

Dès  lors  l'équation  (3)  du  Chapitre   I  n'est  pas  une  identité.  On 


('  )   Leçons  sur  la  théorie  des  surfaces,  t.  III,  livre  \'I,  n°  596. 

(^)  [L.  Raffy,  Sur  un  problème  de  la  théorie  des  surfaces  {Comptes  rendus 
de  l' Académie  des  Sciences,  t.  CVIII,  1889;  p.  493). —  Sur  un  problème  de  ta 
théorie  des  surfaces  (Bulletin  des  Sciences  matliémaliques,  t.  XIII,,  1889- 
p.  161)]. 

Journ.  de  Matli.  (4'  série),  tome  X.  —  Fasc.  IV.  1894.  4^ 
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en  lire  pour  le  rapport  (X' —  Y')  :  (X  —  Y)  une  expression  ([ui  ne 
dépend  tpic  de  x  -\- y-  Si  l'on  introduit  les  variables  auxiliaires 

t  =  x  ^  y,         c  =  a?  -  >', 

on  voit  (jue  la  dérivée  logarithmique 

X'-  Y'  _      <)log(X  —  Y) 
X  —  Y   ""  ^  Ot 

est  fonction  de  /  seulement,  de  sorte  qu'on  a 

X-Y  =  4.(.r+v)^(.r-j-)- 

La  résolution  de  cette  équation  indéterminée,  qui  entraine  immé- 
diatement 

V       y" 

■y  =  '-f  ^=  const., 

ne  présente  pas  de  difficulté.  Connaissant  les  fonctions  '^  et  y ,  on  con- 
naît X  et  Y.  Leur  forme  est  telle  qu'on  peut  toujours  intégrer  l'équa- 
tion din'érentioUe  linéaire  du  second  ordre  qui  détermine  X.  Il  n'y  a 
plus  alors  qu'à  transformer  X(j:,- -f-^')  t/x  <// au  moyen  des  relations 

7    /  dx  7    ,  dy 

dx  =  ,         dy  =    ,   •'     , 

pour  obtenir  toutes  les  formes  harmoniques  de  l'élément  linéaire  des 
surfaces  considérées.  INous  les  réunirons  avec  d'autres  résultats  dans 
un  Tableau  placé  à  la  fin  du  Chapitre.  Nous  n'écrirons  ici  que  les 
quatre  types  primitifs  d'où  elles  dérivent  : 

(  I  )  ds-  =  P(x+y)dx  dy, 

(  II  )  ds'  =  \ - — ^~,  +  q]  de  dy, 

(III)  ^s-  =  [Pe='-^^^)  +  Qe'-^^]t/xdy, 

(  I V )  ds'  =  \  -^^ ^^  +  ^rr^ ^^  1  dx  dy. 
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Les  lettres  P  et  Q  désignent  des  constantes  arbitraires.  Nous  avons 
néglige  celle  (jifon  peut  ajouter  à  l'argument  x -h y  et  celle  par 
laquelle  on  peut  multiplier  les  variables. 

5.  Bernarquc.  —  11  n'est  pas  sans  intérêt  de  signaler  une  propriété 
des  surfaces  qui  nous  occupent.  Dans  son  Mémoire  sur  les  lignes  géo- 
désiques  ('),  M.  Sophus  Lie  n'aborde  pas  le  problème  des  surfaces 
de  révolution  doublement  harmoniques;  mais  trois  des  types  ci- 
dessus  se  rencontrent  dans  la  iNote  I  de  ce  Mémoire,  consacrée  à  une 
étude  approfondie  de  la  représentation  géodésique  des  surfaces.  INL  Lie 
recherche  en  effet  toutes  les  représentations  géodésiques  des  surfaces 
d'élément  linéaire 

(  i  )  ds-  ^  (a;  -)- y)  dx  dy 

et  distingue  particulièrement  les  deux  classes  de  surfaces  qui  ont  res- 
pectivement pour  éléments  linéaires  les  deux  expressions 

ds-  =  {xy  +  I  )  dx  dy, 

ds"-  =    ; ;  -f- dx  dy, 

dont  la  première  revient  à  notre  type  (III)  et  la  dernière  à  notre 
type  (IV).  Mais  notre  type  (II)  répond  aussi  à  la  question.  En  ell'et 
le  théorème  de  M.  Dini  s'applique  à  l'élément  linéaire 

ds'  --  (U  -  V)  (U;  du-  +  V;  tA-  ), 

lors  même  que  les  fonctions  V  et  V,  se  réduisent  à  des  constantes. 
Quand  M.  Lie,  partant  de 

{au  —  lji){du''  —  di-), 
trouve  (p.  ^'2r))  par  l'emploi  de  ce  théorème  l'expi'ession 

/     du'-      _ 
\au  -t-  t 


b\' 


(')   Unlerstichungen  iiber  geodâlUche  Curven  {MaLheni.  Annaleii,  i.  \X 
p.  357-454). 


Sio 
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rien  n'empêche  de  supposer  //  nul,  ce  qui  conduit  à  noire  type  (11^. 
l'-n  conséquence,  on  a  ce  ihéorèmc  : 

Drii.i-  surfaces  de  révolution  doublement  harmoniques,  choisies 
il' une  manière  quelconque,  peuvent  être  représentées  géodésique- 
menl  l'une  sur  Vautre. 

4.  Pour  délerniiner  toutes  les  solutions  de  l'équation  aux  éléments 
linéaires  doublenirnl  liarinoniques  quand  (^  — f)  dx dy  est  l'une  des 
tonnes  dérivées  dos  (juatre  types  précédents,  nous  ferons  l'application 
réitérée  d<;  la  loi  de  passade  exposée  au  (Chapitre  I. 

Nous  groupons  enseml)lo  sous  le  niènie  numéro,  avec  dos  indices 
dill'érenls,  1rs  solutions  qui  correspondent  aux  éléments  linéaires 
transformés  d'un  même  type.  Soit  (  J)  l'un  de  ces  types  X(^  -H  r^)d^dq 
écrit  avec  les  lettres  ^  et  y]  à  la  place  de  x  et  de  y.  Représentons  par 

(i)  dx=-£^,         dy-     ''^' 


le  changement  de  variahles  particulier  (pii  o])ore  le  passage  de  (J)  à 
une  certaine  de  ses  formes  dérivées  (  J,)  et  par 

le  cliangoment  de  variables  général  (pii  opère  le  passage  de  (J  )  à  \  une 
quelconque  de  ses  formes  dérivées.  Si  l'on  pose 

.  ftx  ,  dy 


S  K,:U  -         v'Si:S 

les  expressions  écrites  sous  les  radicaux  représentent  de  la  manière  la 
plus  générale  les  fonctions  X  et  Y  propres  à  opérer  le  passage  de  la 
forme  (J,)  à  l'une  quelconque  des  autres  formes  dérivées  du  type  (.1), 
]>ourvu  qu'on  en  chasse  ^  et  -^  par  l'emploi  des  relations  (î),  afin  do 
u'v  laisser  subsister  que  x  eljK-  On  obtient  ainsi  le  Tableau  suivant, 
où  tous  les  coefficients  désignent  des  constantes  arbitraires. 
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j     <f    =    P(jr-t-7)-r-Y,  /=Y, 

I  X  =  ca? -f-  m,  \  =  cy  -^n; 

I  ç  =(m-hn){x-^y)  +  y,  /  ^(n  —  ni){x —x)-h  y, 


/X= ha,  \=- 1-6 

\             m           '  n 

(     .^>    =(^-^J-)ï_^(.r  +  y)2  +  .^,  /=(a.___y)2_^o.(j.__^)2^-^, 

(x  =  mar-2+c,  Y  =  n_K-2-i- c. 

(  X  =  ax^-h  bx  +  c,  Y  =  ay"^—  hy  -v-  c; 

j  X  =  aa;=  H-  6  -f-  ex-*,  Y  =  aj«  -H  6  H-  c/-'  ; 

(  ;f  =  Qe"-r+.v'+ Y.  /=  P  Ch-2(x— jk)+ Yi 

(  X=  «H- 6e-'-^  +  ce-*J^,  Y  =  a  —  b e-'-y -^ c e-'-y \ 

\  <p  =  P  cos-2(a?-f-_)'^—Q  cos'(x-(- >•)+",',  /=  Pcos-«0  — .k)— Qcos2(ar— ^)-i- Y, 

(  X  =  (acos2'2a;  +  6  COS2X-)- e)  sin-22j7,  Y  =  (a  cos'a^x  —  *  eos2_>' +  c)  sin-'2_K. 

(  (B  =  Pe'i-ï+r'-t- Qgj^+r-H  Y>  /=Y' 

I   X=ae-2-^+c,  Y  =  6e-2y-(-c; 

j    o  =  P(a:-hJ-)2+Q,  /=P(X-J')2, 

I  \=  cx--\-a,  Y  =  072-1-6; 

\  <p  =  Pe!(^+r'-i- QeJ^+r-f- Y,  /=  Pe^'^-r'-h  Qe^-:> -+- Y, 

i   X  =  aSli-'a:-hc,  Y=6e-2/-f-o; 

(  o  =  PCh2(x-i-r)-+-QCh(x+ v)-hY.  /=  PCh?,(.c-7)+QGh(j7-j')^-ï, 

I   X=aSli-2a7-(-c,  Y  =  6Sli-2j--Hc; 

i  o  =  PCh-!(a--(-7)+  QSh-'(a:  -^y)  +  'l,  f=  T- 

j  X=  ae'^-i- 6e-*^+ c,  Y  =  ae*:>-i- 6e-'>H- c; 

(  tp  =  P(a: +>-)-!-+- Y,  /=Q(^H-j)-'  +  T. 

(  X  =  a  J7*  -H  6^:5  -^  ç^  Y  =  a  J'*  -I-  6^/2  -(-  c  ; 

(  tt  =  PCh-2(a:-H7)+QSh-2(j-+7)-+-Y.  /=  PCli-2(x— j)-+-QSli-'(./.-— J-)-!- Y. 

j  X=(aCh>2a;-f-6Ch22:r-i-c)Sh-22r,  Y  =  (aCh^a^x  +  6Ch'-2  >  -+  c  )S1.-Î2.r; 

j  ip  =  Psin-*(a;-l-j>')-H  Y,  /="•  Q  sin^2(a:  _  j^  ) -1- Y, 

j  X=asin22r  +  6,  Y  =  asin^a^ -t- 6  ; 

io  =Qsn2(2:+_>')— Pcn2(j7-i-jK)dn-*(j7-l-j)+Y-         /=  QsnM.r  —  JK)— Pcn'C^'  — j)(ln-2(x— j.-)-!- Y. 
_  a[A-4(2  —  /:2)5n8  3?  —  ^k^  sn^x  ■+-  6  A-*sn*  .r  —  4  Xr^  sn^a- +  2  —  A-^]  H- 6{  A-^  sn' 3:  —  asn-a; -t-  1) 
sn- J7  Cii^  a:  dn-ar 

Dans  la  dernière  solulion  do  ce  Tableau,  nous  n'avons  pas  éci  il  Y, 
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qui  est  la  même  fonction  de  y  que  X  de  x;  loules  les  fonctions  ellipti- 
ques ont  le  même  module  arbitraire  />. 


CHAPITRE  IV. 

RECHERCHE    DES    ÉLÉMENTS    LINÉAIRES    DOUBLEMENT   HARMONIQUES. 


I.  —  Premiers  résultats. 

1.  Au  moment  d'aborder  la  reclierche  iiénérale  des  éléments  li- 
néaires  doublement  baiinoniques,  il  inqiorte  de  rappeler  une  distinc- 
tion cjui  s'est  introduite  au  Chapitre  I  entre  ceux  de  ces  éléments  li- 
néaires qui  conviennent  à  des  surfaces  de  révolution  et  ceux  qui  ne 
jouissent  pas  de  cette  propriété.  Pour  les  premiers,  Téqualion  aux 
f^éodésiqucs  admet,  comme  Vu  moulré  M.  Darboux  ('),  jusqu'à  t/-oi.s 
intégrales  quadratiques  distinctes 

I<  =  \p'  -+-  '-i  l',7'7  -+-  ^  'T  =  ^i  ('  =  '  )  2,  3  ). 

Nous  avons  remarqué  d'autre  ])arl  que  les  fondions  X  et  Y  de  Fé- 
qualion  aux  éléments  linéaires  doublement  harmoniques 

2(X-Y)(o'--/")+3X'(9'-/') 

-3Y'(9'+/',)  +  (X"-Y"K9-/)  =  o 

sont  précisément  les  coefficients  extrêmes  d'une  intégrale  quadratique. 
Ou  aura  donc,  si 

ds-  =  [9(.f  -^y )-/(■£  -y)]  dxdy 

(')  Lnçoits  sur  la  tlicorie  des  surfaces,  \À\.  ^'II,  Cliap.  VI,  n"  59C.  Nous  suji- 
posoiis  dans  le  le\le  l'cloment  linéaire  mis  sous  la  foi'uie  l.d.vdy. 
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est  un  élément  linéaire  de  surface  de  révolution,  trois  couples  de  solu- 
tions de  Téquation  précédente,  savoir  X,  et  Y,,  X,  et  Y^,  X.,  et  Y^. 
De  là  résulte  (pie  Féipiatlon  est  encore  vérifiée  par 

X  =  S.X,  +  S,X.  +  S,X„         Y  =  s,  Y,  +  S,Y,+  S,  Y„ 

quelles  que  soient  les  trois  constantes  S,,  S^,  et  S.,.  L'une  des  solutions 
que  nous  venons  de  combiner,  la  dernière  par  exemple,  est  nécessai- 
rement de  la  forme  X.,  =  Y,,  ;=  const.  On  aura  donc 

X- Y  =  S,(X,-Y.)+S,(X,-Y,), 

ce  qui  montre  que  les  deux  dérivées  logarithmiques  de  X  —  Y, 

X'  —Y' 


X-Y'  X-Y' 

dépendent  dune  arbitraire,  qui  est  le  rapport  S,  :  So,  et  qui  ne  figure 
pas  dans  o  —  f.  Ainsi  l'on  s'explique  pourquoi  l'analyse  du  Chapitre  I 
ne  détermine  pas  ces  deux  dérivées  logarithmiques  en  fonction  expli- 
cite de  cp  — f  et  de  ses  dérivées,  quand  la  surface  est  apj)licable  sur 
une  surface  de  révolution.  Dans  le  cas  contraire,  ces  dérivées  sont 
parfaitement  déterminées,  une  fois  donné  l'élément  linéaire.  Il  suit  de 
là  qu'il  ne  peyt  exister  plus  de  deux  intégrales  quadratiques  distinctes 
pour  le  problème  des  géodésiques,  sans  que  la  surface  soit  apjilicable 
sur  une  surface  de  révolution.  C'est  la  réciproque  de  la  proposition 
de  M.  Darboux.  Si  V équation  aux  géodésiques  d'une  surface 
admet  plus  de  deux  intégrales  quadratiques  distinctes,  ta  surface' 
est  applicable  sur  une  surface  de  révolution.  Ajoutons  que,  si  la 
surface  a  sa  courbure  totale  constante,  il  existe  cinq  intégrales  qua- 
dratiques distinctes;  c'est  ce  qui  ressort  immédiatement  du  Tableau 
placé  à  la  fin  du  Cha[iilie  II. 

Nous  n'insisterons  pas  davantag'esurces  éléments  linéaires  auxquels 
correspondent  plusieurs  intégrales  quadratiques  et  qu'on  pourrait 
appeler  mulliplenient  harmoniques;  toutes  leurs  formes  ont  été  don- 
nées dans  les  Chapitres  II  et  III.  Nous  arrivons  aux  éléments  linéaires 
doublement  harmoniques  au  sens  propre  du  mot,  ceux  pour  lesquels 
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les  fonctions  ^(.r  -l-^)  el  f{x  — /)  sont  telles  que  l'équation  fonda- 
mentale détermine  la  différence  X  —  Y,  à  un  facteur  constant  près. 

2.  Le  seul  élément  linéaire  de  cette  nature  que  nous  ayons  ren- 
contré jusqu'ici  est  celui  qui  a  été  découvert  par  M.  Darboux  et  cité 
ail  (Chapitre  précédent  : 


ds- 


r  P  Q  Pi  Ql  1     /r     y 


Si  l'on  pose  \  =  tangx,  y]  =  tangjK»  il  acquiert  la  forme  harmo- 
nique très  simple 

ih'-  =  \-^^ ,  H .7^^^ r  +  -^^ ,  H ^ ri  dxiy. 

[_sin-( j? -H  v)         cos-(j;-i-j)         siii'(x — y)         cos^(.j? — y)\  -^ 

Par  un  changement  de  variables  plus  général,  M.  Darboux  le  trans- 
forme en 

ds-  =  I  ■]/(./;  -I-  r)  —  ■\{x  —  y)\  dx  dy, 

ij;  désignant  la  fonction  doublement  périodi(|ue 

ir)  =  Ao  j-5 1-  l>o  s^ii'"'  H ; i-  Un  — ;; 1"  '"'a- 

^  "    Hiis,,,  «•  cnïti-  "   fil- 11'  " 


Si  Ton  remplace  x  par  mx  4-  a,  y  par  my  -\-  />,  on  voit  que  cet  élé- 
ment linéaire  dépend  de  huit  constantes  arbitraires,  Aj,  Bo,  C„,  D„, 
h'  module  A,  le  multiplicateur  ///,  plus  enfin  a  et  />,  la  constante  E„ 
disparaissant  par  soustraction. 

Ce  beau  résultat  va  s'olfrir  tout  à  l'heure,  par  l'application  de  piin- 
cipes  posés  précédemment,  d'abord  sous  la  forme  trigonométri(jue, 
puis  sous  la  forme  elliptique 

ds-  =  l\^{x  ^- >■)  -  'K-i-  -7)1  dx  dy, 
^  désignant  cette  fois  la  fonction 

,  .  A,p>("')+BpM»')  +  Cp'(<^^)  +  Dp("')  +  E 
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OÙ  les  deux  invariants  g^,  g.^  sont  arbitraires,  ainsi  que  les  constantes 
du  numérateur;  l'une  d'elles  disparaissant  dans  la  différence 

'K^+r)-'K-*'-r). 

il  n'en  reste  plus  dans  l'élément  linéaire  que  six,  abstraction  faite  des 
deux  constantes  qu'on  peut  ajouter  aux  deux  arguments,  ce  qui  porte 
à  huit  le  nombre  total  des  arbitraires.  D'après  les  propriétés  connues" 
de  la  fonction  p,  on  n'inlroduiiait  pas  de  nouvelle  constante  en  multi- 
pliant X  cty  par  un  facteur  ni  ;  les  invariants  seuls  seraient  modifiés. 
Pour  reconnaître  l'identité  des  deux  expressions  de  ^((v),  il  suffit  de 
remplacer  dans  la  seconde  j)  par  sn,  au  moyen  de  la  formule  clas- 
sique (^  '  ) 

.  .  {i  +  r')i?r-  m'- 

n  (  iV  •    rr        o\   )  =  —   -^ ' 


sii-(«(irj 


On  trouvera  ainsi  pour  '■]'(«')  une  fraction  ayant  pour  dénomina- 
teur le  produit  sn'cn'dn-  et  pour  numérateur  un  polynôme  du  qua- 
trième degré  en  sn^(mw),  à  coefficients  arbitraires.  C'est  jîrécisément 
ce  que  devient  la  première  expression  de  'j'(tit')  quand  on  réduit  tous 
ses  termes  au  même  dénominateur  et  cpi'on  remplace  w  par  i/hv. 

5.  Voici  maintenant  comment  on  peut  obtenir  d'autres  solutions 
de  l'écjualion  aux  éléments  linéaires  doublement  barmoniqucs.  La  loi 
de  passage  nous  a  permis  de  trouver  (Chap.  II  et  III)  toutes  les  solu- 
tions de  cette  équation  dans  le  cas  des  surfaces  développables,  des 
surfaces  à  courbure  totale  constante  et  des  surfaces  de  révolution.  A 
ces  solutions,  qui  sont  assez  nombreuses,  appliquons  la  loi  do  récipro- 
cité qui  termine  le  Cbapitre  I;  nous  en  obtiendrons  de  nouvelles,  et 
toutes  celles  qui  ne  rentreront  pas  dans  celles  d'où  l'on  part  répon- 
dront à  la  question. 

Pour  éviter  des  doubles  emplois,  portons  notre  attention  sur  le 
Tableau  du  Cbapitre  III  où  figurent  toutes  les  solutions  provenant 

(')  Halphkn,  TItéorie  des  fondions  elliptiques,  t.  I,  p.  24. 

Journ.  de  Math.  (\'  série),  tome  X.  —  Fasc.  IV,   189').  4*^ 
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des  surfaces  de  révolution.  Les  seize  expressions  de  X  el  Y  qu'il  cou- 
tienl  rentrent  toutes,  sans  exception,  soit  dans  les  expressions  trou- 
vées pour  X  et  Y  à  propos  des  développahlcs,  soit  dans  celles  qui 
correspondent  aux  surfaces  à  courbure  totale  constante  (Tal)leau  final 
du  (;iia[)ilre  II).  Il  ne  pourrait  y  avoir  d'hésitation  que  pour  la  solution 
doublement  périodique  marquée  (IV,);  mais  les  explications  que  nous 
venons  de  donner  relativement  aux  deux  formes  de  la  fonction  'X»»') 
•prouvent  que  cette  solution  rentre  dans  la  scdulion  (V)  du  Tableau 
relatif  aux  surfaces  à  courbure  constante. 

11  suffit  donc  d'appli(|uer  la  loi  de  réciprocité  aux  six  solutions  pro- 
venant des  (b'vcloppables  et  aux  cin(|  solutions  de  ce  dernier-  Tal)leau. 
Voici  les  résultats  trouvés. 


(Il) 


1.    —  So/iilio/is  ri'cipn>'/iics  /iroi'enant  des  dévi'lnppablex. 
X  -:  7  +  iH.r,  o  =:  c(.r  -I- j)-  +  (t^-\-  a,(x  +  /)"-, 

^     ^Y^'l-^-my^;  f  ^  c{x  -  yY+ b,+ b,{x  -  y)-'-. 

j   \  —  -l  +  m  e'-^,  'f  ~  c  -+-  «0  e-  (^■+r)  -t-  ai  e-''-^-^^', 

'(  Y  =  7  ;  /=c-hbo  e-''»^-y'  +  *,  t'-^'-^-y). 

i  Y  =  7  +  m  e-'^y  ;  /  =  c  +  bo  e-'-'--»''  -t-  bi  e-'i-^-r). 


(l^ 


(V) 


(1) 


(II) 


(III) 


i   X     -  7 -h /«  Ch(2:F),  '^  — c  +  «oCIi-*(j:  + /)+ a,  Sli-^(.r -t- j), 

^^'^  )  Y=:7  +  /hCI.(2j);        /=c-+-6„Cli-^(.r- r)+ft,  Sh-2(.r_j). 


II.  —  Solutions  réciproques  proi-eiiant  des  surfaces  à  courbure  constante. 

(  X  =  7,       "i'  =  ï  —  "ly-'-  ; 

Xr=7,  Y  =  7  —  /«sin--j'; 

■f{.r  -\- y)  =:  A  sin'(,r  -i-^v)  +  B  sin'(.r  +/)  cos(j7  -h y) 
-+-  Csin^  {x  +  y)  cos'(x  -i- y) 
-+-  D  sin{.r  -h  y)  cos'(  j;  -h  y)-hE  cos'(.z-  +^»'). 

I  X  =  7  -H  7H  .r-',         Y  =  7  H-  niy^^  ; 

\  ■f{x+v)  =  \{x+yy+]i{x-^yy-hC{x+yy+D  +  E{.v+y)--; 
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I  X  =z  y -\- m  s\n—^2X,  Y  =r  y -h  »î  sin~^2j-; 

('V)     ',  Asin»(a-+ x)-i- Bsin»{^+ v)H-Csin'{j?4- r)  +  Dsin  =  (^-  + )•)+ E 

I  X  —  'i  +  mp{i.r),         Y  =  Y +  «(ji(2j); 

Dans  les  solutions  du  second  groupe  nous  n'avons  pas  écril/,  qui 
est  la  même  fonction  de  x  — y  que  cp  de  x  +  _)'■ 

Le  dernier  clément  linéaire  dupremier  groupe  et  le  dernier  du  second 
ne  difîèrent  pas  de  celui  de  M.  Darboux,  pris  sous  ses  deux  formes 
trigonométrique  et  elliptique.  Nous  n'avons  pas  écrit  la  solution  I  du 
premier  groupe,  parce  que  rélément  linéaire  qu'elle  fournit  convient  à 
une  surface  de  révolution.  (3nreinar(jucra  que  dans  le  premier  groupe 
les  fonctions  o  et  /  sont  dilTérentes,  tandis  qu'elles  sont  les  mêmes 
dans  le  second. 

II.  —  Uniformité  des  solutions. 

4.  Dans  les  dix  solutions  que  nous  venons  d'obtenir,  les  quatre 
fonctions  X,  Y,  cp  et  _/  sont  des  fondions  uni/ormes.  C'est  là  une 
propriété  fort  importante,  qui  appartient,  comme  nous  allons  le  faire 
voir,  à  toutes  les  solutions  de  l'équation  aux  éléments  linéaires  dou- 
blement harmoniques. 

Théorème.  —  Dans  tout  système  de  solutions  de  V équation  aux 
éléments  linéaires  doublement  harmoniques 

2X(9"-/")+3X'(?'-/')  +  X"(o-/) 
=  2Y('/-/")  +  3Y\9'+/)  +  Y"(9-/j 

les  quatre  fonctions  X(^),  \  {y),  ?(-^'+>')  <?^/(-*'~>')  ^ont  né- 
cessairement uniformes. 

Tout  revient  évidemment  à  prouver  que  l'une  de  ces  fonctions,  Y 
par  exemple,  est  uniforme;  le  même  raisonnement  est  valable  pourX. 
Dès  lors,  X  et  Y  étant  uniformes,  la  loi  de  réciprocité  montre  que  cp 
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l't  /"le  sont  aussi.  Car,  si  ^  cl  /  pouvaient  êlre  luullifornies,  il  e\isle- 
lail,  en  vertu  de  la  loi  do  réciprocité,  une  solution  dans  laquelle  X  et 
V  seraient  multiformes.  Je  dis  donc  que  Y  ne  peut  pas  admettre  deux 
déterminations  différentes  pour  chaque  valeur  de  jk- 

.  On  pourrait  être  tenté  de  raisonner  ainsi  :  IV-cjualion  proposéi»  ad- 
meltrail  les  deux  solutions  Xp,  Y,  et  X„,  Y^,  d'où  la  solution  plus  gé- 

X  =  (S,  +  S,)X„,         Y  =  S,Y.  +  S,Y,, 

et  l'on  voit  (pie  la  dillérence 

X- V  =  S,(\„- V,,)  +  S,(\„- Y,) 

ne  serait  pas  déterminée  à  un  faclciir  rotislant  piès.  Donc  (n°  1) 
ri'lément  linéaire  (ç  — /)  dxdy^  conviendrait  à  une  surface  de  révolu- 
lion.  Or,  nous  avons  déterminé,  au  Chaj)itre  III,  toutes  les  solutions 
de  l'équation  fondamentale  dans  le  cas  des  surfaces  de  révolution,  et 
nous  n'avons  trouvé,  aussi  hien  pour  X  et  Y  que  pour  cp  et/,  d'autres 
expressions  que  des  expressions  uniformes.  Mais  ceci  prouve  seule- 
ment que  Y  ne  peut  prendre  plusieurs  déterminations  quand  l'élément 
linéaire  est  donné,  c'est-à-dire  que,  si  les  fonctions  cp  et  /  sont  multi- 
formes, quand  on  a  choisi  une  détermination  pour  chacune  d'elles,  les 
fonctions  X  et  Y  ne  peuvent  prendre  quunc  seule  de  leurs  détermi- 
nations, si  elles  en  ont  plusieurs.  Mais  on  ne  peut  pas  exclure  a 
priai  i  l'hypothcse  où  l'équation  fondamentale  serait  vérifiée  par  un 
couple  de  déterminations  X,,  Y,  de  X  et  \  ,  avec  un  couple  de  déter- 
minations ç,  ety,  de  ç  et  /",  et  aussi  par  un  autre  couple  de  détermi- 
nations Xo  et  Y  2  avec  un  second  couple  de  déterminations  ç^  et/^.  Le 
raisonnement  précédent  doit  donc  être  rejeté. 

o.  Première  déiuoiislration.  —  Xous  nous  restreindrons  aux  fonc- 
tions qui  n'ollVent  dans  le  plan  aucune  ligne  de  discontiiuiité,  non 
plus  que  leurs  dérivées  des  deux  premiers  ordres.  Soit  '\>{z)  une  fonc- 
tion multiforme  de  cette  espèce  et  soit  z„  l'un  de  ses  points  critiques. 
Si  l'on  part  d'un  point  r  avec  une  détermination  '■}'((-)  et  qu'on  fasse 
décrire  à  la  variable  un  chemin  fermé  entourant  z„,  quand  on  revient 
en  j,  la  fonction  a  pris  une  autre  détermination  '|i(-).  Sa  dérivée, 
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ne  cessant  pas  d'être  définie  par  la  limite  du  rapport 

h ' 

et  n'éprouvant  pas  de  discontinuité,  sera  devenue,  quand  le  contour 
se  ferme,  la  dérivée  de  la  détermination  finale  '^^.^(z). 

Cela  étant,  supposons  que  les  fonctions  9  et  /soient  données,  c'est- 
à-dire  qu'on  ait,  si  elles  sont  multiformes,  adopté  pour  chacune  d'elles 
une  détermination  fixe,  g,  et/,,  pour  les  valeurs  initiales  x  et  y  des 
variables,  ainsi  qu'une  détermination  fixe  Xo  pour  X,  si  cette  fonc- 
tion n'est  pas  uniforme.  Supposons,  d'autre  part,  que  Y  soit  multi- 
forme el  qu'une  de  ses  déterminations  Y,  vérifie  l'équation  ainsi 
préparée.  Désignons  par  j)'„  l'affixe  d'un  point  critique  de  Y;  nous 
pouvons  écrire 

?  (•^'  -+-  y)  =  ?  [(■^-  +>'o  )  -+-  (y  -  y,  \ 
/{■^  -  y)  =/[(-^  -  j'o)  -  (r  — „>-o^|  ; 

par  suite,  nous  attribuerons  à  x  une  valeur  constante,  telle  que  le 
point  X  ne  soit  pas  critique  pour  X,  X'  et  X",  ni  le  point  l  =  x  -\- y^ 
pour  9(/'),  ?'(/),  9"(/)j  ni  le  point  z  =  x  —  y^  pour  /(-),  /'(-\ 
f"(z).  Enfin,  faisons  décrire  à  y  une  très  petite  courbe  entourant  le 
point  critique  j'„.  Durant  tout  ce  parcours,  la  fonction  Y  et  ses  déri- 
vées Y',  Y",  étant  supposées  solutions  de  l'équation 

.,Y(9"-/")  +  3 Y'C/ -+-/')  +  Y"(?  -/) 
=.  2X(>"-/")  +  3XX'/-/)  +  X"(9  -/;, 

ne  cessent  pas  de  la  vérifier.  Or,  à  la  fin,  Y  se  trouve  avoir  changé  sa 
détermination  primitive  Y,  en  une  autre  détermination  Yo  et,  d'après 
la  remarque  initiale,  les  dérivées  Y',  Y"  sont  devenues  les  dérivées  Y',, 
Y"  de  cette  détermination  finale  Yo.  Par  contre,  d'après  les  hypo- 
thèses faites  sur  x,  les  neuf  fonctions  ç,  cp',  cp",  /,/',/",  X,  X',  X" 
n'ont  pas  changé. 

Il  suit  de  là  que  \  ne  peut  être  multiforme,  puisque  ses  deux  déter- 
minations seraient  solutions  de  l'équation  fondamentale/JOM/'/e  même 
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ri  r  me  lit  linéaire,  o  c\  f  étant  fixes.  C'est  ce  qui  a  été  reconnu  inipos- 

siI,lo(ii«  1). 

(î.  Seconde  (témonstration.  —  On  peut  encore  prouver  notre  pro- 
|)()silion,  grâce  à  une  propriété  tout  à  fait  particulière  de  l'équation 
au\  éléments  linéaires  doublement  harmoniques  :  c'est  qu'elle  peut 
rire  intégrée  deux  fois,  de  manière  à  fournir  Y  par  de  simples  quadra- 
lui'cs,  quand  les  autres  fonctions  sont  considérées  comme  connues. 
l']crivons-la,  en  ellet,  comme  suit  : 

|:[Y-(o-/)+aY(o'4-/')l 

■    =2X(o"-/")  +  3.V(o'-/')  +  X"(9-/), 

et  intégrons  les  deux  membres  par  lajjport  à  y;  en  posant 
l  =  x+y,         z  =  x—y, 

-io(i)=f'^{i)di.     M-z)=jy(z)dz, 

nous  trouvons  immédiatement 

V'(?-/)  +  2Y(9'+/') 

=  2X(o'+/')  +  'iX'Co  +/)  +  x"(?o +./;,)  +  H(^). 

La  fonction  ^(x)  introduite  par  l'intégration  se  détermine  en  don- 
nant à  y  une  valeur  constante  ^'„;  on  voit  qu'elle  est  composée  linéai- 
rement avec  les  fonctions  ç-„  ct/o,  ainsi  que  9  et/,  ^'  et/',  X,  X'  et 
X";  elle  dépend  aussi  des  valeurs  h„  et  b'^  de  Y  et  de  Y'  au  point  y„, 
(pie  nous  supposons  être  un  point  ordinaire  pour  Y. 

Multiplions  les  deux  membres  de  l'équation  précédente  par  o  — /; 
le  premier  membre  devient  la  dérivée  de  Y(ç(  — /)'  par  rapport  à  v; 
intégrons  une  fois  de  plus;  il  vient 


Y(9  - /)^' =  X (?-/)=+ 3 \' 


/       "/{Ddl-  f'{z)dz 


V  (?«  ^/o)'+  ^(-^OOo  +/u)  +  H,  (x-). 
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La  fonclion  i,(.^)  se  déterminera  en  faisant  y  =/„;  elle  est  com- 
posée comme  ?(x)  avec  les  mêmes  éléments  auxquels  s'ajoutent  seu- 
lement les  intégrales  de  ^-  {t)  et  de  /'-(z),  prises  la  première  entre  a 
et  X  -+-  y„,  la  seconde  entre  0  et  x  —  J',,. 

Nous  obtenons  pour  Y,  en  divisant  par  (9  —  /)',  une  expression 
dans  laquelle  x  semble  figurer,  mais  qui  en  est  indépendante.  11  s'agit 
de  prouver  que  Y  n'a  qu'une  seule  valeur,  quand  on  se  donne  y.  Nous 
supposerons  que  les  fonctions  X,  X',  X"  et  les  fonctions  o,  cp',/,  /'  ne 
présentent  pas  dans  le  plan  de  lignes  de  discontinuité  ('),  de  sorte  que 
les  fonctions  cp,  et/„  et  les  deux  autres  intégrales  qui  figurent  dans 
l'expression  de  Y  n'en  présenteront  pas  non  plus,  et  nous  désignerons 
par  F(x,y)  cette  expression  de  Y;  puis,  laissant  x  variable,  nous 
attribuerons  à^^'  une  valeur  constante  b.  Je  dis  que,  h  étant  donné,  Y 
n'a  qu'une  valeur. 

Comment  concevoir  que  Y  passe  d'une  détermination  Y ,{l>)  !\  une 
autre  Y.,(/^)?  Cela  ne  peut  arriver  que  pour  deux  raisons  : 

1°  Ou  bien  parce  que  les  fonctions  '^„,  /„,  ç,  /,  o',  /',  X,  X',  X"  sont 
susceptibles  de  plusieurs  déterminations; 

2.°  Ou  bien  (et  ce  cas  n'exclut  pas  le  précédent)  parce  cju'il  existe 
dans  le  plan  des  x  des  lignes  de  discontinuité  pour  l'expression  F  (x,  b). 
Mais  cette  expression  a  ses  deux  termes,  numérateur  et  dénominateur, 
formés  par  addition  et  multiplication  de  fonctions  supposées  dépour- 
vues de  lignes  de  discontinuité.  Elle  ne  peut  présenter  elle-même  de 
pareille  ligne,  sauf  peut-être  des  lignes  le  long  desquelles  elle  s'offri- 
rait sous  la  forme  0:0. 

Soit  (y)  une  pareille  courbe,  le  long  de  laquelle  le  numérateur  et 
le  dénominateur  [cp (a;  -h  b)  —/(x  —  Z»)]-' seraient  constamment  nuls. 
Il  existera,  de  part  et  d'autre  de  (y)  ou  d'un  tronçon  de  (y),  un  es- 
pace où  la  détermination  de  cp — /  que  l'on  considère  sera  liolo- 
morpbe;  par  suite,  cette  difierence  sera  nulle  dans  toute  cette  portion 
finie  du  plan  des  x.  SI  ce  fait  ne  se  produit  (jue  pour  des  valeurs  iso- 
lées de  b,  il  n'importe  pas  :  une  fonction  Y  n'est  multiforme  cjue  si, 
en  tous  les  points  d'un  espace,  elle  a  plusieurs  valeurs.  Si  le  fait  sub- 


(')  Nous  supposons,  de  plus,  que  ces  fonctions  n'ont  que  des  points  critiques 
isolés. 
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sisle  pour  des  valeurs  de  b  formant  un  espace,  il  y  a  un  domaine  à 
deux  variables  x  ciy,  dans  lequel  la  différence  9  —  ,/  est  toujours 
nulle.  Mais,  dans  cette  hypollièse,  il  n'y  a  plus  de  problème,  l'éipialion 
fondamentale  devenant  indéterminée  en  X  et  \  par  l'évanouissement 
identique  de  tous  ses  coefficients. 

Reste  donc  à  examiner  l'hypothcsc  que  les  fonctions  ç„(a--t-/'), 
fa{x  —  b),  <f(x-\-b),  ...  ont  des  détcrminalions  multiples.  Si  Ton 
part  d'un  point  x  du  plan  des  x  avec  un  système  de  déterminations, 
ou  peut  y  revenir  avec  tout  autre  système  en  décrivant  un  chemin 
convenable  (r-)  comprenant  uu  ou  plusieurs  des  points  critiques,  (hiand' 
on  passe  d'un  |)oint  dececonlour  au  point  iurmiment  voisin,  l'expres- 
sion F(.r,  b)  ne  varie  pas  d'une  manière  continue,  sans  quoi  \  dépen- 
drait de  X.  Donc,  au  moins  pendant  une  certaine  partie  du  parcours, 
F  conserve  la  même  valeur  constante,  et,  s'il  en  est  ainsi  jusqu'au  bout, 
\  est  uniforme.  Pour  que  Y  passe  de  sa  détermination  initiale  \,  à 
une  autre  détermination  Y^,  il  faut  qu'il  existe  sur  la  ligne  (c)  un 
]H)int  M,  où  la  fonction  F  éprouve  une  discontinuité  brusque.  Cela  ne 
peu!  arriver  (pu-  si  la  valeur  de  x  au  point  M  fait  prendre  à  1'"  la 
fonue  o  :o,  el,  par  suite,  est  un  zéro  de  la  fonction 

o{x  -h  b)—/(x—  b). 

Si  ce  point  est  isolé,  on  l'évitera  en  décrivant  le  contour  (c).  S'il  n'en 
est  pas  ainsi,  les  zéros  de  cette  fonction  ç  (x  H- /y)  —  /(a;  —  ^)  ne 
jtourront  s'accumuler  autour  du  point  M,  car  alors  elle  ne  pourrait 
être  développée  en  série  de  Taylor  autour  de  ce  point.  Ils  formeront 
donc  une  ligne,  ou  couvriront  un  espace,  ce  que  nous  avons  démontré 
être  impossible. 

licinaïque.  —  Nous  avons  négligé  deux  hypothèses  secondaires  sur 
l'expression  F(d?,  b),  qui  sont  comprises  comme  cas  limites  dans  1  hy- 
]iothèse  a°;  ce  sont  :  1"  le  cas  où  F(.x',  /v)  aurait  mie  même  valeur 
constante  dans  tout  le  plan  des  ,r,  et  d'autres  valeurs  constantes  sur 
certaines  lignes  de  ce  plan;  mais  alors  ces  lignes  seraient  des  lignes  de 
zéros  ])our  la  fonction  <^(.i:  -^  b)  —  f{x  —  b);  2"  le  cas  où  V(x,  b) 
aurait  un<'  nirnif  valeur  constante  dans  tout  le  plan,  sauf  en  certains 
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poinls  isolés.  Il  est  facile  de  voir  que  ces  points  ne  peuvent  être  que  les 
zéros  de  la  fonction  ^(.r  -+-  h)  —  f{x  —  h)  ou  les  points  critiques  des 
fonctions  9o(a'  4-  b),/„(x  —  b),  .... 

Si  l'un  des  points  critiques  rend  (juelques-unes  de  ces  fonctions 
infinies,  il  ne  faudra  pas  donner  à  j:  directement  cette  valeur  dans 
l'expression  F(x,  b),  car  alors  les  fonctions  susdites  perdent  toute 
signification.  Si  le  point  critique  laisse  à  ces  fonctions  des  valeurs  finies 
et  n'est  pas  en  même  temps  un  zéro  de  Zi(x  +  b)  —  /(x  —  b),  le  mode 
de  composition  de  F(.r,  b)  montre  qu'en  ce  point  précis  la  valeur  de 
cette  expression  ne  peut  différer  bruscpiemcnt  de  sa  valeur  constante 
pour  les  poinls  voisins.  Enfin,  s'il  s'agit  d'un  zéro  de 

o(x-hb)-/(x  —  b), 

lequel  peut  être  en  même  temps  un  point  critique,  on  ne  devra  pas 
donner  à  x  directement  cette  valeur  dans  l'expression  F(j;-,  b)  (pii, 
prenant  la  forme  o  :  o,  n'aurait  plus  de  signification  ('). 

(  '  )  [C'est  ici  le  premier  des  deux  seuls  passages  de  ce  Mémoire  qui  soieut  visés 
comme  imparfaits  dans  le  Rapport  de  l'Académie  {Comptes  rendus,  t.  CX\  , 
p.  1 122).  Le  raisonnement  du  texte  a  besoin  d'être  complété.  Il  prouve  seulement 
que,  lorsqu'on  assigne  à  x  e.\.k  y  des  valeurs  fixes  œ  =  a, y  =z  b,  et  qu'on  choisit 
pour  la  fonction  Y  (momentanément  supposée  mulliforme)  une  Cfrtalne  déter- 
mination Y,,  quel  que  soit  le  chemin  qu'on  fasse  ensuite  parcourir  à  la  variable  a- 
dans  son  plan  pour  revenir  à  son  point  de  départ  .v  =:  a,  on  retrouveia  finalement 
pour  Y  la  même  détermination  ^  ,.  Pour  établir  complètement  l'uniformité  de  la 
Ibnclion  ^  (  >),  il  suffit  donc  de  montrer  que  tout  chemin  décrit  par  la  variable  y 
dans  son  pian,  parlant  du  point  b  pour  v  revenir,  peut  être  remplacé  par  un 
chemin  convenable  décrit  par  la  variable,;  dans  son  |ilan,  du  point  a  au  point  «, 
tandis  que  _^'  garde  constamment  la  valeui-  /'. 

Soient  en  el}'et/,,.:y  les  points  critiques  des  diverses  fonctions  de  i=;a-f- r  et  de 
zz=za:  —  T  qui  figurent  dans  l'expression  de  Y.  Quand,  avant  piisjr  =  «,  on  fait  va- 
rier _7' seulement,  les  points  critiques  de  ces  fonctions  ont  pour  al'fixes  yj=^Ci — a, 
yj-=ia  —  Zj.  Tout  contour  fermé  passant  en  b  équivaut,  comme  on  sait,  à  une 
succession  de  lacets  (Y,)  et  (Yy)  joignant  le  point  b  aux  joints  y,  et  jy.  Dé- 
signant par  )•  un  point  du  lacet  (Y,)  et  par  x  le  point  correspondant  du  che- 
min (X,)  que  nous  voulons  substituer  à  (^,),  on  a  respectivement  le  long  de  ces 
deux  contours 

<  =  «-(-/,         <  =^  J'  -t-  b. 

Il  suffira  donc,  pour  que  l  acquière  la  même  suite  de  valeurs  le  long  de  ces 
Joiirn.  de  AJath.  (4"  siirie),  luiiie  X.  —  l'asc.   IV,  îSgj.  -iy 
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III.  —  Points  essentiels,  pôles  et  périodes. 

7.  L'expression  donlnous  venons  de  faire  usage  pour  montrer  runi- 
fnrniité  de  \  nicl  en  évidence  un  autre  résullal  iin])i)ilant  :  c'esl  i\u(iu- 
cuiic  solulion  de  l équation  aux  éléinenls  lincaivcs  doublcuwnl  liar- 
moniqucs  n'admet  de  point  singulier  essentiel  à  distance  finie.  Nous 
avons  trouvé 

\\{o^jr+Y)-f{j.--y)Y+i\'    j      'f{l)dl+f        /'{zy/z       I 

Y  =^ 

et  recoutui  (pie  Y  est  uni-  lonclion  nnifornie  de  ^■.  On  aura  donc  sa 
valeui",  pour^- donné,  en  allrihnant  à  ./une  valeur  quelconque.  Soit  y, 
la  valeur  considérée;  ayant  toujours 

^(.r+y)=ç>|(.r -h  j,)  +  (/ -/.)]> 
f(x-y)  =  /[(x—y,)-(y-y,)\, 

doux  clieniins,  de  poser 


De  même,  soient  (Yy)  un  lacet  relatif  à  une  fonction  de  ;  et  (Xy)  le  cliemin 
qu'on  veut  lui  substituer.  Les  relations 

;  =  (7  —  V,  3  =:  .r  —  h, 

qui  définissent  z  le  long  de  ces  deux  contours,  montrent  que  c  aura  les  mêmes 
valeurs  suivant  l'un  ou  suivant  l'autre,  si  l'on  fait  correspondre  les  points  J? 
de  (Xy)  aux  points  >■  de  (Yy)  par  la  formule 

a  —  j  =  x  —  b,         a:  ^^  a  -\-  I)  —  y. 

Il  faut  évidemment  qu'aucun  des  points  /,  —  a  ne  coïncide  avec  l'un  des 
points  a  —  Zj.  Mais,  si  l'on  avait  /, —  a^a  —  Zj,  il  suffirait  de  changer  tant  soit 
peu  la  valeur  de  a  pour  qu'il  n'en  fût  plus  ainsi. 

Enfin,  il  faut  encore  qu'aucun  des  points  singuliers  <, —  b,  -y  +  h  du  plan  des  x 
ne  se  confonde  avec  l'un  des  points  critiques  de  l'une  des  fonctions  de  .?■  seu- 
lement qui  figurent  dans  l'expression  de  Y;  mais,  si  cela  était,  il  suffirait  de 
changer  tant  soit  peu  la  valeur  de  h  pour  que  la  coïncidence  n'eût  plus  lieu.  ] 
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nous  donnerons  à  x  une  valeur  telle  que  le  point  x  ne  soit  pas  un  pôle 
pour  X,  non  plus  que  pour  ^  et  ^,,  ni  le  point  t  =  x  -\- yt  pour  ^{t), 
ni  le  [)oint  z  =^  x  —  y,  pour  /(^).  Dans  ces  conditions,  les  fonc- 
tions cp,  .  .,y,  . . .,  que  nous  savons  uniformes,  pourront  se  développer 
par  la  formule  de  Taylor  suivant  les  puissances  de  y — y,,  pourvu 
que  y  soit  suffisamment  voisin  de  k,  ,  et  il  sera  permis  de  réunir  en  une 
seule  les  diverses  séries  provenant  des  différents  termes  du  numérateur. 
Il  vient  ainsi 

V_  Xq+X,  (y -r,)+X,(K -/,)-  +  ■■■ 


?(^H-7.)-/(.r-7,)+(r-j.)(ç'+/')+^''    f'^\o" -/')  +  .. ?^ 

ce  qui  montre  que  le  point  y  ^  y^  no  peut  jamais  être  un  point  essentiel 
pour  Y.  En  effet,  silon  n'a  pas 

?('^-+J.)-/('^'-7.)=o. 

le  dénominateur  reste  fini  pour  y  ^ y^  et  le  point  est  un  point  ordi- 
naire. Dans  le  cas  contraire,  c'est  un  pôle,  et  je  dis  que  ce  pôle  est 
double.  C'est  évident  si  l'on  n'a  pas 

Mais,  comme  la  relation  •p  —  /^  o  a  lieu  pour  toute  valeur  de  .r, 
sauf  certaines  valeurs  singulières,  on  en  déduit,  en  la  différentiant  par 
rapport  à  x, 

?'(-^'+r.)— /'(■"■ -r.)  =  o- 

Cette  équation  et  la  précédente  entraînent  o  =  const.,  /'=  const.,  ce 
qu'on  ne  suppose  pas.  Nous  arrivons  ainsi  à  cette  conclusion  : 

Les  solutions  do  Véqualion  aux  clèmcnls  Vinoaires  doublement 
harmoniques  n'ont  à  distance  finie  d'autres  singularités  que  des 
pôles,  et  chacun  de  ces  pôles  est  double. 

On  ferait  en  efff  t  la  même  démonstration  pour  X  que  pour  Y,  et  la 
loi  de  réciprocité  suffit  pour  étendre  la  même  propriété  aux  fonctions 
cet/. 
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On  pourrail  d'ailleurs  la  reconnaîlrc  sur  Féqualion  fondainenlalc 
elle-même 

(X"-Y")(?-/)+3X'(9'-/) 

-  3Y'(9'4-/')+  2(X  -  Y)(9"-/")=  o, 

avant  toute  inlcj^ration.  Si  en  effet  j',  est  un  pôle  d'ordre  n  pour  Y, 
e'esl  un  pôle  d'ordre  n  -h  r  pour  Y',  d'ordre  n  -+-  2  pour  Y",  ce  qui 
exige  d'abord  (pie  l'on  ait 

Alors  en  développani  en  série  les  six  fonctions  o,  o',  0",./,./',./*"  ainsi 
que  Y,  Y',  Y'suivant  les  puissances  de  >'  —  v,  (ce  qui  est  légitime  sons 
les  réserves  faites  un  peu  plus  haut),  il  suffit  d'ordonner  le  premier 
membre  de  l'équation  fondamentale  suivant  les  puissances  croissantes, 
négatives  et  positives  àey  — j',,  pour  reconnaître  que  l'exposant  //  est 
nécessairement  égal  à  2.  On  voit  de  plus  que  le  rcsidu  rclalif  à  (oui 
pôle  y  =y,  est  nul. 

Mais  on  peut  aller  plus  loin  et  déduire  de  l'identité 

9(x-4-  V,  )  =  /(./■ -J.) 

des  consécjuences  qui  nous  serviront.  Cette  identité  ayant  lieu  (pielque 
soit  X,  remplaçons  x  par  x  +  y^;  il  vient 

/(x)=cp(.r  +  2j',), 

d'où  cette  expression  de  X 

A  =  9(j:  +  7)-/(j?-7)=çp(x+7)-cp(.x--7  +  2y,), 

ce  qui  peut  encore  s'écrire  ainsi 

Il  suffit  de  poser  j'  — /,  =  y'  pour  trouver 

A  =  o(.x-  +  / +>•,  )  -  ?(■'•-/+/.); 
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c\'st-à-dire  qu'il  a  suffi  de  Iranspoi'tcr  rorigine  des  y  au  pôle/,  de  la 
fonction  Y  pour  que  la  fonctionydeviennc  la  même  fonction  de  x  —  y 
(pie  cp  de  x-hy.  Cela  fait,  je  dis  que  la  fonction  \  est  une  fonction 
paire  de  la  nouvelle  variable  y.  Introduisons  en  effet  l'hypothèse 
/(w)  =  9(tv)  dans  Texpression  générale  trouvée  pour  \  ;  il  vient 

Y[?(0-?(--)P 

cl  l'on  voit  que  le  changement  de  y  en  —  y,  qui  revient  à  l'échange 
de  /  avec  ;  et  de  :;  avec  /,  ne  modifie  pas  Y. 

Si  l'on  suppose  que  la  fonction  X  ait  un  pôlex,,  on  trouvera  comme 
précédemment 

?(^'i+r)=/(-^". -r)» 

d'où  l'on  conclut  ç(_y)  =  /(2J7,  —y)  et  par  suite 

'k=f(:>x,-x-y)-/(x  ~y) 
=  /[(.r,  -x)-(y  —  X,  )]  -/[-  (x,  -x)-(y-x,  )]. 

Si  donc  on  pose  x,  —  x  =  x'  et  si,  pour  abréger  l'écriture,  on  fait 
X,  —y^y',  il  vient 

11  suffira  donc  d'échanger  x'  et  y'  pour  ramener  les  deux  fonctions 
(p  et/à  être  les  mêmes.  Les  pôles  de  Y  et  ceux  de  X  ont  donc  ce  carac- 
tère commun,  qu'en  y  transportant  l'origine  et  échangeant  (pour  ceux 
de  X)  les  noms  des  variables,  on  ramène  les  deux  fonctions  cp  et  /à 
être  les  mêmes.  Cette  propriété  peut  s'énoncer  autrement.  En  effet, 
les  deux  relations  de  départ 

entraînent  l'une  et  l'autre  cette  conséquence  que  /''(«')  est  la  même 
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loiiclioii  (](■  /(*v)  ([lie  r^'-(n-)  de  cp(_tï').  Nous  dirons  donc  :  Si  l'une 
(les  foncliotis  X  cl  Y  a  un  pâle  à  distance  finie,  la  fonction  f"^  s'ex- 
prime en  f  comme  o'-  en  cp.  La  loi  de  réciprocité  permet  d'ajouter  : 
Si  l'une  des  fonctions  '^  cl  f  admet  un  pôle  à  dis  tan  ce  finie,  X'-  s'ex- 
juinie  en  X  comme  Y'-  en  Y.  Nous  conviendrons  de  dire  que  les 
l'nnclions  z>  et  f  ne  sont  pas  distinctes  quand  /"'"  s'exprime  en  f 
comme  o'-  eu  o,  et  ([U  elles  sont  distinctes  dans  le  cas  contraire;  fie 
même  pour  \  et  Y  . 

Nous  allons  maintenant  classer  les  soin  lions  d'après  leurs  |)ôles  el 
leurs  périodes.  A  cet  effet,  re[)orlons-nous  à  Texpi^cssiou  de  "N  irlle 
qu'elle  a  éli'"  particularisée  dans  riiypollicse/'(a')  =  9(«')-  *^i'  •' 


vi?(o-?(--)r 

=  x[^.(0-?(-\)P-+-''^' 


f*'o-Hi)dt-^  f  'o^z)dz^ 


( '.elte  expression  luonlrc  (|ue,  cpiand  les  deux  ronclidus  o  el  f  ui'  soni 
pas  distinctes,  si  elles  atlmeltent  la  jiériode  2cu,  \  el  par  suite  \ 
admettent  la  même  période  aco  (ou  une  de  ses  parties  aliquoles).  En 
effet,  si  les  intégrales 

?o(<t')  =  /?("■) '^^"■'       'K^^')=  yî^Cn-j'Av 

ne  sont  pas  périodiques,  elles  se  composeront  chacune  d'une  jiarlie 
périodique  et  d'un  terme  linéaire  en  \v.  Or,  si  l'on  effectue  les  souunes 

9„(j;  -hy)  -4-  9„(.r  —y)  l'I  'K-''  -+-}')  +'K-'-'  —/)'  1*-'^  parties  non 
périodiques  seront  chacune  de  la  i'oime  m(.r -h y) -\- m{x- —  y), 
c'est-à-dire  indépendantes  de  y.  Donc  \  admet  la  période  2co. 

Théorème.  —  Si  l'une  des  quatre  fondions  X,  Y,  çp  et  f  admet 
plus  d'un  pôle  à  distance  finie,  les  cjuatrc  fonctions  sont  périodi- 
ques; si  l'une  d'elles  admet  trois  pôles  formant  un  triangle,  toutes 
les  quatre  sont  doublement  périodiques  ;  si  l'une  d'elles  n'a  qu'un 
seul  pôle  à  distance  finie,  les  trois  autivs  n'en  ont  pas  davan- 
tage. 
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Supposons  par  exemple  que  la  fonetion  \  ail  deux  pôles  à  distance 
fuiie.  En  transportant  rorigine  des_y  en  Tun  de  ces  pôles,  on  rend  les 
fonctions  cp  et  /  identiques.  Soit  alors  co  l'affixe  du  second  pôle.  D'après 
une  remarque  déjà  faite,  l'équation  fondamentale  ne  peut  êti'e  vérifiée 
pour  y  =:  M  que  si  le  coefficient  de  X"— Y"  est  nul,  c'est-à-dire  si 
l'on  a 

9(.r-l-  oj)  =  cp(.r  —  oj), 

puisqu'iei  ,/\^ï)  =  9("')'  '^"^  ^^^'"^  quel  que  soit  x.  En  conséquence  la 
fonction  cp  admet  la  période  2co,  (jui,  en  vertu  du lenime,  appartiendra 
aussi  à  Y  et  à  X. 

Le  mèi»e  raisonnement  prouve  que,  si  Y  présente  trois  pôles  y  =  o, 
y  ^  (M,  y  =z  to'  formant  un  triangle,  la  fonction  ç  admet  les  périodes  2  to 
et  2co';  donc  aussi  Y  et  X  les  admettent. 

Enfin,  si  Y  n'admet  qu'un  pôle  à  distance  finie,  les  autres  fonctions 
n'en  oui  pas  davantage  (elles  pourraient  n'en  pas  avoir)  ;  si  l'une  d'elles 
en  elïet  en  admettait  deux,  les  cjuatre  fonctions  seraient  périodiques, 
donc  aussi  en  particulier  Y,  qui  aurait  plus  d'un  pôle  à  distance 
finie. 

IV.  —  Solutions  doublement  périodiques. 

8.  Théorème.  —  Tout  clëineiil  linéaire  doitblrment  Iiarmoniqiir 
l't  doublement  périodique  rentre  dans  le  type  de  M.  Darboux 

d>i-^\_'î{t  -  t^)  —  ':^{z  -  z,)\dxdy, 

où  Von  a  posé 

ç(^v)  =  —, h  Bsn^/««'  +  L — 5 h  D  -r-^ h  E. 

Nous  supposons  doublement  périodique  l'une  des  fonctions  o  et/, 
la  dernière  par  exemple.  Comme  elle  présente  à  distance  finie  des 
pôles  formant  réseau,  des  raisonnements  déjà  faits  (')  prouvent  d'abord 

(')    Voir  l'article  précédent  :  Points  essentiels,  pôles  et  périodes. 
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(|iic  les  foiiclions  X  c[  Y  no  sont  pas  distinclos,  de  plus,  qu'elles  sonl 
doublement  périodiques;  dès  lors  X  et  Y  ont  des  pôles,  ce  (pii  exige 
(jue  les  fondions  /"el  z>  ne  soient  pas  dislineles.  Xous  allons  cherelier 

?(  =  )■ 

Supposons  iiiai(|U(''s  dans  le  plan  des  z  tons  les  pôles  de  la  fonction 
o(r^).  Nous  en  choisirons  trois  (d'affixes  j„,  z,,  -h  w,  z„  -+-  co')  qui  dé- 
lerminent  un  Iriangle  d'aire  niininia. 

La  diil'érenee  des  afiixes  de  deux  pôles  quelconcjues  étant  une  demi- 
période,  le  parallélogramme  dont  les  côtés  OA  et  OA' sont  les  doubles 


^\l•  ()P  et  de  OP  est  un  paralb-lograinme  de  périodes  et  un  parallélo- 
gramme clémciilai]!',  ou  daire  minima.  Les  sommets  O,  A,  B,  A'  sonl 
des  pôles,  ainsi  que  les  milieux  P,  Q',  P',  i)  de  ses  côtés,  à  raison  d<' 
la  ilonble  périodiciti'.  Je  dis  (pi'/V  ne  peut  conlritir  d'autre  pôle  (jar 
son  cent/y  C. 

D'après  une  propriélé  (pie  nous  venons  de  rappeler,  étant  donnes 
deux  pôles,  le  symétrique  de  chacun  d'eux  par  rapport  à  l'autre  est 
aussi  un  pôle.  Il  suit  de  là  cpic  sur  le  périmètre  OABA'O  il  ne  i)enl 
exister  d'autres  pôles  que  ceux  que  nous  connaissons  déjà,  sans  quoi 
le  parallélogramme  ne  serait  pas  élémentaire.  Il  n'y  en  a  pas  non  plus 
à  linlérieur,  car,  de  L.  par  exemple,  on  déduirait  L'  et  le  parallélo- 
gramme OL'L"A,  d'aire  moindre  que  le  proposé.  Si  L  était  sur  une 
des  médianes,  L'  serait  sur  le  périmètre,  ce  cjui  ne  se  peut. 

delà  pose,  la  fonction  o( z)  ne  peut  avoir  dans  un  parallélogramme 
de  |i("riodes  (20),  2co')  plus  de  quatre  pôles, 

r„,      ^0  -t-  w,     -0  -t-  W,      z„-h  to-h  co'. 

Chacun  d(^  ces  pôles  est  double  (i\  a  son  résidu  nul.  La  fonction  ç-(  z) 
n'ayant  pas  de  point  cssentiid  à  dislance  (inie,  on  peut  appliquer  la  for- 
mule de  (léconq)osition  des  lonclions  doulili'iiKMit  périodiques,  due  à 
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M.  Hermite.  On  trouve  ainsi 

+  B^t(z  -  z,  -  co)  -^C^Mz-z.-o.) 
-hD^'Ç(z'-  z,-oj-oi')  4-E, 

expression  qui  ne  diflère  que  par  la  forme  de  celle  de  iNI.  Darboux. 
L'élément  linéaire  correspondant 

(h-=  [o(i  —  /„)  —  9(r  —  Zo)]dxdy 

dépend  de  huit  constantes  arbitraires  A,  B,  C,  D,  w,  co',  tf,  et  r„.  Les 
deux  périodes  2co,  2Co',  prises  comme  arbitraires,  remplacent  le  mo- 
dule A"  et  le  multiplicateur  m  de  la  formule  primitivement  écrite  pour 

o(w). 

Remarque.  —  Si  le  point  C  n'est  pas  un  pôle,  il  n'y  en  aura  que 
trois.  Si  l'une  ou  l'autre  des  périodes  peut  être  réduite  de  moitié,  ?(-) 
n'aura  plus  que  deux  pôles;  enfin,  si  co  et  co'  sont  des  périodes,  il  n'y  a 
plus  qu'un  pôle  double,  comme  dans  l'élément  linéaire  des  surfaces  à 
courbure  totale  constante. 


V.  —  Achèvement  du  problème. 

9.  Nous  allons  faire  servir  à  la  recherche  des  éléments  linéaires  dou- 
blement harmoniques  une  remarque  très  simple,  mais  importante. 
L'équation  fondamentale 

2(X-Y)(9"-/")4-3X'(9'-/') 
-  3Y'(9'+/')  +  (X"-  Y")(?  -/)  =  o 

exprime  que,  partant  de  l'élément  linéaire 

ds-=l'^{x  -^y)  -f{x  -y)]  dxdy 

Joiirn.  de  Malh.  {\'  série),  tome  X.  —  Fasc.  IV,   1894.  4" 
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et  opérant  le  changement  de  variables 

on  a  identiquement 

[-^{x  +y)  -f(x  -y)]  VXT  =  ç.  (?  +  y))  -  /.  (?  -  y]), 

ou  que  rclémciil  linéaire  considéré  conserve  la  forme  harmonique. 
Dès  lors  il  est  évident  que,  parlant  de 

et  opérant  le  changement  de  variables 

dx  =  .        (^y~       '' 


inverse  du  précédent  moyennant  les  hypothèses 

X(^)H(0  =  i,        Y(7)H(-o)  =  ,, 

on  retrouvera  l'élément  linéaire  primitif  (9  — /)  dx  dy.  Ainsi  les  fonc- 
tions S(^)  et  H(yj)  concourent  avec  o,  (H  +  y])  et  /,  (^  —  y])  à  former 
une  solution  de  l'équation  fondamentale.  Mais  nous  avons  démontré 
que  toutes  les  solutions  de  celte  équation  sont  uniformes.  Ainsi,  de 
même  (juc  X(j7)  est  uniforme  en  .r,  la  fonction  3(^)  est  uniforme  en  ^. 
(3r  elle  est  égale  à  l'inverse  de  X(a').  Donc  X(x)  est  une  fonction 
uniforme  de  ?  comme  dex,  et  nous  arrivons  à  cette  conclusion  : 

Les  foiiclioiis  X(j;)  qui  concourent  à  former  des  solutions  de 
r équation  aux  éléments  linéaires  doublement  harmoniques  doivent 
être  cherchées  parmi  les  fonctions  uniformes  de  x  qui  devien- 
nent des  fonctions  uniformes  de  \  par  le  changement  de  va- 
riable 

,r             dx 
«;  =     r-r • 
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Eludions  les  fonctions  qui  satisfont  à  cette  double  obligation  d'être 
uniformes  en  x  et  uniformes  en  H.  Nous  allons  voir  que  ce  sont,  en  gé- 
néral, des  fonctions  périodiques  et  nous  discuterons  les  cas  dans  les- 
quels certaines  périodes  ou  toutes  les  périodes  disparaissent. 

A  cet  effet,  considérons  l'intégrale  définie  qui  représente  ^ 

dx 


—    f 


et  soit  \t{x)  la  valeur  qu'elle  acquiert  quand,  partant  de  x  =  x„  avec 
une  détermination  du  radical,  on  fait  décrire  à  a;  un  chemin  déterminé 
(chemin  i).  Allons  maintenant  dcx„  en  x„  par  un  chemin  qui  entoure 
diverses  racines  (  '  )  de  X,  mais  qui  ramène  la  détermination  initiale  du 
radical  ;  si  l'on  va  ensuite  de  x^  en  x  par  le  chemin  i ,  on  aura 

?  =  niK  ^  nB  -\-...-\-  H,  (a-), 
les  A,  B,  . . .  étant  des  périodes.  Or  la  fonction 

est  uniforme,  qu'on  l'exprime  en  \  ou  qu'on  l'exprime  en  x.  Donc, 
étant  donné  x",  elle  n'a  qu'une  seule  valeur;  or  elle  se  présente,  selon 
que  X  a  décrit  le  chemin  i  ou  le  suivant,  sous  les  deux  formes 

XT^)=^(-)'        ^^=H(i.  +  mA  +  «B+...). 
On  doit  donc  avoir 

E(H,  +  m,A-^«B +  ...)==«(?.), 


(')  Les  fonctions  X(x)  et  Y(j)  peuvent  toujours  être  supposées  avoir  des  racines, 
puisque  nous  avons  établi  qu'elles  n'ont  de  point  essentiel  qu'à  l'infini.  Si  elles 
n'avaient  pas  de  zéros,  on  les  remplacerait  par  X  —  /(,  Y  —  h  et  les  nouvelles 
équations  X  —  hz=o,  Y  —  h=zo  auraient  nécessairement  des  racines,  en  vertu 
d'un  important  théorème,  découvert  par  M.  Picard. 
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ce  <jui  prouve  à  la  fois  que  la  fonction  H  est  périodique  et  que  ses  pé- 
riodes A,  B,  ...  se  réduisent  à  deux  au  plus. 

Nous  pouvons  raisonner  de  même  sur  la  fonction  .r, 


X  ■ 


r'    di 


Si  a;,  est  Tune  de  ses  valeurs,  un  chemin  d'intégration  convenable 
donnera 

X  —  x,(^)  +  u.ot.  +  ^^  -h  . . . , 

les  a,  [3,  ...  étant  des  périodes;  et  Ton  verra,  comme  tout  à  l'heure 
pour  S  (^),  (jue  la  fonction  X  (jc)  est  périodique.  En  conséquence,  les 
fonctions  a(^)  etX.  (x)  sonl  des  fonctions  uniformes  de  leur  argu- 
ment et  admettent,  en  général,  deux  périodes.  Nous  aurons  à  tenir 
compte  de  leurs  dégénérescences,  d'où  trois  cas  principaux  à  examiner, 
suivant  que  Tune  d'elles  a  deux  périodes,  n'en  a  qu'une,  ou  n'en  a  , 
aucune. 

10.  Premier  cas  :  S(?)  a  deux  périodes. 

Trois  hypothèses  à  faire,  suivant  que  \{x)  a  deux  périodes,  n'en 
a  qu'une,  ou  n'en  a  pas.  Dans  les  trois  hypothèses,  nous  avons  tou- 
jours 

(i)  E  =  wA  +  nB  +  ^,(j7), 

et,  si  l'on  fait  précéder  le  chemin  i ,  qui  donne  ^,  (a?),  d'un  chemin 
qui  échange  les  deux  déterminations  de  v'X(^)  au  point  initial  a?„,  on 
aura 

(2)  ^  =  m'A  +  «'B-+-2L-?,(a;), 

en  désignant  par  2L  l'intégrale  \  prise  suivant  un  lacet.  Les  formules 
(i)  et  (2)  fournissent  toutes  les  valeurs  de  \  pour  une  valeur  donnée 
de  X.  On  peut  les  écrire 

^  -  L  =  m  A  +  /i  B  -  [L  -  ^,  {x)], 
^  -  L  =  m'A  +  /i'B  +  [ L  -  ^,  (.r)]. 
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On  en  conclut  que  la  fonction  jj  (^  —  L)  aux  périodes  A  et  B  est  une 
fonction  uniforme  de  x. 

Dans  tous  les  cas  qui  vont  suivre,  nous  aurons  à  reproduire  un 
même  raisonnement,  que  nous  allons  faire  une  fois  pour  toutes. 
Supposons  qu'une  certaine  fonction  uniforme  de  ^,  U,(^)  soit  une 
fonction  uniforme  de  a;,  et  qu'une  certaine  fonction  uniforme  de  x, 
U  (x),  soit  une  fonction  uniforme  de  ?.  On  voit  que  U,  est  une  fonc- 
tion de  U.  De  plus,  les  fonctions  que  nous  considérerons  peuvent 
prendre  toutes  les  valeurs.  Or,  x  étant  donné,  U  est  déterminée  et  U, 
n'a  qu'une  seule  valeur.  C'est  dire  cjue  la  relation  F(U,  U,)  ^  o,  qui 
lie  U  et  U,,  est  telle  que,  quand  U  est  connue,  U,  n'a  qu'une  seule 
valeur.  Elle  est  telle  aussi  que,  quand  U,  est  donnée,  U  n'a  qu'une 
seule  valeur.  Ainsi,  les  variables  U  et  U,  sont  des  fonctions  uniformes 
l'une  de  l'autre,  et  cela  quelque  valeur  qu'on  attribue  à  chacune  d'elles. 
Dès  lors,  on  sait  qu'elles  ne  peuvent  être  liées  cjue  par  une  relation 
bilinéaire  (homographique) 

CUU,  4-AU  +  BU,  +  D  =  o, 

dont  les  coefficients  sont  des  constantes  ('  ). 

(')  [C'est  ici  le  second  point  visé  par  le  rapport  de  l'Académie.  Le  raisonne- 
ment du  texte  est  incorrect,  mais  l'existence  d'une  relation  homographique 
entre  les  fonctions  considérées,  telles  que  p(?  — L)  et  p(j:  —  X),  n'est  pas  con- 
testable. Rien  n'est  plus  facile  que  de  l'établir  rigoureusement  comme  il  suit. 

Les  formules  (i)  et  (2)  peuvent  être  remplacées  par  une  seule  : 

(I)  ?  — L  =  wA-+-«B±[?,(x)-L]. 

Dans  le  cas  le  plus  général,  celui  oii  X  (x)  admet  deux  périodes,  on  aura  pa- 
reillement 

(II)  a;-X=:iJLa-t-v[3±[Xi(^)-X]. 

A  toutes  les  valeurs  de  x  fournies  par  la  formule  (II)  pour  le  même  jc,  ne 
correspondent  pas  d'autres  valeurs  de  \  que  celles  qui  sont  données  par  la  for- 
mule (\)  pour  un  même  Çi;  et  réciproquement. 

Pour  le  voir,  choisissons  deux  arguments  dans  la  suite  (II),  par  exemple 

x'=  X  +  [j.'a  4-  v'P  -t-  {x,  —  X),  x"=  X  -h  [x"a  -i-  v"p  H-  (x,  —  X). 

Soient  ç'  l'une  des  valeurs  de  %  qui  correspondent  à  x'  el  Ç"  l'une  de  celles 
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Cela  posé,  examinons  les  trois  hypothèses  du  premier  cas. 

Première  hypothèse.  —  L'intégrale  x  a  deux  périodes  a,  j3.  Ses 
diverses  valeurs  pour  une  valeur  donnée  de  x  se  répartissent  en  deux 
séries 

(3)  a?  =  [Aa -(- v^ -f-a?,  (?), 

(4)  rr  =  [j.a -t- v[î  +  2A  —  a7,(^), 

dont  l'origine  est  bien  connue.  Nous  les  écrirons  ainsi  : 

a;  —  X  =  p.a  +  vp  —  [X  —  «,  (^)], 
.T  -  X  =  [x'x  +  v'p  -^\\  —  x,  (?)]. 

qui  correspondent  à  ^".  A  l'argumenl  ?'  correspond  pour  x  une  série  de  valeurs 
dont  .r'  fait  partie;  celle  série  est  donc 

(II)'  X-|-ii.a-+-vp±(|jL'a-t-v'[d-|-^,—  X). 

A  l'argument  |"  correspond  pour  x  une  série  de  valeurs  dont  x"  fait  partie; 
cette  série  est  donc 

(II)"  X+  |j.«  +  v|3±:(ij."a-t-v"p  +  a;,  — X). 

Les  deux  séries  (II)'  el  (II)"  ont  en  commun  l'argument  x^.  Puisque  la  va- 
leur X,  figure  parmi  les  valeurs  de  x  qui  correspondent  soit  à  |',  soit  à  5",  on  a 
nécessairement 

I'— Lr=m'A-H/«'B±  [f,(x,)-L], 

r'—  L  =  m"K  +  «"B  ±  \\,  (x,)  -  L]. 

Rien  n'est  changé,  si  x"  est  de  la  forme  X  -+-  [A"a  +  v"p  —  (a-,  —  X).  On  fera  le 
même  raisonnement  sur  i  pour  établir  la  réciproque.  On  voit  par  là  que,  si  l'on 
donne  à  x  toutes  les  valeurs  (II),  qui  correspondent  à  une  même  valeur  de 
la  fonction  p{x  —  l)  aux  périodes  a  et  p,  la  fonction  p  {^  —  L)  aux  périodes  A 
el  B  n'aura  qu'une  seule  valeur,  et  réciproquement;  en  sorte  que  ces  deux  fonc- 
tions sont  liées  par  une  relation  hoinographique. 

La  correspondance  entre  les  valeurs  de  x  et  celles  de  %  subsiste  quel  que  soit 
le  nombre  des  périodes  qui  disparaissent,  même  si  les  doubles  signes  disparais- 
sent aussi.  Il  existera  donc,  dans  les  divers  cas  de  la  discussion  qui  va  suivre, 
une  relation  homographique  entre  l'une  des  fonctions  p(? — L),  sin^(?  —  L), 
lang(5  — L)  ou  e'^-^,  (?  — L)^,  ?  — L  d'une  part,  et  l'une  des  fonctions 
p{x  —\  ),  sin''(x  —  X),  lang(x  —  X)  ou  e'-^,  (x  —  X)S  ^  —  X  d'autre  part.] 
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On  voit  que  la  fonction  p^x  —  'A),  aux  périodes  a  et  ^,  est  une 
fonction  uniforme  de  H-  H  résulte  du  raisonnement  qui  vient  d'être 
exposé,  que  les  deux  fonctions  p(^  —  L)  et  p(x  —  X)  sont  liées  par 
une  relation  homographique.  Soit  donc 

pC,-h)  =  h-i- 


A,j3(a.--).)  +  B, 
Il  suffît  de  différentier  et  d'éliminer  p(^  —  L),  pour  trouver 

\V    ^  —  f^Y  —  Ap^  (x  —  ).)  +  Bp"  (  j  —  ).)  +  Cp^  (x  —  X)  +  D,p  (.r  —  À)  +  E 

C'est  l'expression  de  X  que  nous  avons  obtenue  (Chap.  II),  à  pro- 
pos des  surfaces  à  courbure  constante.  Elle  contient  huit  constantes  : 
les  trois  coefficients  de  la  transformation  homographique,  les  deux 
invariants  g'^,  g'.^  de  p  (?  —  L),  les  deux  invariants  g.,^  g^  et  le  para- 
mètre \  de  la  fonction  p  (x-  —  X).  Il  est  clair  que  H(^)  a  une  expres- 
sion exactement  de  même  forme. 

Deuxième  hypothèse.  —  L'intégrale  x  n'a  qu'une  période  a.  Les 
formules  (3)  et  (4),  où  maintenant  ^  ne  figure  plus,  montrent  que 
sin-(x  —  X)  est  une  fonction  uniforme  de  \  (car  on  peut  supposer 
a  égal  à  -). 

C'est  ce  qu'on  déduirait  aussi  de  p{x  —  X)  par  dégénérescence. 
îNous  concluons  ici  que  p(^  —  L)  et  sin-(a;  —  X)  sont  liés  par  une 
relation  homographique  : 

p{l  -  L)  =  /«  +  .     ■  -,    '^  -,,  ,  o  • 

Différentiant  et  éliminant  p{\  —  L),  on  trouve 

Asln'a;  -t-  Bsin'a:  -h  Csin*^;  -+-  D  sin^x  -+-  E 


X 


sin^j:  cos- j; 


en  négligeant  X.  C'est  l'expression  déjà  trouvée  (Chap.  II)  à  propos 
des  surfaces  à  courbure  constante.  Quant  à  E(ç),  son  expression  est, 
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comme  dans  l'hypothèse  précédente,  de  la  forme 

«/SN_  A,j)M^-L)+B,p^(;-L)+C,p^(S-L)+D,p(^-L)+E,. 

mais  elle  dépend  dune  constante  de  moins,  puisquau  lieu  de  deux 
périodes  de  x  (ou  deux  invariants  g„,  gs)  il  n'y  en  a  plus  qu'une. 

Il  peut  arriver  aussi  que  tous  les  chemins  d'intégration  suivis  par  ^ 
donnent  une  seule  série  de  valeurs  pour  x,  savoir 

a;  =  [jLa  -t-  x,  (l). 

Alors  p(^  —  L)  et  tang.r  (car  on  peut  supposer  a  =  -)  sont  lies  par 
une  relation  homographique,  d'où  l'on  déduit  sans  peine 

X(j7)  =  Asin^j;  +  Bsin'a^cosa; 

-+-  Csin^'a^cos^a?  +  Dsin.r  c'os^a;  -+-  Ecos^ar, 

avec  cinq  arbitraires.  L'expression  de  H (^)  est  de  même  forme  que 
quand  sin'(x  —  ).)  est  uniforme  en  ^. 

Troisième  hypothèse.  —  L'intégrale  x  n'a  pas  de  période.  Les  for- 
mules générales  (3)et(4)se  réduisent  actuellement  à 

x  —  x,(^),         X  =  2.1  —  Xt{ly, 
ce  qu'on  peut  écrire 


X 


_  X  =  _  [X  -  x,(^)],         oc-l  =  +  [-k-  x,(l)]. 


On  voit  que  (x  —  X)^  est  une  fonction  uniforme  de  E.  Par  suite, 
^j(?  _  L)  et  (x  —  ly  sont  liés  par  une  relation  homographique,  que 
nous  écrirons,  en  négligeant  A  : 


g- 


C'est  d'ailleurs  ce  qu'on  obtiendrait  par  la  dégénérescence  non  pé- 
riodique de  p  (a?  —  X).  Cette  relation,  différentiée,  donne,  par  élimi- 
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nation  de  j3(;  —  L), 

,-,     ,         /^^\'        A.r' H- B.r«  +  Cx' +  D j- +  E 
X(a.)  =  (-^,-)  -  ^. 

Les  cinq  coefficients  dn  numérateur  sont  arliitraires,  la  relation 
homographique  donnant  trois  indéterminées  auxquelles  s'ajoutent  les 
deux  invariants  g"!,  et  «''^  de  p(H  —  L);  une  sixième  arbitraire  est  la 
constante  négligée  X.  Nous  trouvons  pour  X  une  expression  déjà 
obtenue  (Chap.  II)  à  propos  des  surfaces  à  courbure  constante.  L'ex- 
pression correspondante  de  H(^)  rentre  dans  celle  que  nous  avons 
déjà  écrite,  comme  étant  de  même  forme  et  contenant  moins  d'ar])i- 
ti'aires. 

Mais  l'intégrale  x  n'ayant  pas  de  période,  il  peut  ne  pas  exister  de 
chemin  au  bout  duquel  la  détermination  choisie  pour  yS  (_^)  se  repro- 
duise changée  de  signe.  C'est  dire  que  la  fonction  x  est  une  fonction 
uniforme  de  \.  Alors  p  (^  —  L)  et  x  sont  liés  par  une  relation  homo- 
graphique 

d'où  l'on  tire  sans  difficulté 

X  (x-)  =  f  ^y  =  Xx'  +  ^x'  +  C^.-  +  Dx  +  E, 

avec  cinq  indéterminées  provenant,  trois  de  la  relation  homographique, 
deux  des  invariants  dej5(^  —  L).  C'est  là  encore  une  expression  de  X, 
qui  s'est  présentée  (Chap.  II)  à  propos  des  surfaces  à  courbure  con- 
stante. L'expression  correspondante  de  3(^)  rentre  encore  dans  le 
type  primitivement  considéré. 

Il  suffit  de  jeter  un  coup  d'œil  sur  le  Tableau  du  Chapitre  II  qui  se 
rapporte  aux  surfaces  à  courbure  totale  constante,  mais  non  nulle, 
pour  voir  que  nous  venons  de  retrouver  les  cinq  formes  de  X(  H)  qui 
y  figurent.  Les  cinq  expressions  correspondantes  de  S(?)  ne  ditrèrent 
pas  de  celle  qui  est  inscrite  pour  X  dans  ce  Tableau,  sous  le  n''  (V). 

11.  Deuxième  cas  :  3(^)  n'a  qu'une  période. 

Dans  ce  second  cas,  nous  n'avons  pas  à  supposer  X(x)  doublement 

Journ.  de  Math.  (\'  série),  tomf  X.  —  Fasc.  IV,  i8()4.  -19 
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pciiodiquc,  ce  qui  nous  ramènerait  (sauf  échange  de  ^  en  x  cl  de  x 
en  H  )  à  la  seconde  hypothèse  du  premier  cas.  Notre  discussion  se 
trouve  ainsi  abrégée.  Nous  commencerons  par  rappeler  les  foi  mules 
(i)  et  (2)  qui  deviennent  ici 

'ç~L=mA       |L  --^,(.r)], 
;       I.       w'A  +  [L  -^,(>.)|. 

Eu  prenant,  ce  qui  est  permis,  A  =^  27ï,  on  voit  (juc  sin-(E  —  L)  est 
une  fonction  uniforme  de  x.  Si  la  seconde  série  de  valeurs  de  ^  dispa- 
rait, c'est-à-dire  si  tous  les  chemins  suivis  par  x  donnent  seulement 

^  =  m  A  -+-  ?,(a?), 

on  fera  A  =  aîTt  cfl'on  verra  que  ^'^  est  une  fonction  uniforme  de  x. 
Cela  étant,  supposons  successivement  que  Xf.);"!  n'a  (pi'une  période, 
puis  (ju'clle  n'en  a  pas. 

Première  hypothèse.  —  L'intégrale  x  n'a  qu'une  période  a.  Si  les 
divers  chemins  suivis  par  \  donnent  deux  séries  de  valeurs  pour  ./;, 
nous  aurons,  par  les  formules  (3)  et  (Zj), 

X  -  X  =  2[x  -—  [X  -  a?,  (^)], 
a;  —  X  —  2  [i.'-  +  [X  —  a?,  (^  )], 

en  appelant  2-  la  période,  ce  cjui  est  permis.  Donc  sin-(j:  —  X)  est  une 
fonction  uniforme  de  ^  et  il  existe  une  relation  homographique  entre 
sin-(j;  —  X)  et  sin-(^^  —  L)  ou  bien  entre  sin-(.r  —  X)  et  t'^. 
Soit  d'abord,  en  négligeant  L  et  X, 

sin^^  -^-^  h  -f- 


Nous  tirons  de  là 


Y  __   /f'-^Y'  _  (Msin*.zr+  ^sin^r-^-P)(A.sin^J;-4-B)^ 
\d\  )  %\n-  X  cos-x 

et  une  expression  absolument  de  même  forme  pour  3(^  ).  Ces  deux 
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expressions  rentrent  dans  un  type  déjà  signalé  (i*"'  cas,  2"  hypo- 
thèse ). 

Soit  maintenant 

sin-x  =  h-i-  —-r — ï.- 
Ae^  +  B 

En  difîéren liant  et  éliminant  E,  nous  trouvons 

X(-   \—  (^Y—  (s'n'x  — A)^fPsin^2;  +  Q)^ 
^     -^         \di  J  sin^a;cos-x 

expression  qui  rentre  dans  le  même  type  que  la  précédente.  Introdui- 
sant i  au  lieu  de  j;,  nous  avons 

„.ç..        (Me2?-HPe^-4-Q)fAe?+B)-2 
û(0 ^ , 

ce  qui  donne,  après  chane^ement  de  i  en  lix,  un  polynôme  homogène 
et  du  quatrième  degré  en  sin.r  et  cosj?,  compris  dans  un  tvpe  déjà  ren- 
contré (i'^''  CAS,  à  la  fin). 

Il  faut  maintenant  supposer  que  tous  les  chemins  suivis  par  ^  ne  don- 
nent pour  X  qu'une  seule  série  de  valeurs 

X  =  ij.a-h- J7,  (;). 

Si  Ton  prend  a  =  ii~,  ce  qui  est  permis,  on  voit  que  e^  est  une 
fonction  uniforme  de  ^.  Il  n'y  a  pas  lieu  de  supposer  sin^(^  —  L)  fonc- 
tion uniforme  de  x  :  ce  serait  l'hypothèse  précédente,  sauf  échange  de 
a:  en  E  et  de  H  en  x.  On  fera  donc 


Ae5+B 


Cette  relation  étant  de  même  forme  par  rapport  à  .r  et  à  5,  il  suffit 
de  calculer  X(.r).  On  trouve  aisément 

Y/    X        (Me^-hPHAe-^H-B)- 
M^)  -  ^ 

Cette  expression  est  comprise  dans  celle  que  nous  venons  d'obtenir 
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|)Oui'  S.  Daillours,  H(^)  a  c\actemenl  la  iiiùmc  forme.   Nous  avons 
(■'|iiiisé  la  |iroiiiii''rc  hypothèse  du  second  cas. 

Deuxième  hypothèse.  —  Ij'intcgrale  x  n'a  pas  de  période.  On  a 
vu  qu'alors  x-  ou  x  esl  une  fonction  uniforme  de  \  (i*"  c.vs,  3*  liypo- 
thèsc).  Il  suit  de  là  (ju'il  existe  une  relation  homoc^raphique  entre 
sin-(^  —  L)  ou  e^  et  x^  ou  x, 

I"  Soit  d'ahord,  en  négligeant  Ij, 

sin=?  =  /-   ■ 


Aa;»-t-B 

C^ette  équation  donne 

=a)  =  (#,)■  =  M,  .  'V.  Q. 


Ce  sont  là,  ])armi  les  six  formes  de  X(x')  (|ui  correspondent  aux 
(lévcloppahles  (Chap.  II  ),  les  deux  seules  qui  ne  rentrent  pas  dans 
celles  cpie  donnent  pour  la  même  fonction  les  surfaces  à  courhure  to- 
tale. Connue  le  montre  le  Tableau  placé  au  début  du  Chapitre,  dans 
les  solutions  de  l'équation  aux  éléments  linéaires  doublement  harmo- 
niques déduites  par  réciprocité  de  celles  qui  sont  déterminées  au  Cha- 
pitre II,  toutes  les  expressions  de  X  rentrent,  soit  dans  les  deux  que 
nous  venons  d'écrire,  soit  dans  les  cinq  relatives  aux  surfaces  à  cour- 
bure constante.  Ainsi  nous  avons  dès  maintenant  retrouvé  toutes  les 
formes  que  nous  connaissions  déjà  pour  X.  Il  ne  s'en  présentera  pas  de 
nouvelle  dans  la  suite  de  notre  discussion. 

2"  Soit  maintenant 

sin-  i;  =  h  -h-  -~ — f.  • 

Ax  -+-  B 

Cette  équation  conduit  à 

X(x)  =^  (^Y  =  (M.X-  +  Vx  +  Q){Ax  +  B)% 

■^^'•^        \dxj  sin^Uos^;      ' 

expressions  qui  rentrent  dans  des  types  déjà  rencontrés. 
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3°  Nous  arrivons  à  l'exponentielle  ê'.  Soit  d'abord 
De  cette  équation  on  tire 

M^)  -  (^j  = i^ ' 
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dx  I  e^^ 


expressions  qui  rentrent  également  dans  des  types  déjà  rencontrés. 
4°  Soit  enfin,  pour  achever  l'examen  du  second  cas, 


??=/* 


A.T  +  B 
On  déduit  de  cette  relation 

^^-)-  \dx)    -  e^-% 

Ce  sont  là  encore  des  formes  particulières  de  solutions  déjà  obte- 


nues. 


12.   Troisième  cas  :  3(ç)  n'a  pas  de  période. 

D'après  ce  que  nous  avons  déjà  vu,  ^-  ou  \  est  une  fonction  uniforme 
de  X.  On  doit  supposer  X(j;)  sans  aucune  période;  autrement,  on  se- 
rait ramené  (sauf  échange  de  \  avec  x)  à  l'un  des  cas  déjà  examinés. 
En  conséquence,  x'^  oux  est  une  fonction  uniforme  de  \  et  il  existe  une 
relation  homographique  entre  \-  ou  ^  et  x'^  ou  x. 

1"  Soit  d'abord 


'    '    Aa;=-HB 
Cette  équation  conduit  à  des  expressions  de  même  forme  exacte- 
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iiKMil,  iui\  coefficients  près,  pour  X(.r)  et  S(^).  Le  calcul  donne 


^i^^  =  (I)' 

2°  Soit  à  présent 


A  4- 


AxH-B 

On  déduit  de  là 

X(x)  =  (^  jy  =  (Mar  4- P)( A:r  +  BV, 

3°  Quand  ^  est  uniforme  en  x,  il  n'y  a  pas  lieu  d'établir  une  relation 
iiouioi^raphirpie  entre  H  et  x^.  C'est,  aux  notations  près,  ce  qui  vient 
d'être  fait.  Soit  donc 

Ax'  -t-  15 
Cette  relation  donne 


X{x)  =  (^y  ==  M(A.x-  +  B)''. 


On  voit  que  toutes  les  expressions  de  X  et  de  S  obtenues  dans  le 
troisième  cas  rentrent  dans  des  types  déjà  rencontrés. 

13.  Arrivés  au  terme  de  notre  discussion,  nous  reconnaissons  que  le 
problème  fonctionnel,  en  apparence  fort  indéterminé,  que  nous  nous 
proposions,  n'admet  que  des  solutions  dont  les  formes  analytiques  sont 
parfaitement  déterminées,  et  où  il  ne  reste  d'arbitraire  que  certaines 
constantes,  en  nombre  restreint,  huit  au  plus.  Ce  problème  admet 
comme  solutions  toutes  les  fonctions  X  que  nous  connaissions  déjà 
comme  concourant  à  former  des  solutions  de  l'équation  aux  éléments 
linéaires  doublement  harmoniques  et  il  n'en  n  pas  d'autres.  C'est  ce 
qui  ressort  de  la  discussion  même. 

Mais  nous  avons  aussi  acquis  un  autre  résultat  important,  c'est  que 
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toute  solution  du  problème  est  une  fonction  rationnelle,  soit  de  p{Jc), 
soit  de  e'"^,  soit  de  x  lui-même.  Il  en  est  donc  de  même  de  toute  solu- 
tion X  de  l'équation  aux  éléments  linéaires  doublement  harmoniques; 
et  la  loi  de  réciprocité  nous  apprend  que  les  formes  analytiques  des 
fonctions  cp(x  -h  y),  f(x  —  y)  ne  seront  pas  difTérentes  de  celles  de  X, 
qui  sont  aussi  celles  de  Y. 

La  détermination  complète  de  tous  les  éléments  linéaires  double- 
ment harmoniques  est  donc  ramenée  dès  maintenant  à  une  simple 
question  de  calcul.  Dans  l'équation  fondamentale 

(X"-Y")(?-/)-f-3X'(9'-/) 

-  3Y'(9'+/)  +  o(X  -  Y)((p"-/")  =  o, 

on  substituera  les  diverses  expressions  qui  viennent  d'être  trouvées 
pour  X,  pour  Y,  pour  o  et  pour/,  en  les  combinant  de  toutes  les  ma- 
nières possibles,  et  on  déterminera  les  constantes  restées  arbitraires 
dans  ces  expressions  de  manière  à  vérifier,  quels  que  soient  a;  et  y,  l'é- 
quation proposée.  C'est  là  une  pure  question  d'Algèbre,  qui  ne  pré- 
sente aucune  difficulté,  puisque  dans  chaque  cas  les  inconnues  sont  en 
nombre  limité,  assez  restreint  même.  Mais  elle  semblerait  exiger  d'as- 
sez longs  développements,  à  raison  du  nombre  des  cas  à  traiter.  Nous 
allons  voir  qu'on  peut  réduire  dans  une  proportion  considérable  les 
calculs  à  effectuer. 

Ecartons  d'abord  les  cas  où  l'on  combinerait  une  fonction <p(j7  -f-_x) 
et  une  fonction  /'(.r  — y)  telles  que  l'élément  linéaire  (o  —  f)dxdy 
convint  à  une  surface  de  révolution  (dévcloppables  et  surfaces  à  cour- 
bure constante  comprises).  Nous  connaissons  les  solutions  X  et  Y  cor- 
respondantes. 

Si  l'élément  linéaire  (ç  —f)dxdynG  convient  pas  à  une  surface 
de  révolution,  nous  savons  cl  nous  avons  rappelé  au  début  de  ce  Cha- 
pitre c]ue  les  deux  dérivées  logarithmiques  de  X  —  Y  sont  entièrement 
déterminées  par  la  connaissance  de  o  —  /.  Il  suit  de  laque,  si  l'une  des 
fonctions  îp  ou  /,  la  première  par  exemple,  admet  la  période  2 eu,  les 
fonctions  X  et  Y  auront  la  même  période.  Car,  augmentant  x  et  y  de 
to,  ce  qui  ne  change  pas  9(\i'  +  y)  par  hypothèse,  nï/(x  —  y)  qui  ne 
dépend  que  de  la  différence  x  —y,  on  ne  change  pas  les  dérivées  loga- 
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lillimiqucs  de  X  —  Y.  En  conséquence,  on  a 

-Xix  +  (o)  -  Y(/  +  eu)  =  C[X(x)  -  Y(y)\, 

C  étant  une  constante.  De  là  résulte,  avec  une  nouvelle  constante  y, 

X(.x-  +  co)  =-.  CX(x)  -h  Y,         Y(y  -f-  co)  ==.  CY(»  +  y. 

Donc  les  fonctions  X  et  Y  ne  sont  pas  rationnelles  (à  moins  crêlrc 
linéaires,  cas  qui  se  traite  à  vue).  Elles  sont  donc  pcriodicjues  de  pé- 
riode w/oj,  m  étant  un  entier,  ce  (jui  permet  de  leur  attribuer  la  même 
période  qu'à  cp.  On  déduit  alors  de  la  loi  de  réciprocité  que  /a  aussi 
la  uiême  })ériode,  en  sorte  (ju^on  ne  devra  g^rouper  ensemble,  pour  les 
substituer  dans  Féquation  fondamentale,  que  (pialre  fonctions  X,  Y, 
cp,  /"rationnelles,  ou  quatre  fonctions  simplement  périodiques  de  même 
période,  ou  quatre  fonctions  doublement  périodiques  aux  mêmes  pé- 
riodes. 

Ce  dernier  cas  peut  d'ailleurs  être  laissé  de  côté,  ayant  été  déjà 
traité.  Les  deux  autres  ne  présentent  aucune  difficulté  et  ne  donnent 
que  des  éléments  linéaires  de  développablcs,  de  surfaces  à  courbure 
constante,  de  surfaces  de  révolution  ou  des  éléments  linéaires  figurant 
dans  le  Tableau  placé  en  tête  de  ce  Cbapitre.  Le  problènw  des  élé- 
ments linéaires  doublement  harmoniques  est  donc  complètement 
résolu. 


CHAPITRE  V. 

LES  SURFACES  HARMONIQUES  ET  LES  SURFACES  DE  TROISIÈME  CLASSE 

DE  M.  SOPHUS  LIE. 


i.  Dans   son  Mémoire   déjà   cité  ('),  M.  S.  Lie  s'est  proposé  de 
trouver  les  éléments  linéaires  de  toutes  les  surfaces   dont  les  lignes 

(')   Unlersuchiingen  liber  geodâlische  Gun'en  {Matheni.   Annalen,  t.  XX, 
p.  357-454). 
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géodésiques  admettent  des  transformations  infinitésimales.  Il  a  été 
conduit  à  répartir  ces  surfaces  en  trois  classes,  et  il  a  montré  que  pour 
toute  surface  de  troisième  classe  l'élément  linéaire  est  réductible  à  la 
forme  harmonique 

ds^-=[<^{x+y)-f{x-y)-\dxdy. 

Mais  les  fonctions  ç  et /ne  sont  pas  arbitraires;  car,  si  Ton  pose 

?o(^+r)=y?(*-+r)f^(^  +  j)' 
A(-^--y)=ff(-^  -y)d{jc  -7), 

il  doit  exister  deux  fonctions.  Tune  Xo  de  x,  l'autre  Y»  de  j,  telles 
qu'on  ait  identiquement 


(27)' 


(X;,  +  Y'„)(cp-/)  +  X„(cp'-/)+Y„(9'  +  /') 
=  A(ç-/)-i-4(?^-/=)-2(9„?"-/„/"), 


A  étant  une  constante  indéterminée  (p.  879.  Nous  avons  dû  modifier 
légèrement  les  notations  de  l'auleur). 

Arrivé  à  cette  équation,  M.  l.ic  fait  observer  qu'en  la  traitant  par 
des  différentia lions  successives  on  serait  conduit  à  des  équations  dif- 
férentielles très  compliquées.  «  C'est  pourquoi,  dit-il,  j'ai  dû  me 
borner  à  en  déterminer  par  des  méthodes  spéciales,  mais  rationnelles, 
une  série  de  solutions  particulières  ». 

2.  Avant  d'aller  plus  loin,  remarquons  que  si  l'on  désigne  par  ù  le 
premier  membre  de  l'équation  (27)',  cette  équation  entraîne 

ou,  fous  calculs  faits, 

r..V'   i  2(^;,-Y'„)(?"-/")  +  3x;(cp'-/) 

^  7^      (       _3Y;(cp'+/)  +  (X:-Y:)(cp-/)  =  o. 

C'est  précisément  l'équation  fondamentale  qui  exprime  que  l'élé- 

Journ.  de  Math.  (\'  série),  tome  X.  —  Fasc.  IV,  1894.  "^^ 
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iiiciil  linéaire  ('■jt—f)dxdy  reste  hannoni(|ii('  après  le  changement 
(le  variables 

dx  =  _»        dy  =  ; 

v/x;(,r)         -^      v/v;{j) 

c'cst-à-dirc  (lu'il  est  donhlcnicnl  liarni()iii(iue,  si  X,,  et  Y,,  ne  se  rédui- 
senl  jias  à  la  nirnie  constante.  (Jn  a  donc  cette  propriété,  tronvée  antre- 
nicnl  par  M.  Lie  dans  la  Note  II  de  son  Mémoire  : 

Toute  surface  de  troisième  classe  pour  laquelle  on  u'a  pas 
X„  =  Y'i,  =  coiist.  est  une  surface  doublement  liai-monique. 

Il  suit  de  là  tiue  la  troisième  classe  de  M.  Lie  comprend  deux  caté- 
gories de  surfaces  :  i"  celles  pour  lesquelles  X'„  —  ^  „  est  diflerent  do 
zéro;  2°  celles  pour  lesquelles  X„  —  Y„  est  nul. 

Les  surfaces  de  la  seconde  catégorie  sont  certainement  harmoni- 
ques; elles  peuvent  être  a|)plical)les  sur  des  surfaces  de  révolution 
(p.  409)  sans  être,  à  proprement  parler,  harmoniques,  c'est-à-dire 
sans  que  leur  élénienl  liuc'aire  soil  réductible  à  la  forme  (^p  — f)dxdy 
autrement  <pi"avee  la  restriction  of^  o.  Mais  elles  peuvent  aussi  être 
doublement  harmoniques,  l'équation  (27)'  admettant  d'autres  solu- 
tions en  même  temps  que  X„  =  Y'^,  =  const. 

La  première  catégorie  ne  comprend  (pie  des  surfaces  doublement 
harmoniques;  mais  il  s'en  faut  de  beaucoup  (pfelle  les  comprenne 
toutes.  C'est  une  catégorie  de  surfaces  doublement  harmoniques 
très  particulières  puiscjue  leur  élément  linéaire  (o  —  f)dxdy  doit 
satisfaire,  non  pas  à  récjuation  générale 

(x;  +  Y;)(9-/)  +  x„('f-/')  +  Y„(o'-i-/) 

=  <^(x  +y)—  ¥{x  —  r)) 

rigoureusement  équivalente  à  l'équation  (27)"  quelles  que  soient  les 
fonctions  $  et  F,  mais  à  l'équation  (27)',  où  ces  fonctions  dépendent 
de  o  et  de  f : 

cp  =  A cp  -^  4  ?—  2  cp„  9",         F  =  A/  +  /,/ ^  -  ■ifj" . 

Donc  la  recherche  des  surfaces  de  troisième  classe  est  un  j)rol)lème 
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beaucoup  plus  déterminé  que  la  recherche  des  surfaces  doublement 
harmoniques. 

5.  C'est  ce  qui  explique  pourquoi  M.  Lie  rencontre  parfois  des  élé- 
ments linéaires  doublement  harmoniques  sans  les  signaler  comme  tels 
et  restreint  leur  généralité  pour  les  faire  rentrer  dans  la  troisième 
classe.  Ainsi,  soit  à  trouvr/-  les  cléments  linéaires  de  toutes  les  sur- 
faces qui  peuvent  être  représentées  sur  certaines  surfaces  avec  con- 
servation d'une  seule  des  familles  de  longueur  nulle,  et  sur  d'au- 
tres avec  conservation  de  ces  deux  familles.  L'ensemble  des  solutions 
de  ce  problème  est  fourni,  d'après  M.  Lie,  par  les  trois  expressions 

ds-  =  [L,  sinjKsin(2a,-  4-  /«)-l-  M,  sina;]  co^ydxdy, 
ds-=  1^  A[{x  -h yy  —  (x  —  yy] 

^B[(x-^yy-(x-yy]-^C[(x+y)-(x-y)]\dxdy, 
ds'=^\A[(x+yy-(x-yy] 

+  B[(x+yy-(x~yy]-^C[(x-^y)-(x-y)]\dxdy, 

où  L|,  M,,  /t,  .\,  B,  C  sont  des  constantes  arbitraires.  Particularisées 
de  manière  à  rentrer  dans  la  seconde  et  la  troisième  classe,  elles  se  ré- 
duisent (p.  4o3)  au  seul  élément  linéaire  (xy-ha)dxdy.  Mais  on 
peut,  ce  que  ne  fait  pas  l'auteur,  remarquer  que  ces  éléments  li- 
néaires, pris  dans  toute  leur  généralité,  sont  doublement  harmo- 
-  niques.  Car  ils  rentrent  visiblement  dans  les  types  I  et  II  du  second 
groupe  de  solutions  (provenant  des  surfaces  à  courbure  constante)  qui 
figurent  au  Tableau  de  notre  précédent  Chapitre  (n°  3).  On  arrive 
ainsi  à  cette  proposition,  qui  complète  la  théorie  de  la  représentation 
géodésique  des  surfaces  :  Toute  surface  susceptible  d'être  repré- 
sentée géodésiquemcnt  sur  certaines  surfaces  avec  conservation 
d'une  seule  des  familles  de  longueur  nulle  et  sur  d'autres  avec 
conservation  de  ces  deux  familles  est  une  suif  ace  doublement  har- 
monique. 

4.   En  ce  qui  concerne  la  recherche  des  éléments  linéaires  de  troi- 
sième classe  et  de  première  catégorie,  observons  que  ce  problème  est 
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implicitement  résolu  au  Chapitre  précédent.  Puisque  nous  avons 
trouvé /ow.f  les  éléments  linéaires  doubl('menliiarmoniques(ç  —  f)d.v(ly 
et  tous  les  couples  correspondants  de  fonctions  Xct  Y,  il  suffira  d'ef- 
fectuer les  quadratures 

cp„=y(pc//,        f^.^Jfdz,         \,=jXdx,         \,=J\dy, 

et  de  substituer  dans  l'équation  (27)'  de  M.  Lie  pour  en  obtenir 
toutes  les  solutions,  en  particularisant  d'une  façon  convenable  les  con- 
stantes qui  sont  arbitraires  dans  nos  fornuiles. 
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Si/r  le   dcvcloppcnient  approche   de   lu  fonction  perturbatrice 
dans  le  cas  des  inégalités  d'ordre  élevé; 

Par  31.   Maurice  HAMY. 


Lorsque  rinclinaison  relative  y  des  plans  des  orbites  de  deux  pla- 
nètes P,  P,  est  petite,  la  partie  principale  de  la  fonction  perturbatrice 
s'exprime  au  moyen  d'une  série  procédant  suivant  les  puissances  de 

sin''-»  dont  les  termes  cessent  très  rapidement   d'être  sensibles.  Les 
coefficients  des  puissances  de  sin-  -  sont  de  la  forme 


2 


^    ,^     ^.        /(E'")/,(E'".) 


E  désignant  la  base  des  logarithmes  népériens;  i  le  symbole  \l  —  i  ; 
'Ç  et  'C,  les  anomalies  moyennes  respectives  des  planètes  P,  P,  ;  «  et  m, 
les  anomalies  excentriques;  /(E'")  une  fonction  réelle  entière  de  sin  u 
et  cos  ;/;  y,  (E"'i)  une  fonction  réelle  entière  de  sin  m,  et  cos  u^  ;  s  un 
nombre  de  la  forme  ^ ,  | ,  ^ ,  . . . ,  peu  élevé  dans  les  applications  ;  A  l'ex- 
pression du  carre  de  la  distance  des  planètes,  où  l'on  a  fait  y  =  o. 

On  rencontre  aussi,  dans  le  calcul  des  inégalités  lunaires  d'ordre 
élevé  causées  par  l'action  des  planètes,  des  expressions  de  même 
forme  ('). 

(')  lliLL,  American  Journal  of  Mathetnalics,  l.W;  —  Radal',  Recherches 
concernant  les  inégalUés  planétaires  du  mouvement  de  la  Lune  (Annales  de 
l'Observatoire,  t.  XXI). 
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cos , 


La  connaissance  des  coefficienls  do    .'  (m'Q  -1-  mX,)  tians  le  dévo- 

sin  ^  ■^ 

loppemont  trigonom étriqué  de  F„  suffil  donc  aux  l)esoins  de  l'Aslro- 
nomie  lorscjue  l'inclinaison  y  est  petite. 

J'ai  entrepris  de  rechercher  l'expression  asymplotique  de  ces  coef- 
licienls  lorsque  les  entiers  m  et  m,  sont  grands. 

Dans  le  présent  Mémoire,  je  suppose  nulle  rexcentricilé  de  la  pla- 
nète P,,  l'excentricilé  e  de  la  planète  P  pouvant  prendre  une  valeur 
quelconque,  .le  considère  le  cas  où  l'orhite  circidairc  de  P,  enveloppe, 
sans  la  rencontrer,  l'orbite  ellipticpic  de  P. 

lin  cas  particulier  du  proljlènie  ainsi  jiosé  a  été  examiné  par 
M.  Poincaré('). 

M.  Poincaré  a  pris  /  =  /,  =  i ,  5  =  ^,  a  supposé  l'excentricité  e  très 

petite  et  la  valeur  de  —  voisine  du  rapport  des  moyens  mouvements 
des  deux  planètes. 

Je  ne  fais  aucune  hypothèse  particulière  sur  les  valeurs  de  —  et  de 

f?,  et  je  laisse  à/,/,,  s  leur  signification  générale. 

Les  travaux  de  M.  Darboux,  concernant  l'approximation  des  fonc- 
tions de  grands  nombres  (-),  m'ont  conduit  à  reconnaître  qu'une  cer- 
taine fonction,  désignée  dans  le  texte  par  cp(^),  fonction  qui  est 
entièrement  explicite,  devait  jouer  un  rôle  important  dans  les  discus- 
sions; j'ai  procédé  de  façon  à  faire  apparaître  dès  le  début  cette  fonc- 
tion cp  (s).  Si  je  nie  suis  ainsi  écarté  de  la  méthode  proposée  par 
M.  Poincaré,  l'Ouvrage  de  l'illustre  géomètre  m'a  néanmoins  été  d'un 
secours  indispensable  pour  mener  à  bonne  fin  la  tâche  que  je  m'étais 
impos'éc  (^). 

Les  divisions  principales  de  mon  travail  sont  les  suivantes  : 

Introduction.     Sur  l'approximation  des  fonctions  de  très  grands  nombres;  mé- 
thode de  M.  Darboux. 
I.     Expression    des   coefficients  éloignés   du   développement  d'une 

(  ')  Les  méthodes  nouvelles  de  la  Mécanique  céleste,  t.  I. 

(')  Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées;  1878. 

(')  Le  présent  Mémoire  a  fait  l'objet  de  deux  Communications  dans  les 
Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences  {nuvnéroi  du  25  décembre  1898 
et  du  27  mars  1894. 
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fonction  périodique  de  deux  variables  au  moyen   d'intégrales 
I  et  J,  à  limites  imaginaires. 
II.      Définitions  de  la  fonction  '^{z)  et  de  la  fonction  F(.r,  ^);  points 
singuliers  et  valeur  asymptotique  de  la  fonction  J. 

III.  Elude  de  la  dérivée  tf'(^). 

IV.  Étude  de  lç(;)  |. 

V.      Remarques  concernant  les  équations  qui    fouinissenl   les    points 

singuliers  de  J. 
VI.      Valeur  de  I  dans  quelques  cas  particuliers.  Décomposition  de  I, 
dans  les  autres  cas,  en  deux  parties  I'  et  I".  Expressions  de  I". 
^  II.     Transformation  de  l'expression  de  la  distance  des  planètes  et  de 

la  fonction  F(j",  z). 
VIII.     Transformation  de  I'.  Définition  de  la  fonction  4>(.i?). 
IX.     Développement  de  la  fonction  Oi.^')' 
X.     Calcul  de  r. 
XI.     Conclusions. 
Résumé  des  formules. 
Applications. 
Addition. 


INTRODUCTION. 

SUR  l'approximatio>'   des   fonctions   de  grands  nombres. 

MÉTHODE    DE    M.     DARBOUX. 


1.  Considéfoiis,  dans  le  plan  représentatif  dune  variable  complexe, 
un  contour  BCD  (/ig-  i)  et  un  point  a.  Admettons  que  les  circon- 

Fis.    .. 


stances  suivantes  se  présentent  simultanéinenl  :  i"  les  extrémités  13,  I) 
du  contour  sont  plus  éloignées  de   l'origine  que   le   point  «;    2"  le 
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contour  rencontre  la  droite  Oa  en  un  point  unique,  compris  sur  le  seg- 
ment Oa,  ou  satisfait  à  celte  condition  après  des  déformations  conve- 
nables. Nous  dirons  alors,  pour  abréger  le  langage,  que  le  contour 
BCD  est  de  pj-cmière  espèce  par  rapport  au  point  a. 

Nous  désignerons  par  contour  de  seconde  espèce  par  rapport  au 
point  a  un  contour  dont  toutes  les  parties  sont  plus  éloignées  de  l'ori- 
gine que  le  point  a. 

Les  contours  de  seconde  espèce  jouissent  de  la  propriété  suivante  : 

L'intégrale 

7.-KSJ —  \  J  " 

supposée  finie,  étant  prise  le  long  d'un  contour  C,  de  seconde  espèce 
par  rapport  à  un  point  dont  la  distance  à  l'origine  est  R,  le  pro- 
duit R"/j''M  tend  vers  zéro  lorsque  n  augmentç  indéfiniment,  q  dé- 
signant un  nombre  fini  quelconque  aussi  grand  que  l'on  veut. 

Cette  proposition  joue  un  rôle  essentiel  dans  l'établissement  des 
théorèmes  qui  vont  suivre  et  que  nous  nous  bornerons  à  énoncer. 

Théorème  I.  —  Etant  donnée  l'intégrale 


M 


2TTy/ —  1  J 


prise  le  long  d' un  contour  BCD  {fig-  i),  dans  laquelle  n  désigne  un 
entier  positif  très  grand,  on  peut  en  général  obtenir  une  expres- 
sion approchée  de  M  en.  mettant  à  profit  la  grandeur  de  n,  lorsque 
le  contour  d'intégration  est  de  première  espèce  par  rapport  à  un  ou 
plusieurs  points  singuliers  de  la  fonction  $(-)•  On  suppose  d'ail- 
leurs 1°  que  ces  points  singuliers  particuliers  sont  isolés  les  uns 
des  autres  par  des  espaces  finis  ;  i°  que  le  contour  ne  rencontre 
aucune  singularité  de  $(s)- 

Premier  cas.  —  Admettons  que  le  contour  d'intégration  soit  de 
première  espèce  par  rapport  à  un  certain  nombre  de  points  singuliers 
de$(z).  Appelons  a  l'aflixe  de  celui  de  ces  points  particuliers  qui 
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approche  le  plus  près  de  Toriginc  et  supposons  que  Ton  puisse  écrire 
dans  le  domaine  de  a 

$(.)  =  cp(.)  +  A,(.-j)VA,(:-| 


la  fonction  ©  étant  liolomorphe  et  la  fonction  'I»  finie  dans  le  domaine 
de  a\  A,,  Aj,  .  • .,  A^,  désignant  des  constantes;  a  un  nombre  supé- 
rieur à  —  1 ,  vérifiant  les  inégalités 

a.  <  «2  <  «3  <•••<«/,<  a- 

Les  binômes  afTectés  d'exposants  entiers  rentrent  dans  la  fonction  ç; 
on  peut  donc  admettre  que  la  suite  a,,  a.^,  . . . ,  a^ne  contient  pas  d'en- 
tiers positifs. 

Dans  ces  conditions,  le  coefficient  N  de  z",  dans  le  développement 
de  la  fonction 


F(.)  =  A.    i-^     ■  +  AJi-^r  +  ...+  A     I- 


-\a. 


a 


diffère  de  M  d'une  quantité  N'  dont  l'ordre  de  grandeur  ne  dépasse 

pas  l'ordre  de  ^^t;  -rrâ'  ^^  faisant  R  =  |  a  |.  Il  faut  entendre  par  là  que, 

si  l'on  pose 

M  =  N  +  N', 

le  produit  R"  n'^"  |  N'  |  ne  dépasse  pas  un  nombre  fixe,  lorsque  n  aug- 
menta indéfiniment. 

Il  y  a  exception  lorsc[ue  la  fonction  ^(-)  est  identiquement  nulle. 
Il  arrive  alors  que  le  produit  R"/i?N'  tend  vers  zéro,  lorsque  n  aug- 
mente indéfiniment,  cjuel  que  soit  le  nombre  q,  si  grand  cju'il  soit, 
pourvu  cpi'il  soit  fini. 

Cette  circonstance  se  présente  lorscjue  a  est  un  pôle  de  $(-). 

Conséquences  du  théorème  précédent.  —  On  utilise  le  théorème 
précédent  en  se  fondant  sur  ce  que  le  coefficient  T^  de  z"  dans  le  déve- 

loppemenl  de  (  t  —  -  j    ,  pour  n  très  grand,  est  de  l'ordre  de  t—  —^:^  ; 

Journ.  de  Math.  (4°  série),  tomeX.  —  Kasc.  IV,  1894.  31 
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c'est-à-dire  que  le  produit  R"«'^"aT^  reste  fini  et  différent  de  zéro 
lorsque  n  devient  infini. 

Formons  l'expression  de  N  et  portons-la  dans  l'équation  qui  précède. 
M  se  trouve  décomposé  en  un  nombre  fini  de  termes  qui  décroissent 
de  telle  sorte  que  le  rapport  d'un  terme  au  précédent  tend  vers  zéro, 
lorsque  n  croit  indéfiniment  : 

M  =  A,  T.  +  A,T,  -H  A3T,  -K . . .  +  A^_,  V.  +  ApT^  +  N'. 

On  voit  ainsi  qu'en  prenant  A,T,  comme  valeur  approchée  de  JM, 
on  commet  une  erreur  de  l'ordre  de  ^7-,  -- — ;  ;  on  peut  écrire 

M=A.T,(,+£,), 

£.,  étant  infiniment  petit  de  l'ordre  de    ^    ^  • 

Si  l'on  prend  A,T,  +  AjT^  comme  valeur  approchée  de  M,  on 
commet  une  erreur  de  l'ordre  de  j^„  -7-—  ;  on  peut  écrire 

M  =  (A,T,-t-A,T,)(i  -!-£,), 

£3  étant  infiniment  petit  de  l'ordre  de  -^^i^  • 

Etc 

Si  l'on  prend  A,  T,  -t-  A.T,  -I-  . . .  -(-  Ap_,Tp_|,  comme  valeur  appro- 
chée de  M,  on  commet  une  erreur  de  l'ordre  de  45-  -r— j-  ;  on  peut  écrire 


M  =  (A,T.  +  A,T,-+-...-t-A,_,Tp_,)('  +  ^p)' 

Zp  étant  infiniment  petit  de  l'ordre  de  ^  _„  • 

Enfin,  si  l'on  prend  N  comme  valeur  approchée  de  M,  on  commet 
une  erreur  de  l'ordre  de  N';  on  peut  écrire 

le  produit  rt'~*- 1£|  demeurant  au-dessous  d'un  nombre  fixe,  lorsque 
n  croît  indéfiniment. 

Si  la  fonction  '|  (;:)  est  identiquement  nulle,  le  produit  «''£  tend  vers 
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zéro,  lorsque  n  augmente  indéfiniment,  q  désignant  un  nombre  fini 
quelconque,  aussi  grand  que  l'on  veut. 

Remarque  I.  —  La  fonction  '•|' («)  est,   en  général,  développable 

suivant  les  puissances  positives  ascendantes  de  i —  -•  On  peut  alors 

augmenter  à  volonté  l'exposant  a  et  réduire  £  autant  cju'il  est  nécessaire. 
Mais,  le  plus  souvent,  il  est  suffisant  de  prendre  A,T,  comme  valeur 
approchée  de  M. 

Remarque  II.  —  Ce  qui  vient  d'être  dit  suppose  essentiellement 
1°  que  la  variable  d'intégration  chemine  sur  le  contour  de  façon  à 
tourner  autour  du  point  a  dans  le  sens  rétrograde  (sens  des  arguments 
décroissants);  s'il  en  était  autrement,  il  faudrait  changer  le  signe  des 
résultats  obtenus  d'après  la  règle  qui  vient  d'être  donnée;  2"  que  les 
constantes  A,,  Aj,  . . .,  A^  ont  été  choisies  de  façon  que  la  valeur  des 

binômes  (i  —  ")'  ('~~)''  ■"  ^^^^  réelle  et  positive,  lorscjue  ;: 
désigne  l'affixe  d'un  point  du  segment  de  droite  oa  {fig.  i). 

Deuxième  cas.  —  Admettons  que  le  contour  d'intégration  soit  de 
première  espèce,  par  rapport  à  un  certain  nombre  de  points  singuliers 
de$(-)  et  supposons  que  ceux  de  ces  points  cjui  ont  pour  affixes  a, 
b,  c,  ...,  soient  1°  à  la  même  distance,  R,  de  l'origine,  2°  plus  rap- 
prochés de  l'origine  que  les  autres  singularités,  par  rapport  auxquelles 
le  contour  est  de  première  espèce. 

Chacun  de  ces  points  singuliers  a,  6,  c,  ...  apporte  alors  un  appoint 
à  la  valeur  approchée  de  M. 

Celte  valeur  s'obtient  en  appliquant,  successivement  à  chacun  des 
points  a,  6,  c,  . . . ,  la  règle  donnée  dans  le  premier  cas  et  en  faisant  la 
somme  S  des  résultats. 

On  détermine  pour  chacun  des  points  a^h,  c,  . .  .  l'ordre  de  gran- 
deur des  termes  négligés  d'après  la  règle  donnée  dans  le  premier  cas. 
La  plus  grande  des  valeurs  obtenues  donne  l'ordre  de  l'erreur  com- 
mise, lorsque  l'on  remplace  M  par  son  expression  approchée  S.  On 

peut  écrire 

M  =  S(i  -h  £), 
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£  étant  un  inlinimenl  petit,  en  niômc  temps  que  -,  crautiuU  plus  petit 

que  la  différence  entre  Tordre  du  terme  le  plus  important  de  S  et 
Tordre  de  Terreur  commise  est  plus  accusée. 

Ce  théorème  étend  les  résultats  obtenus  par  M.  Darboux,  dans  son 
beau  Mémoire  sur  l'approximation  des  fonctions  de  grands  nombrcs('). 
Il  a  été  découvert  par  M.  Flamme  (  -),  qui  s'est  placé  dans  l'hypothèse 
où  le  développement  de  la  fonction  4>(^),  autour  de  ses  points  singu- 
liers, peut  être  prolongé  indéfiniment. 

Je  me  bornerai  ici  à  indiquer  qu'en  exprimant,  au  moyen  de  la 
fonction  culérienne  de  seconde  espèce,  les  factorielles  contenues  dans 
T|,  T,,  . . .,  on  obtient  une  expression  approchée  de  M  qui  est  valable 
pour  les  valeurs  positives  entières  ou  fractionnaires  de  n. 

Généralisation  du  théorème  précédent.  —  Revenons  au  premier 
cas  du  théorème  I  et  supposons  que  Ton  puisse  éci'ire  dans  le  domaine 
du  point  singulier  a  de  $(-s) 


+  A,(,-i)""Log^,(.-i)  +  (.~£rLog^(.-j)^(.); 


la  fonction  ç.  étant  holomorplie  et  la  fonction  .p  finie  dans  le  domaine 
de  a  ;  A,,  ... ,  A^  désignant  des  constantes;  ^r,,  y^,  . .  . ,  y^,,  q  des  en- 
tiers positifs  ou  nuls  rangés  dans  un  ordre  quelconque  ;  a  étant  un 
nombre  supérieur  à  —  i  vérifiant  les  inégalités 

a.<a2<  ...<ap<a. 

La  fonction  cp(:;)  comprenant  la  partie  holomor[)he  de  $(3),  dans 
le  voisinage  de  a,  nous  admettrons  que  si  la  suite  des  entiers 


5^0?: 


1  ■•■IIP 


(')  Loc.  cil. 

(')  Thèse  de  doctorat.  Paris,   Gaiiiliier-Ailiars,  1887. 
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contient  des  termes  nuls,  les  termes  de  même  ranj?  de  la  suite 


ne  sont  pas  des  entiers  positifs. 

Dans  ces  conditions,  le  coefficient  N  de  z"  dans  le  développemenl 
de  la  fonction 


l'(^-)  =  ^^'    '-i     "LogM.-^    +...-HA,    .-f)^'Logv.    i-i 


diffère  de  M  d'une  quantité  N',  dont  le  module  multiplié  par  ^"'"'^'' 

^        '        Logî/i 

demeure  au-dessous  d'un  nombre  fixe,  lorsque  n  augmente  indéfini- 
ment. 

Conséquences.  —  Les  applications  de  ce  théorème  sont  fondées  sur 
ce  que 

1°  Le  coefficient  de  ^",  dans  le  développement  (i —-]  Log*(i  — "), 

est  de  l'ordre  de  ^  — ^tttt"'  ^i  ^*  ^^t  un  entier  positif  ou  nul  (A-  entier 

positif  non  nul),  ou  de  l'ordre  de  ^  ~^hr'  si  h  n'est  pas  un  entier 
positif  ou  nul  (k  entier  positif  ou  nul); 

2°  Toute  puissance  positive  de  Log«  est  infiniment  petite  par  rap- 
port à  toute  puissance  positive  de  n  si  petite  qu'elle  soit,  pourvu  qu'elle 
soit  finie,  lorsque  n  croit  indéfiniment. 

Il  résulte  de  là  que  l'on  peut,  comme  dans  le  théorème  I,  décom- 
poser M  en  un  nombre  fini  de  termes,  qui  vont  en  décroissant  de  telle 
sorte  que  le  rapport  d'un  terme  au  précédent  tend  vers  zéro  en  même 
temps  que--  En  prenant  comme  valeur  approchée  de  M  un  certain 
nombre  de  ces  termes,  on  commet  une  erreur  de  l'ordre  du  premier 
terme  négligé  et  cette  valeur  approchée  tend  asymptotiquement  vers 
M,  lorsque  n  augmente  indéfiniment  (' ). 

Lorsque  le  contour  d'intégration  est  de  première  espèce  par  rapport 

(')  Aux^  reniaiciues  faites  deux  pages  plus  haiil,  on  doit  ajouter  que  la  déter- 

niinalion  de  Log  (  i j  >  considérée   ici,  est  réelle  et  négative,    lorsque  ;  est 

Taffixe  d'un  point  de  oa  (/iff.  i). 
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à  un  certain  nombre  de  points  singuliers  de  ^(z)  et  que,  parmi  ceux- 
ci,  plusieurs  sont  équidistants  de  Toriginc  et  plus  rapprochés  que  les 
autres  de  l'origine,  on  doit  considérer  tous  ces  points  singuliers  par- 
ticuliers, et  leur  appliquer  la  règle  donnée  dans  le  deuxième  cas'|du 
théorème  I  (  '). 

2.   Voici  un  corollaire  important  des  propositions  qui  précèdent, 
applicable  seulement  lorsque  n  est  entier  : 

Corollaire.  —  Supposons  que  Tinlégralc  M  soit  prise  le  long  d'un 
contour  fermé  D  {fi^-  2),  et  que  la  fonction  •I>(j)  reprenne  sa  valeur 


lorsque  la  variable  complexe:;,  après  avoir  décrit  le  contour  en  entier, 
revient  au  point  de  départ. 

Supposons  que  $(:;)  ait,  <à  l'extérieur  du  contour  D,  un  certain 
nombre  de  points  singuliers  et  soit  a  l'affixe  de  celui  de  ces  points  qui 
est  le  plus  rapproché  de  l'origine.  Admettons  que  ce  point  singulier 
soit  de  la  nature  de  ceux  que  nous  avons  considères  jusqu'ici. 

Il  est  aisé  de  voir  que  la  valeur  approchée  de  M  s'obtient  en  appli- 
quant au  point  a  la  règle  déduite  du  théorème  I. 

En  elTet,  la  fonction  $(-)  reprenant  sa  valeur  lorsque  la  variable 
parcourt  en  entier  le  contour  D,  ce  contour  peut  être  déformé  d'une 
façon  quelconque,  à  condition  d'éviter  de  rencontrer  les  points  singu- 
liers de  $(s)  et  l'origine.  On  peut  prendre,  en  particulier,  comme 
nouveau  contour  d'intégration,  une  circonférence  D',  ayant  l'origine 
pour  centre,  de  rayon  supérieur  à  |  a|,  déformée  comme  il  est  indiqué 

(')  Ces  propositions  sont  applicables  lorsque  4>(5)  dépend  de  n,  à  condition 
que  celte  fonction  demeure  finie  lorsque  n  croît  indéfiniment. 
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{fig-  2),  de  façon  à  laisser  le  point  a  à  rextérieur  du  contour;  le  rayon 
de  la  circonférence  doit,  en  outre,  être  choisi  de  façon  que  les  points 
singuliers  de  $(3),  plus  éloignés  de  l'origine  que  a,  soient  extérieurs 
au  nouveau  contour  ('). 

En  prenant,  comme  extrémités  du  nouveau  contour,  un  point  B,  C 
de  la  circonférence,  on  obtient  un  contour  de  première  espèce  par 
rapport  au  point  a.  Il  faut  donc  appliquer  à  ce  point  la  règle  donnée 
précédemment.  c.  q.  f.  d. 

S'il  y  avait  plusieurs  points  singuliers  de  0(=),  également  éloignés 
de  l'origine,  à  l'extérieur  du  contour  D,  et  plus  rapprochés  de  l'origine 
que  les  autres  points  extérieurs,  on  devrait  utiliser  tous  ces  points  sin- 
guliers particuliers  pour  obtenir  la  valeur  approchée  de  M. 

Conséquences.  —  1°  Supposons  $(s)  développable  par  la  séi-ie  de 
Mac  Laurin  à  l'intérieur  d'une  circonférence  de  rayon  R  et  admettons 
que  la  convergence  du  développement  cesse  au  delà  de  ce  cercle,  parce 
que  la  fonction  $(■:)  possède,  sur  la  circonférence  R,  un  ou  plu- 
sieurs points  singuliers  de  la  nature  de  ceux  qui  ont  été  considérés 
jusqu'ici.  M  représente  alors  le  coefficient  de  -"  dans  le  développement 
de  $(-).  La  considération  des  points  singuliers  dont  il  s'agit  permet 
d'obtenir  la  valeur  approchée  de  ce  coefficient. 

C'est  cette  proposition  très  importante  qui  a  fait  l'objet  du  beau 
Mémoire  de  M.  Darboux. 

2°  Si  la  fonction  $(s)  est  développable,  non  par  la  série  de  Mac 
Laurin,  mais  par  la  série  de  Laurent,  à  l'intérieur  d'une  couronne  cir- 
culaire limitée  extérieurement  par  une  circonférence  de  rayon  R,  la 
considération  des  points  singuliers  situés  sur  cette  circonférence  per- 
met d'obtenir  la  valeur  approchée  du  coefficient  de  z," . 

Pour  obtenir  la  valeur  approchée  du  coefficient  de  ;„i  poser  z  -—  -, 
et  chercher  la  valeur  approchée  du  coefficient  de  ::'". 


5.   1°  Soit  A„  le  coefficient  de  z"  dans  le  développement  de  (  i  —  ^ 


ai 


(')    Si  le  contour  D  renferme  des  singularités,   à   une  distance  de  l'origine 
supérieure  à  |  a  |,  dilater  la  circonférence  D'  de  façon  qu'elle  les  contienne. 
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(  )n  a 


"■  ^  a"  V{—  h)  V{n  -f-i) 
On  peut  prendre  pour  n  très  c^rand 

2°  Soit  ç  un  entier  positif.  Appelons  B[J'  le  coefficient  de  z"  dans  le 
développement  de  (  i  —  -  1  Log'  (  i  —  -  )• 
On  a,  si  //  n'est  pas  un  entier  positif, 

"        a"  r(«  H-i)  rf/('/    r(— /()  ■■ 

Il  est  facile  de  développer  cette  expression  suivant  les  puissances 
descendantes  de  n.  En  particulier,  B'„'    a  pour  valeur  approchée 


a"  r(— /()  «'+'• 

/    X     1  (r'(— /O      T 

(^■')     {  xÎFpr7^-Log« 

-^  57;[^'<^'*  "+■  '^tI^  ~  ''^^  +  i)Logn  +  2/i  +  i]  + 
Si  A  est  un  entier  positif  ounul'iX  convient  d'écrire 

On  a,  en  particulier, 

Tï(.,  ^  (-0^^'  r(/i  +  i)r(/i-A) 

«  a»  r(n-t-i)  ' 

ou,  approximativement, 

Les  développements  asymptotiques  qui  précèdent  se  déduisent  de 
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l'expression  approchée 


lin 


OÙ  n  désigne  un  grand  nombre  positif  quelconque,  p  un  nombre  iini, 
E  la  base  des  logarithmes  népériens. 

Ce  développement  asymptotique  de  r(n  -+-  p)  jouit  de  la  propriété 
de  pouvoir  être  différentié  par  rapport  à  p,  en  sorte  rpie  le  développe- 
ment asymptotique  de  ,.   '^  s'obtient  en  dérivant  /•  fois,  terme  à 

terme,  le  développement  de  T(n  -+-p),  par  rapport  kp. 

4.  M.  Darboux  a  étendu,  dans  son  Mémoire,  le  résultat  de  Laplace 
concernant  la  valeur  approchée  des  intégrales  de  la  forme 


ff{z)f{z)dz, 

où  il  entre  un  facteur  élevé  à  une  haute  puissance,  au  cas  des  inté- 
grales à  limites  imaginaires. 

Théorème   II.   —  L'intégrale   t  f{z)  ^"{z)dz  étant  prise  le  long 

d'un  chemin  d'intégration  donné,  supposons  que  Von  puisse  dé- 
former ce  chemin  de  façon  à  le  faire  passer  par  un  point  a,  autre 
qu'une  des  limites  de  l'intégrale,  jouissant  des  propriétés  sui- 
vantes :  1°  la  plus  grande  valeur  de  |9(^)|  le  long  du  nouveau  con- 
tour a  lieu  en  a;  2°  <p'(«)  =  o;  3°  les  fonctions  ç(^)  et  f{z)  sont 
holomorphes  autour  du  point  a.  Dans  ces  conditions  la  valeur 
asymptotique  de  l'intégrale  est  la  suivante 

Dans  cette  expression,  n  désigne  un  grand  nom,bre  positif  quel- 
conque; les  lettres  f,  f,   ...,  ç,  ç",  ...  sont  mises  à  la  place  de 

f(a),f'(a),  ...,  (f(a),f(a),  .... 

Journ.  de-Math.  (4*  série),  tome  X.  —  Fasc.  IV,  1894.  ^^ 
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Le  nouveau  contour  passe  quelquefois  par  plusieurs  points,  ana- 
logues à  a,  dont  les  affixes  satisfont  à  l'équation  |ç(-)|  =  l?(«)|-  I' 
faut  alors  calculer  le  second  membre  de  la  formule  ((î))pour  chacun 
de  ces  points.  La  valeur  asymptotique  de  Tintégiale  est  égale  à  la 
somme  des  résultats  ('). 

Le  radical  1/ ^  est  susceptible  de  deux  déterminations.  La  règle 

suivante  donne  le  moyen  de  choisir  entre  ces  déterminations.  Soit  w 
l'angle  que  fait,  avec  la  partie  positive  de  l'axe  des  abscisses,  la  tan- 
gente menée  au  contour  au  point  a,  dans  le  sens  du  mouvement  de  la 
variable  d'intégration. 

_.  .  r  1T,  .,,,,/2'i 

Si  co  est  compris  entre  —  y  et  -t-  y;  la  partie  réelle  de  t  / j  est 

positive. 

,-, .  .  t:  3  TC     ,  .       .  .        .  ,  /  2  O 

Si  o)  est  compris  entre  7  et  -j--,  la  partie  imaginaire  dei  /  —  -^  est 
positive. 

Si  w  est  compris  entre -7^  et -^j  la  partie  réelle  de  l/ ;r  ^st  né- 
gative. 


Si  cj  est  compris  entre  -^  et  ^1  la  partie  imaginaire  de  i  / ^  est 


négative. 


5.  Avant  de  quitter  ce  sujet  il  y  a  lieu  de  donner  quelques  indica- 
tions sur  la  façon  dont  varie  |9(^)|  dans  le  voisinage  d'un  point  a 
pour  lequel  9'(^)  ==  "• 

Il  existe  deux  droites  rectangulaires  passant  par  a  et  divisant  le 
plan  en  régions  jouissant  de  propriétés  différentes.  Dans  l'une  de  ces 
régions  CaB',  BaC',  par  exemple  {Jig-  3),  l9(-)|  passe  par  un 
maximum  pour  r  =  a,  lorsque  -  suit  un  contour  tracé  dans  celte 
région,  au  moins  dans  le  voisinage  de  a.  Dans  la  seconde  région, 
CaB,  C'rtB',  |(p(::)|  passe,  au  contraire,  par  un  minimum  pour^  =  a. 
[jorsque  la  variable  complexe  :;  suit  l'une  des  droites  CC'  ou  BB', 
|9(r)|  s'infléchit  pour  z  =  a. 

(')  Ce  théorème  esl  applicable  lorsqiie/(j  )  et  9(3)  dépendent  de  11,  à  condi- 
tion que  ces  fonctions  demeurent  finies  lorsque  n  croît  indéfiniment. 
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Il  résulte  de  là  que,  quel  que  soit  le  contour  qui  passe  par  a,  la  dé- 
rivée de  |(p(^)|,  par  rapport  à  la  variable  indépendante  réelle  dont 
dépend  le  point  z  lorsqu'il  chemine  sur  ce  contour,  devient  nulle 
lorsque  cette  variable  atteint  la  valeur  qui  rend  z  égal  à  a. 


Kig.  3. 


Réciproqueinenl,  considérons  une  fonction  'f  (-),  holomorplie  dans 
le  voisinage  d'un  point  d'affixe  a,  et  deux  contours  C,  C  passant  par 
ce  point  dans  des  directions  différentes.  Formons  l'expression  de 
|'5(i;)|  le  long  du  contour  C  et  admettons  que  la  dérivée  de  |ç(s)|c,  par 
rapport  au  paramètre  réel  dont  dépend  la  variable  complexe  z  le 
long  de  ce  contour,  soit  nulle  lorsque  ce  paramètre  reçoit  la  valeur  qui 
rend  z  égal  à  a. 

Admettons  que  les  mêmes  circonstances  se  présentent  pour  le  con- 
tour C 

Il  arrive  alors  que  a  est  racine  de  l'équation  cp'(^)  ^^  ^• 

.l'ai  dû  me  borner  à  énoncer  ici  les  propositions  sur  lesquelles  sont 
fondées  mes  recherches  présentes  sur  le  développement  approché  do 
la  fonction  perturbatrice. 

Je  me  propose  de  revenir  sur  ces  méthodes  d'approximation  (pii 
peuvent  être  étendues  de  manière  à  fournir,  dans  des  circonstances 
très  générales,  la  valeur  approchée  des  intégrales  définies  où  il  entre 
un  facteur  élevé  à  une  haute  puissance. 

I. 

6.  Etant  donnée  une  fonction  réelle  Fu(si,'C)  de  période  2r.  par 
rapport  à  chacune  des  variables  CC,  on  peut  la  développer  sous  la 
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forme  suivante,  en  appelant  B^_,p  et  C^,,p  des  coefficients  constants, 

Si  l'on  remplace  les  lignes  trigononictriques  en  fonction  d'exponen- 
tielles imaginaires,  il  vient,  en  désignant  lou jours  par  E  la  base  des 

logarithmes  népériens  et  par  i  le  symbole  y/—  i  , 

(.)  i\(!:m'C)  =  22a„„f//'.w^ 

/'i  /' 

en  posant 

Si  donc  on  développe  F„ ('(,,"()  sous  la  forme  (i),  le  double  do  la 
partie  réelle  de  A^,^  donne  le  coefficient  B^,,  et  le  double  du  coeffi- 
cient de  —  /  dans  A^  ,,  donne  le  coefficienl  C^,  ^. 

En  particulier,  pour  résoudre  le  problème  énoncé  dans  Tavanl- 
propos  du  présent  travail,   il  faut  calculer  A,„  ,„. 

Nous  supposerons,  dans  la  suite,  ///,  >-o,  le  nombre  m  pouvant  être 
positif  ou  négatif. 

7.   Posons 

(0)  ^  =  0,       E'^  =  /,       E'^.  =  rV,       F,(.r,o  =  r'F.,CC,,-C). 
Considérons  les  intégrales 

(1)  l=,4;/.l,</(, 
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prises,  la  première  le  long  de  la  circonférence  |x|=  t,  la  seconde  le 
long-  de  la  circonférence  |  / 1  ==  i . 

On  a,  d'après  les  formules  (  i  )  et  (2), 

d.r 


— ;h 


L'intégrale  est  nulle  tant  que/J,^//?,   et  a  pour  valeur  2/- pour 
p,  =  m,.  On  peut  donc  écrire 

(3)'  J,=2A„,„„/''-°'".-', 

OU,  en  observant  que  0/;?,  =  m,  d'après  la  première  formule  (2), 

(5)  J.=  2  A'".. /""'""'• 

Remplaçons!,  par  cette  expression  dans  la  formule  (4).  11  vient 

1  =  2^'",-^;./' 


L'intégrale  est  nulle  tant  que  p^i»'-,  elle  a  pour  valeur  2 ït:  lorscjue 
p  =^  m. 
On  a  donc 

La  détermination  de  A,„  „,  est  ainsi  ramenée  au  calcul  de  l'inté- 
grale (4);  c'est  ce  qui  va  maintenant  nous  occuper. 

Voici  d'abord  quelc[ues  remarques  qui  seront  utilisées  dans  la  suite 
du  présent  travail. 

La  valeur  de  l'intégrale  (4)  ne  dépend  pas  de  la  détermination  de 
t~^  adoptée  dans  les  formules  (2)  (ces  déterminations  sont  au  nombre 
de  m,  lorsque  ni  et  m,  sont  premiers  entre  eux).  On  en  voit  la  raison 
en  examinant  la  formule  (3)',  où  l~''  se  trouve  élevé  à  la  puissance  /»,. 
Afin  de  fixer  les  idées,  nous  pouvons  convenir  de  partir  du  point  /  =  i , 


4o8  MAURICE    HAMY. 

dans  1p  plan  do  la  variable  /,  avec  la  détermination  do  /~^  qui  a  pour 
valeur  i . 

Le  développement  fi)  est  valable  pour  les  valeurs  réelles  de  C,  el 
de  '(.  En  y  introduisant  les  nouvelles  variables  /  et  x,  au  moyen  des 
formules  (2),  le  développement  converge  donc  forcément  lorsque 
l/|-=i  et  \x\—  I. 

D'après  les  formules  (i)  et  (2),  le  développement  de  F,  (.t,/)  ne 
contient  que  des  puissances  entières  de  la  variable  x.  Cette  fonction 
reprend  donc  sa  valeur  lorsque  le  point  x,  après  avoir  parcouru  la  cir- 
conférence |a7=  t  en  entier,  revient  au  point  de  départ. 

Dans  le  calcul  de  J,  on  pourra  par  suite  déformer  la  circonférence 
|.x'|=  I  arbitrairement,  à  la  condition  d'éviter  de  faire  traverser  à  ce 

F  (  r  <) 
contour  variable  les  points  sinsruliors  de  ,    en  tant  nue  fonction 

de  X. 

Voici  une  autre  remarque  cjui  a  également  une  grande  importance. 

La  formule  (5)  donne  le  développement  de  la  fonction  J,,  suivant 
les  puissances  de  /.  Ce  développement,  qui  est  valable  pour  |  /|  =  i ,  con- 
tient uniquement  des  puissances  cnlières  de  /.  J,  reprend  donc  sa 
valeur  lorsque  la  variable  /,  après  avoir  décrit  la  circonférence  |  ^  |  ^  i 
en  entier,  revient  au  point  de  départ.  Dans  le  calcul  do  [  on  pourra 
donc  déformer  la  circonférence  |  /]  ^  i  d'une  façon  arbitraire,  pourvu 
que  l'on  évite  de  faire  traverser  à  ce  contour  variable  les  points  singu- 
liers de  J,. 

8.  Dans  le  problème  qui  doit  nous  occuper,  (^  et  d  sont  les  anoma- 
lies moyennes  des  deux  planètes  P,  P,. 

A  la  variable  t  nous  allons  en  substituer  une  autre,  ;,  définie  par 

z  =  E'". 

L'équation  de  Kepler  u  —  eûmi  =  'Ç  donne  en  faisant  e  =  sin'^  el 
tenant  compte  de  la  seconde  formule  (2), 


(6) 


dt  sin"}» 


/ 


-iiyn^\)(z-co\.\yiz. 
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Les  formules  connues  du  mouvemenl   elliptique  (')  ((v  anomalie 
vraie,  /•  rayon  vecteur,  a  demi  grand  axe  de  P), 

rcosfv  =  «(cosa  —  e), 


se  changent  en 


/•  sin  IV  =  a  V  I  —  e-  sin  u, 

/•  =  a{\  —  ecosw), 


a  cos*  -   , 

2  /  .  il 


,-E'"'=      — _i(-_tang 
/•  h      = z  —  cot- 


7-  = ^  (  r  —  tang-  ][  z  —  cot  - 


Ces  formules  seront  bientôt  utilisées. 

Effectuons  dans  l'intégrale  (4)  le  changement  de  variable  défini  par 
les  formules  (G). 

Aux  valeurs  réelles  de  "C  correspondent  pour  u  des  valeurs  réelles; 
il  en  résulte  que  |  s  |  =  i  lorsque  |  ^  |  =  i . 

Le  contour  d'intégration  cjue  doit  suivre  la  variable  nouvelle  :;  est 
donc  la  circonférence  |  j|=  i  qui  est  la  transformée  de  la  circonfé- 
rence I  / 1  =  I .  En  posant 

(8)  '  '"' 
(F(x,.)=.-^(.-tang^)(.-cot^)F„q„0, 

on  peut  écrire  Texpression  (4)  de  1 

(9)  I  =  îk/      idz, 


(')  Tisserand,  Traité  de  Mécanique  céleste,  t.  1,  p.  lor  el  io3. 
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en  faisant 


F  (a-,  z.) 


dx. 


■  Nous  avons  fait  observer  que  J,  est  une  fonction  uniforme  de  /  dans 
le  voisinage  de  la  circonférence  |  <  |  =  i .  En  remplaçant,  dans  cette 
fonction,  /par  sa  valeur  (8),  uniforme  en  z,  J,  devient  une  fonction 
uniforme  de  ^  dans  le  voisinage  de  la  circonférence  |  r  |  =  i .  Or  on  a, 
d'après  les  formules  (lo),  (8),  (3),  (2), 


J=- 


sin'i 


1-2 


lang^j  (- -cot^j/J,; 


donc  J  est  une  fonction  uniforme  de  s  dans  le  voisinage  de  la  circonfé- 
rence |  r  |  =  i ,  c'est-à-dire  reprend  sa  valeur,  lorsque  la  variable  :■, 
après  avoir  décrit  en  entier  la  circonférence  |  :^  |  ==  1 ,  revient  au  point 
de  départ. 

II. 

î).  Appliquons  les  considérations  qui  précèdent  au  problème  parti- 
culier énoncé  dans  l'avant-propos  de  ce  Mémoire. 

Appelons  a,  et  l,  le  rayon  vecteur  et  l'anomalie  moyenne  de  la  pla- 
nète P,  qui  décrit  l'orbite  circulaire;  r,  a,  e  =  sin^l^,  t,  u,  w,  le  rayon 
vecteur,  le  demi  grand  axe,  l'excentricité,  l'anomalie  moyenne,  l'ano- 
malie excentrique,  l'anomalie  vraie  de  la  planète  P.  On  peut  supposer, 
puisque  l'excentricité  de  P,  est  nulle,  que  le  périhélie  de  cette  planète 
et  celui  de  la  planète  P  ont  même  longitude. 

Le  carré  de  la  distance  de  P,  et  de  P  a  ainsi  pour  valeur 

A  =  a';;  -H  /•-  —  20,  /-(cos^,  cosa-  -f-  sin'C,  sinvv). 

r,  w^  u  étant  supposés  exprimés  en  fonction  de  '(,  on  a  dans  le  cas 
actuel 

P   .r     n^  /,(E-^.)/(E-") 

"^"^        [«,  +  /•- —  aa, /-(cosÇi  COSW+  sin  Ç,  sinw)]* 


(■0 
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On  en  déduit,  après  rintroduction  dos  notations  (8), 


X  — ?    -  —  cot- 

2-:-  \  2 


tang-ï    /,(rS;)/(-.), 


r,  w,  ^  étant  maintenant  des   fonctions  de  :  définies  par  les  for- 
mules (7). 

Posons,  eu  égard  aux  formules  (6)  et  (7), 


(12) 


«1  '■?(-)  «I 


<i, 


Lorsque  |  :;  |  =  i ,  on  a 


sin'!(  /        i  il -6 


COt 


|y[=r¥(-'] 


(^l>''        !v|<i; 


car,  tv  et  /•  étant  alors  réels  et  |  / 1  =:  i ,  on  a,  puisque  l'orbite  de  P,  enve- 
loppe l'orbite  de  P, 


M  =  ^>^ 


V  I  =  -  <  I  , 


En  introduisant  ces  notations  dans  F(.r,  z),  il  vient,  en  Icnanl  compte 
des  formules  (7), 

(iiY  F(x,z) = r — ^, — ^^^- — -]■'-  -7. (/-'•'■) f(=) 


ou 


(II)"     F(x,z)== 


.r-^(3) 


«l[^?(^)-'] 


.ro(  =  )- 


z^f^i'-'-^)f(^) 


Dans  ces   formules  le  premier  facteur  élevé  à  la  puissance  s-  est 
l'expression  de  —  en  fonction  de  ic  et  de  r. 

Journ.  de  Math.  (4'  série),  tome  \.  —  Fasc.  IV,  189^,  ^^ 
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10.  Les  points  singuliers  de  F{x,  z)  en  tant  que  fonction  de  x  sont 
pour  I  ;  I  =  I  :  les  points  x'  =  oo  et  .r  =  pt,  à  l'extérieur  de  la  circonfé- 
rence |*-|=i,  et,  à  l'intérieur  de  cette  circonférence,  les  points 
X  =  v,  X  =^  o. 

Cela  étant,  considérons  l'intégrale  (lo) 


•  T     r     ^'(^' 


~  clx. 


,1  est  une  fonction  uniforme  de  z  lorsque  |  :;  |  est  voisin  de  i  (  '). 
(^ucls  sont  les  points  singuliers  de  cette  fonction?  Ces  points  singu- 
liers s'obtiennent  en    écrivant    cjue    deux   des  points    singuliers  de 

'  ,   )  en  tant  que  fonction  de  x,  l'un  ultérieur,  l'autre  extérieur  au 

contour  d'intégration,  se  confondent  (-).  Ils  vérifient  par  suite  les 
équations 

U,  =  O,  V  =  x,  LU.  =  V. 

Ou  doit  y  joindre  les  valeurs  r  ^  o,  z  —  y:  pour  lesquelles  le  poly- 
nôme — ^  /  (-),  en  :^  et  -  devient  infini.  Ces  valeurs  sont  également  des 

points  critiques  pour  l^'  (8)  et,  par  suite,  pour  f^^f^x)  pour  p.  et 
pour  V  (12)  (jui  rentrent  dans  l'expression  de  F(a7,  z). 

L'équation  [^  =  0  équivaut  (12)  à  0(3)  =  co  qui  n'admet  pas  de 
solutions  en  dehors  de  -  ^  o,  :;  =  3C. 

L'équation  v  =  x>,  comme  on  s'en  assure  aisément  en  partant  des 
formules  (12)  et  (7),  n'est  vérifiée  que  par  :;  =  o  et  -  =  «. 

L'équation  ij.  =  v  se  décompose  en  deux 

/•  =  a,  et         /■  ^—  a,, 

ou, 

I  pour  /■  =      rt,,  Ksin'^:- +  2(1  —  a) j  +  asin'j/ =  o; 

(  pour  /■  =  — a,,  asin'|;- —  2(1 -H  a}= -I- asin-^  =  o. 


(')  Se  reporter  au  n"  7. 

{^)   PoiNCARÉ,  Les  /inii\'clles  mét/iodcs  de  la  Mécanique  céleste,  t.  I,  p.  282. 
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En  résumé,  les  points  singuliers  de  J  sont  :  r  =  o,  ^  ^  x  et  les 
valeurs  de  z  qui  vérifient  les  équations  (i3). 

1 1 .  Application  de  la  méthode  de  M.  Darhoux  à  J.  —  Nous  ferons 
ultérieurement  suivre  à  z  un  chemin  coupant  l'axe  des  abscisses  en 
deux  points  qui  séparent  respectivement  les  racines  de  chacune  des 
équations  (i3).  Ce  chemin  s'obtiendra  en  déformant  la  circonfé- 
rence 1^1=1,  d'une  façon  continue,  sans  jamais  rencontrer  les  points 
singuliers  de  J. 

Pour  ces  valeurs  de  ^,  le  point  \x  ne  reste  plus  nécessairement  à 
l'extérieur  de  la  circonférence  |a7|=  r,  ni  le  point  v  à  l'intérieur.  Mais 
on  peut,  à  tout  instant,  déformer  le  contour  le  long  duquel  est  prise 
l'intégrale  J,  de  façon  que  \x  demeure  à  l'extérieur,  v  et  l'origine  à 
l'intérieur  de  ce  contour.  Effectivement,  les  passages  compris  entre 
l'origine  et  le  point  u.,  entre  le  point  v  et  l'co,  entre  les  points  [i.  et  v, 
que  le  contour  traverse  lorsque  |2|;=i,  demeurent  constamment 
libres,  puisque  z  ne  rencontre  aucun  des  points  singuliers  de  J.  Il 
convient  d'ajouter  que  le  point  v  ne  peut  venir  se  placer  sur  le  pro- 
longement de  la  droite  qui  joint  loriginc  au  point  pi  (').  Le  point  v, 
en  circulant,  ne  peut  donc  pas  enrouler,  autour  du  point  [jl,  le  con- 
tour le  long  duquel  est  prise  l'intégrale  J.  Il  en  résulte  que  ce  contour 
rencontre,  en  un  seul  point,  la  droite  qui  joint  au  point  a  l'origine 
des  X.  Ce  point  peut  donc  servir  à  évaluer  l'intégrale  J,  en  appliquant 
la  méthode  de  INI.  Darboux. 

Le  développement  de  F(a7,  ::),  dans  le  voisinage  de  a,  est,  en  i-em- 

plaçant  ^ — -'  par  sa  valeur  déduite  des  formules  (12), 

j  F(.T,c)  =  i'^/,(rV)/(~-)(«;-'-=r  (.  -  J^ 

X  I  I  +  des  termes  où  (  i )  entre  en  facteur  . 


(')  Cela  résulte  de  l'expression  v  —  |ji.  =  —  !Ji-(rt;  —  /'")  [form.  (12)],  qui 
permet  de  construire  le  point  v  en  partant  du  point  |ji,  et  de  ce  que  celui  des 
arguments  de  a\ —  /'^  qui  est  nul,  lorsque  ce  binôme  est  réel,  est  toujours  infé- 
rieur à  T  et  supérieur  à  —  -  (n°  20,  Remarque). 
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Le  produit  (a'^  —  /•^)~M  i )     est  susceptible  de  deux  dctcrini- 

nations  puisque  s  est  de  la  forme  -  >  ->  •  •  •  ;  il  faut  donc  faire  un  choix 

préalable  entre  ces  déterminations.  Plaçons-nous  à  cet  effet  dans 
riiypolhèse  où  |  g  |=  i,  cas  où  /•  est  réel.  Les  formules  (12)  montrent 
(|nc  jj.  cl  V  ont  même  argument.  Figurons  ces  points  dans  le  plan,  la 
circonférence  |.ï'|=  i  et  le  point  M  (y?^.  4)  où  la  droite  ijlv  la  ren- 
contre.  I^orsque  x  varie  sur  la  droite  [xv,  entre  [jl  et  v,  l'argument 

Fig.  4- 


de  X,  celui  de  x-  —  ijl  et  celui  de  a;  —  v  demeurent  invariables.  L'expres- 
sion (i  i)'  de  F(j:,  z)  montre  de  suite  que  l'argument  du  facteur  élevé 
à  la  puissance  s  est  lui-même  invariable.  Or,  lorsque  x  vient  en  M,  le 
facteur  en  question  est  réel  et  positif  comme  égal  à  la  distance  réelle 
des  planètes;  il  est  donc  réel  et  positif  lorsque  x  est  l'affixe  d'un  point 
quelconque  du  segment  [xv. 

En  convenant  de  prendre  dans  le  développement  (i/|)  la  détermi- 
nation de  (  I  —  ^  j     qui  est  réelle  et  positive  le  long  deo[jL,  la  condilion 

à  laquelle  nous  venons  d'arriver  conduit  à  prendre  celle  des  détermi- 
nations de  (a^  —  z"-)^''  qui  est  positive  et  réelle  pour  |  :;  |  =  i . 

En  partant  de  la  formule  (i4))  on  a,  d'après  la  méthode  de  M.  Dar- 
boux('), 


I  /■ 


X    coefficient  de  x"''  dans  (  i  —  - 

+  un  terme  de  l'ordre  de  — '--    ■ 

1^'".  J 


(')   Se  reporter  au  n"  2. 


DÉVELOPPEMENT  APPROCHÉ  DE  LA  FONCTION  PERTURBATRICE.   4 '5 

En  remplaçant  dans  la  formule  (-A.)  (Introd.)  a  par  a,  A  par  —s  et 
conservant  seulement  le  terme  principal,  il  vient,  d'après  les  formules 

(.2)et(7), 


(■5) 


en  faisant 


|^aM„--(^.-COl-j  J 


R  restant  fini  lorscjue  m,  augmente  indéfiniment. 

Cette  expression  de  J  n'est  pas  valable  pour  les  valeurs  ;:  =  o, 
::  =  ce  ni  pour  les  valeurs  de  z  cjui  satisfont  aux  équations  (i3).  11 

faut  y  joindre  la  valeur  j  =  cot  -  qui  rend  \j.  infini,  car  la  méthode  de 

M.  Darhoux  ne  s'applicjue  cjue  lorsque  le  point  pi.  est  à  distance  finie. 

L'expression  (i5)  de  J  est  une  identité,  du  moment  où  R  est  une 
fonction  de  z  convenablement  choisie.  Nous  répétons  que  cette 
fonction  R  reste  finie  lorsque  m,  augmente  indéfiniment,  d'après  le 
théorème  de  M.  Darboux,  sauf  pour  les  valeurs  de  3  cjui  viennent 
d'être  mentionnées. 

La  fonction  cp(«)  (12)  est  holomorphe  pour  toute  valeur  de  :r, 
sauf  pour  :;  =  o,  :t  =  co,  et  ne  devient  nulle  que  pour  :;  =  o,  -  =  :c, 

;  =  cot--  J  est  holomorphe  pour  toute  valeur  de  s,  sauf  pour  ^  =  o, 
r  =  30  et  les  racines  des  écjuations  (i3)  (').  D'après  l'identité  (i5),  la 

fonction  (  i  H )  V(c)  est  donc  holomorphe  pour  toute  valeur  de  r, 

sauf  pour  ^  =  0,  :;  =  3:,  ::  =  cot-,  et  pour  les  racines  des  équa- 
tions (i3).  La  fonction  R''î''(::)  jouit  des  mêmes  propriétés,  la  fonc- 
tion ^(-)  n'ayant  manifestement  pas  de  points  singuliers  en  deliors 

de  ^  =  o,  r  =  a:,  :;  =  cot  -  et  des  valeurs  de  z  qui  annulent  à\  —  z'^, 
c'est-à-dire  des  racines  des  équations  (i3). 


(')  Se  reporter  au  n"  10. 


dd 
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En  résumé,  les  fonctions  9(^),  ^(-))  Iî^^(«)  sont  holomorphes, 
sauf  dans  le  voisinage  des  valeurs  de  :r  pour  lesquelles  l'expression  (i5) 
de  J  cesse  d'être  valable. 

111. 

12.   La  fonction  9(^)  joue  un  rôle  essentiel  dans  la  suite  de  ce 
travail.  Nous  commencerons  par  étudier  sa  dérivée. 
On  tire  de  l'équation  (12) 

(.G)  ..=(.^cot^)|:ii>  =  u(.), 

en  posant 

(17)     U(.^):=  Osin'^(^  -  tang^)(r  -  cot^)'  +  2r(..  -f- cot|). 

Discussion  de  l'équation  U(:;)=o.  —  Cette'^équation,  du  troi- 
sième degré  en  z,  peut  se  mettre  sous  la  forme 


G  = 


.(=+COl^-) 


lang  -  1 1  s  —  cot 


on  en  tu'e 


2     [(^-tg^)(^^-+c°4)-^(---^c°t^)](^-cot^)-^^(^  +  co4)(-^-t4) 


h-ïï 


col  - 


Le  numérateur  de  -3;>  du  troisième  degré  en  z,  a  ses  racines  réelles, 
savoir  z  =  z'  (  —  x  <C  z'  <C  —  cot  -  ),  ::  =  r"(  —  cot^  <  z"  <  oV 
r  =  -  (  tang -<[:;'"<  col; 


Nous  trouverons  plus  loin  z',  z",  z'"  el  les  valeurs  correspondantes  0', 

0",  e"'dcO. 

En  considérant  0  comme  l'ordonnée  d'une  courbe  dont  z  est 
l'abscisse,  on  construit  immédiatement  la  fig.  5,  en  observant  que 
l'ordonnée  est  maximum  pour  z  =  z',  minimum  pour  z  =  z"  et::  =  z"'. 
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En  coupant  la  courbe  par  une  parallèle  à  l'axe  des  abscisses,  à  une 
distance  de  cet  axe  égale  à  la  valeur  de  0  qui  figure  dans  Téqua- 


Fif 


lion  L  =  o,  les  racines  de  celte  équation  sont  figurées  géoraétriqucmcnl 
par  les  abscisses  des  points  de  rencontre. 

Le  nombre  m,  des  formules  (2)  et  (8)  est  positif  par  hypothèse. 
Supposons  :  1°  m  <|  o  et  par  conséquent  0  •<  o. 

<_)n  voit  sur  la.  /ig.  5  que  lYMjualion  U  =  o  a  toujours  une  racine 

à       ■ 
positive  supérieure  à  cot-qui  croit  lorsque  0  croit.  Les  deux  autres 

racines  sont  :  réelles  et  comprises  entre  tang-  et  cot-  si  ô  est  inférieur 
à  l'ordonnée  0'"  du  point  C  ;  imaginaires  si  0  est  compris  entre  0  "  et  l'or- 
donnée 0"  du  point  B  (');  réelles  et  comprises  entre  —  col-  et  o  si  6 
est  supérieur  à  0". 

Supposons  :  2°  ni  >•  o,  d'où  0  >  o. 

L'équation  U  =  o  a  toujours  une  racine  positive  comprise  entre  o 

et  tang^  qui  croît  avec  0.  Les  deux  autres  racines  sont  :  réelles  et  com- 
prises entre  —  ce  et  —  cot-  si  0  <  0'  5  imaginaires  si  0  >  0'. 


(')  6'"  est  nécessairemeni  inférieur  à  6",  sans  quoi  l'équation  aurait  plus  de 
trois  racines  pour  les  valeurs  de  0  comprises  entre  9"  et  6'". 
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Faisons  dans  (17) 

/    ,,  6   ('-4-  I 

(i.S)  ;  =  col- 

^  2    1'  —  1 

L'équation  L  =  o  devient 
(îf))  i-'  — (i  —  aOcosDi- +  2O  =  o. 

Remarquons  que 

f  croissant  de  —  oc  à  —  i ,         r  décroît  de  cot-  à  o, 
(9.0)      '  Id.  — I   à  +1,  Id.  où — 3C, 

Id.  -H  I   à  +  2c,  Id.      -i- 30  à  -f- cot -• 

Cela  élanl,  pour  que  l'équation  U  =:  o  ait  une  racine  double,  il  faut 
el  il  suffit  que  Téquatiou  (19)  ait  une  racine  double.  G',  0",  0'"  vérifient 
donc  l'équation 

(■21)  270-  =  (i  —  2  0cosi{^)% 

(juc  Toi)  peut  écrire,  en  [)rei)aul  la  racine  cubique  arithmétique  des 
d('u\  uH'inbrcs, 

(21)  — f  — 2COs];  =  o. 

Cette  équation  en  -^  a  ses  racines  réelles  :   une  racine  positive  et 
f)' 
deux  négatives. 

Li>s  formules  de  résolution  de  l'équation  du  troisième  degré  donnent 

10'=  ô  séc''  ~, 
o  o 

(22)  ^   0"=  —  g  séc»  ('60"—  |V 

(rr=-^séc»(6o"+|). 

Ou  trouvera,  à  la  lin  clu  présent  Mémoire,  une  Table  doiniaiil  les 
valeurs  de  0',  0",  0"  eu  fonction  de  rexcenlrieité  r  =^  siir^. 
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15.   Résolution  de  l'équation  U  =  o  : 

1°  Si  0  <;  Ô'"  les  trois  racines  de  l'équation  U  =  o  sont  réelles  et  po- 
sitives; nous  n'aurons,  dans  le  cours  de  ce  travail,  à  considérer  que  la 
plus  petite. 

Si  o  >>  0  ^  0"  les  trois  racines  sont  réelles;  deux  sont  négatives.  Nous 
n'aurons  à  considérer  que  la  plus  petite  de  ces  racines  (la  plus  voisine 
de  —  ce). 

Si  o  <  0  <<  0'  les  trois  racines  sont  réelles;  deux  sont  négatives.  Nous 
n'aurons  à  considérer  que  la  plus  grande  de  ces  racines  négatives  (la 
racine  moyenne). 

Dans  ces  trois  hypothèses,  la  racine  que  nous  venons  de  définir  sera 
désormais  désignée  par  Z.  Elle  a  pour  valeur 


(23)  Z  =  COt-   , 

^         -^  2    f  —  I 

en  posant 

_  3. 

(24)  cos-/  =  -0|^ ^ ^J     '  o°<-/_<i8o", 


et 


/     t\  / 1  —  2  0  COS  i>  / ,,    „  y 

(25)  p=  — 2t/ 5 ^cos(C)0°+  ;^- 

Pour  la  démonstration  de  ce  résultat  nous  renvoyons  à  Taddilion 
annexée  à  ce  Mémoire. 

2"  Lorsque  les  racines  de  l'équation  U  =  o  ne  seront  pas  toutes 
réelles,  nous  désignerons  par  Z,  et  Z_,  ses  racines  imaginaires. 

Si   0">  0  >  0'"  ou   si   0'<  0  <  — ^—r  ('),  ces  racines  sont  données 

a  COS  4*        ' 


(')  On   a   trouvé   6'^ -:    d'autre   part,    cos6  =  4  cos^  |  —  3  cos  ^-     On 

o       1 Y  3  3 

8cos'  ~ 

a    donc    bien    6'  < 


COSij; 
Journ.  de  Math.  (,'|"  série),  lome  X.  —  Fasc.  IV,  1894. 


^20  MAURICE    II.VMY. 

par  les  formules 


3 

inay^  =  -  ,y  |^ 3 ^J  .        tangç  =  v'iangx, 


(26)  ,^_./'Jl45iî!i_L,+v'— ?v/,-20cos'j.cot2?, 

I  y  3  sin2;         "  '  ' 

Z,  =  cot-  ^ -y         Z_,  =  la  coniuoucc  de  Z,-. 

'  2  ('  —  I  •'   ° 


Si  0  >  — '—r>  z,  et  Z_,  sont  donnés  par  les  formules 

■^     2C0S'i  '  ' 


3 

cota-/  =  0 ^ >         tang>  =  vlangy, 

1  y  3  -=         V  y  T  sin2Ç 

f  -7  .^  'l*    ''  +  I  "7  I  •  '  1        '/  "■ 

I  z,  =  cot-  ^^>         Z_,  =  la  conjuguée  de  /,.      ^ 

3"  Lorsque  0  =  0',  0"  ou  0'",  l'équation  U  =  o  a  une  racine  double. 
(  )n  peut  en  ol)tenir  une  expression  simple. 
En  posant  pour  un  moment 

(28)  T'=0'^         t"=0"^         t"'=.0"'% 

ou  a,  d'après  les  formules  (22), 

(^9)        ;<-'<^'        -^<-'<-^^        --<^"<-.. 

Ou  peut  tirer  la  valeur  de  cos.p  de  l'équation  (21)'  en  fonction  de  -',  t" 
ou  t'"  et  exprimer,  par  suite,  cot-  en  fonction  de  ces  paramètres.  On 
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irouve,  en  tenant  compte  des  inégalités  (29), 


ol-  = ,\/  —, ' 

a  I  +-:'  y    2t'  —  I 

(3o)  \,od  =  ll=JlJ^I^, 

\        2        I  + 1"  y  2t' —  I 


i  -,  —X'"        /2-"'-+-l 


Les  équations  (19)  et   (21)  donnent  comme   valeur  de  la  racine 
double  V  : 


pour  0  =  0',  (■ 


(3i)  pour  0  =  0",  t-  =  'i  . 

(  pour  0  =  0'",         (•  =  t'". 

Les  équations  (18),  (3o),  (3i)  conduisent  ensuite  à 


---V57^'      -=-\/ï7^'     ==v/^'crr 

ou,  en  tenant  compte  des  formules  (28)  et  (22), 

(32)     -=-cot|,     c"=-tang(3o°-  1^,     -"=  +  langi3o°+ |j; 

::'  correspondant  à  0',  z"  à  0",  z'"  à  0 '.  Telles  sont  les  abscisses  des 
points  A,  B,  C  de  \^fig-  5  qui  ont  pour  ordonnées  0',  0"  et  0'". 

14.  Lorsque  0  <  0'",  la  plus  petite  racine  réelle  Z  de  l'équation  U  =  o 
est  comprise  entre  tang-  et  i  puisque  ;  <<  i- 

Le  produit  des  racines  de  Técpiation  U  :=  o  est  indépendant  de  0; 
d'ailleurs,  lorsque  0  croit  de  G"  à  0",  la  racine  réelle  croit  comme  l'in- 
dique la  Jig.  5;  il  faut  donc,  par  compensation,  que  le  module  des 
racines  imaginaires  Z,  et  Z_,  décroisse.  Le  module  de  ces  racines  reste 
donc  compris  entre  z'"  et  |s"|;  il  est  inférieur  à  i. 

Lorsc|ue  0  est  compris  entre  0"  et  o,  la  plus  petite  racine  réelle  Z  de 

l'équation  U  =  o  est  comprise  entre  —  cot-  et  z" . 
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De  là,  il  résulte  que,  pour  0  «<  o,  la  valeur  absolue  de  Z  ou  le  mo- 
dule de  Z,  et  de  Z_,  est  compris  entre  cet-  et  \z"\.  Pour  que  ce  module 

soit  compris  entre  tang- et  cot-»  ilsuffitque  l^'j^  tang--  Eu  rempla- 
çant :"  par  sa  valeur  (32),  on  reconnaît  que  cette  condition  équivaut  à 
'h  <[  /{S",  c'est-à-dire  à  c  =  sin];  <;  — =>  ou  f'<; 0,707.  C'est  ce  qui  a  lieu 
dans  toutes  les  applications.  Nous  pourrons  donc  supposer  la  valeur 
absolue  de  Z,  ou  le  module  de  Z,  et  de  Z_,,compris  entre  tang  -  et  cot  -. 

lorsque  0  <^  o. 

Soit  maintenant  0>o. 

Si  o  <^  0  <;  0',  la  racine  moyenne  Z  de  l'équation  U  =  o  est  com- 

4- 
prise  entre  —  cet-  et  z  . 
'  2 

Lorsque  0  croît  à  partir  de  0',  on  voit  comme  précédemment  que  le 

module  des  racines  imaginaires  Z,  et  Z_,  décroît.  Pour  0  =  00,  ce  module 

>  'i' 

a  |)our  valeur  cot  -• 
'  2 

Ainsi,  lorsque  0  >  o,  la  valeur  absolue  de  Z  ou  le  module  de  Z,  et 
de  Z_,  est  compris  entre  cot-  etcot^- 


IV.  —   Étude  du  module  de  la   fonction  9(^)- 
On  a 

K.)  =  asin^|^^^L-E--^--)]     . 

Posons  :;  =  RE'".  Ou  en  déduit 


i,  i, 

R-  —  2R  col  -  COS(0  4-  COl^  -  r  siti'}/ cosM  ,         1  iT— 0 

(33)    |9(=)|==asin-t \ ^  [rE"^  C^'h-»]     . 

lo.  Étude  de  |  9(-)  |  le  long  de  la  circonférence  de  rayon  R.  — 
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On  tire  de  l'expression  (33) 

(34)  {  4R2col-  —  esiirWR^— i)  fR2— aRcot-  cosw -t- col'- '^ 

•  2  '  '  '   \  2  2 

I       =  sinw P ^-- 

[  aR^R^  — 2Rcol^  cos(o4-cot2  !ï^j 

Le  second  membre  a  le  signe  de  Texpression 

(35)  sinwr4R^cotJ-0sin'KR'-i)(R'-2Rcot|cosw  +  cot-| 

Supposons  d'ahoi-d  0  •<  o. 

Si  R  >  I,  le  coefficient  de  sinto  est  toujours  positif;        .        a  donc 

le  signe  de  sinco.  Il  en  résulte  que,  le  long  de  la  circonférence  R,  |  ^(z)  | 
devient  maximum  absolu  pour  co  =  7:,  minimum  pour  co  =  o. 

Ï51  R  <  I ,  -~ ■  a  le  signe  de 

(36)  sinw  (coso)  +  P), 
en  posant 

2R 


P  = 


H-  -+-  C0I-- 
2 


asin4>(i  — R^)  „        !> 

^    .  aRcot- 


Lorsque  R  décroît  de  i  à  o,  P  décroît  de  +00  à  —  00,  comme  on  s'en 
assure  aisément.  Appelons  R^  la  valeur  de  R  pour  laquelle  P  =  —  i 
et  R,  la  valeur  de  R  pour  laquelle  P  =  i . 

Si  R  >  R,,  cosco  -\-  P  est  essentiellement  positif;  l'expression  (36) 
devient  nulle  pour  co  =  o  et  (o  =  71.  Il  en  résulte  que,  le  long  de  la  cir- 
conférence de  rayon  R,  |  Ç'(s)  |  devient  maximum  absolu  pour  co  =  -, 
minimum  pour  co  =  o. 

Si  R,  >  R  >  Rj,  l'équation  cosco  +  P  =  o  a  une  racine  co,  entre  o 

et  71  et  une  racine  -iiz  —  co,  entre 71  et  271.     '  '      "  apour  racines  co  =  o 

co  =co,,  co  =  7:,  co  =  27:  —  co,.  Pour  co  =  o,  cosco  +  P  est  positif;  il 
en  résulte  que,  le  long  de  la  circonférence  R,  |  9(-)  |  passe  par  deux 
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maxima  absolus  égaux,  correspondant  à  co  =  w,  cl  oj  =  2-  —  w,,  cl 
par  deux  minima  qui  correspondent  à  tu  =  o,  to  =  71. 

Si  R-<R2>  cosco  +  P  est  essentiellement  négatif;  les  racines   de 

—  V "   '  sont  o  et  -.  I  o(r)|  est  maximum  absolu,  le  long  de  la  circon- 

férence  R,  pour  w  =  o,  minimum  pour  co  =  -. 

Soif  en  second  lieu  0  ;>o.  —  Nous  n'examinerons  rpie  le  cas  où 

R  >•  col- ■  Lorsque  11  croît  depuis  col- jusqu'à  +00,  P  diminue  depuis 

r r  —  I  iusqu'à  —  oc. 

Ocostj^  •'       • 

Lorsque  r — —^  —  1  >  i ,  P  prend  toutes  les  valeurs  comprises  entre 
4-  I  et  —  I  quand  R  s'éloigne  assez  de  cot  ^'  Appelons  R',  la  valeur  de  R 
pour  laquelle  P  =  i,  RI  la  valeur  de  R  pour  bupK'lle  P  =  —  i  ;  on  a 

cot'^<R'.  .ctr:.. 

Lorsque  i  >  r — -r  — 1> — t,  P  ne  peut  devenir  égal  à  i,maisj)rcnd 

la  valeur  —  i  quand  R  est  suffisamment  éloigné  de  cot--  Appelons 
encore  R,,  la  valeur  de  R  pour  laquelle  P  =  —  i  ;  on  a 

cot^<R;. 

Si  cot  -  <C  R  <  R, ,  I  <p(^)  I  est  maximum  absolu  pour  w  =  -,  sur  la 

circonférence  R,  minimum  pour  w  =  o. 

Si  R  reçoit  l'une  des  valeurs  pour  les(juellcs  P  est  compris  entre 
+  I  et  —  I,  |9(-)|  passe  par  deux  maxima  égaux  et  absolus,  le  long 
de  la  circonférence  R,  pour  w  =  co',  et  w  =  271  —  co',  ;  w',  et  2ii  —  co', 
étant  les  racines  de  cosco  -f-  P  =  o.  |(p(-)|  est  minimum  pour  w  =0 
et  to  =  7ï. 

Si  R^Rj,  |cp(«)|  est  maximum  absolu,  sur  la  circonférence  R, 
pour  0)^0,  minimum  pour  to  ^  t:. 

16.    i"  Étude  de   (p(s)|  fe  long  de  la  partie  négative  de  l'axe 
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des  abscisses.  —  Faisons  01  =  7:  dans  l'équation  (33)  ;  il  vient 

(    R  +  COl^  )      r  sin.}/  /  1     -1-0 

On  en  lire 

.         d\^{z)\ 


lf(  =  )|        dK 


2RM  R-t-col 


-^raR^R  -cot^)  -Osin'I/fR  +  tang^VR  +  cot 


Le  facteur  entre  crochets  donne  son  signe  à     'J!,"     puisque  R  est 

positif.  Ce  facteur  s'obtient  en  changeant  ::  en  —  R  dans  U(;)  (17). 
Les  valeurs  absolues  des  racines  réelles  négatives  de  U(j),  s'il  y  en  a, 

sont  donc  racines  positives  de  — ■.      • 

Soit  d'abord  ô  <  o  :  Si  0  <  0",  U(^)  n'a  pas  de  racines  négatives 
et,  par  suite,  — ^.T'     >>o;  |cp(-:)|  décroît  donc  lorsque  la  variable  ^ 

marche  dans  le  sens  des  abscisses  croissantes. 

Si  o  >>  0  >  ô",  U(z)  a  toutes  ses  racines  réelles  et  deux  sont  néga- 
tives. |  (p(«)  |  décroît,  lorsque  z  marche  dans  le  sens  des  abscisses 
croissantes,  jusqu'à  ce  que  z  atteigne  la  plus  petite  racine  Z,  croît  en- 
suite jusqu'à  la  seconde  racine  négative  de  U(^)  qui  est  inférieure  à  1 
en  valeur  absolue.  Ainsi  |cp(2)|  passe  par  un  minimum  lorsque  z,  dé- 
crivant l'axe  des  abscisses,  passe  par  la  plus  petite  racine  Z  de  U(j) 
qui  annule  ^'{z).  C'est  là  un  point  essentiel. 

Soil  en  second  lieu  0  >  o  :  Si  0  <^  0',  U(j)  a  ses  racines  réelles, 
deux  sont  négatives.  |  ç(:)  |  passe  par  un  minimum  lorsque  :;  passe  par 
la  plus  grande  racine  négative  Z  [racine  moyenne  de  U(^)];  |tp(s)| 
croît  ensuite  lorsque  :;  va  de  Z  à  l'origine. 

Si  0  ]>  0',  U(:;)  a  des  racines  imaginaires  et  pas  de  racine  néga- 
tive; |cp(-)|  croît  lorsque  :;  marche  dans  le  sens  des  abscisses  crois- 
santes. 

1°  Elude  c?e|(p(5)|  le  long  de   la  partie  positive  de  l'axe  des 
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abscisses.  —  Faisons  w  =  o  dans  l'équation  (33)  ;  il  vieiil 


(  R  —  col-   )     r  siniV/R       Ml-" 

|9(.)|  =  asin=-^^^[RE-^("-^1     . 


2 
On  on  lire 


rfi<f(.)i_^«(R-^'=°'!)+«^'"K''"''"^2)(^— ="4y 


l^^^^^l        ^'''  .R=(R_colf 

Le  numérateur  du  second  membre  donne  son  signe  à  l'expression 

e  — ^j,"     ■  Ce  facteur  s'obtient  en  cbangeanl  z  en  R  dans  U(«). 

Soit  d'aJ>ord  0  <^  o  :  Il  nous  suffira  de  savoir  comment  varie  |9(«)| 

lorsque  II  <^  col  -  et  0  <  0'".   U(;)  a  ses  racines  réelles  et  positives; 

I  9(-)|  ou,  ce  qui  revient  au  même  ici,  5(:r)  décroît  donc  lorsque  z 
croît  à  partir  de  zéro  et  devient  minimum  lorscjue  :;  passe  par  la  plus 
petite  racine  Z  de  U(:;),  laquelle  annule  9'(^). 

Soit  en  second  lieu  ô  >  o  :  Il  nous  suffira  de  savoir  comment  varie 

il 

|cp(j)|   lorsque   R>cot--  U(r)  n'a   pas  de  racines  supérieures  à 
cot  -;  I  cp(-)  I  croit  donc  lorsque  r  croît  à  partir  de  cot  -  • 

17.    De  celle  discussion  nous  allons  tirer  quelques  conséquences  : 
1°  Admettons  que   l'équation   U(r)=o   ait  ses    racines    réelles. 
(Comment  varie  |  cp(^)  |  le  long  de  la  circonférence  D  ayant  l'origine 
pour  centre  et  passant  par  le  point  Z  (  '  ). 

On  vient  de  voir  que  |  <p(s)|  devient  minimum  lorsque  :;,  décrivant 
l'axe  des  abscisses,  passe  par  lepointZ.  lien  résulte,  puisque  çi'(^)  =  o, 
que  I  (p(s)  I  devient  maximum  pour  ^  =  Z,  lorsque  z  décrit  un  contour 
normal  à  l'axe  des  abscisses  au  point  Z  (  ^  ).  Ainsi  I  <p  (s)  |  passe  par  un 
maximum  pour  r  =  Z,  lorsque  :;  décrit  la  circonférence  D.  Ce  maximum 
se  produisant  pour  une  valeur  réelle  de  -  est  unique  et  absolu  le  long 


(')  Se  reporter  au  11°  ii. 
(')  Se  reporter  au  n"  5. 
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de  la  circonférence  (').  Nous  arrivons  ainsi  à  cette  conclusion  capi- 
tale cjue,  lorsque  la  variable  z  suit  la  circonférence  D,  |<p(^)  |  prend 
sa  plus  grande  valeur  au  point  Z  pour  lequel  9'(Z)  =  o. 

2°  Plaçons-nous,  en  second  lieu,  dans  l'hypothèse  où  Féquation 
U  ^  o  a  des  racines  imaginaires.  Figurons,  dans  le  plan  représentatif  de 
la  variable  z,  les  racines  Z,  et  Z_,  et  désignons  maintenant  par  D  la 
circonférence  décrite  de  l'origine  comme  centre  avec  |  Z,|  pour  rayon. 

Je  dis  que  |  <p(^)  |  passe  par  des  maxima  égaux  et  absolus  lorsque  z, 
cheminant  sur  la  circonférence  D,  atteint  les  valeurs  z  =  Z,,  :;  =  Z_,. 

En  effet,  f'(z)  étant  nulle  pour  r  =  Z,-  et  z  =  Z_,-,  la  dérivée  de 
I  o(;)  I  par  rapport  à  la  variable  réelle  indépendante  dont  dépend  le 
point  Z,  le  long  du  contour  D,  doit  s'annuler  lorsque  cette  variable 
atteint  les  valeurs  qui  rendent  :;  =  Z,,  z  =  Z_,(-). 

La  variable  indépendante  le  long  de  D  est  l'argument  co  de  z,  en 

sorte  que,  si  w,  représente  l'argument  de  Z,,       t         est   nulle   pour 

to  ^  M,  et  co  ^  2-  --  co,.  w,  est  diflércnt  de  zéro  et  de  -;  nous  sa- 
vons (  '),  dans  ces  conditions,  que  |  9(-)  1  est  maximum  absolu  le  long 
de  la  circonférence  D  pour  les  valeurs  co  =  co,,  00  =  27Î  —  oi),.  c.  q.  f.  d. 
Ainsi,  lorscjue  la  variable  :  décrit  la  circonférence  D,  |  o(iT|  prend 
sa  plus  grande  valeur  aux  points  :;  =  Z,  et  ::  =  Z_,,  pour  lescjnels 
o'(Z,)  =  ?'(Z-,)  =  o. 


18.   Les  racines  des  équations  (  1 3) 
(i3) 


a  sin  ij;  j'  +  2  (  I  —  a  )  ^  +  a  sin  '|  =  o , 
a  siirj/r-  —  2(1  -+-  a);  +  a  sin'.}/  =  o 


sont  réelles,  du  moment  où  les  orbites  des  planètes  ne  se  rencontrent 
pas  en  un  point  réel.  Ces  racines  sont  inverses  deux  à  deux;  celles  de 

(')  Se  reporter  au  n"  15. 
(-)  Se  reporter  au  n°  5. 

Journ.  de  Math,  {.'i'  série),  tome  X.  —  Fasc.  IV,  1894.  ^3 
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la  première  équation  sont  négatives  et  moins  écartées  de  la  circonfé- 
rence I  s  I  ^=  I  que  les  racines  de  la  seconde  équation  qui  sont  posi- 
tives. 

a  étant  inférieur  à  i,  les  nombres  tana;-)  cot  -  sont  intérieurs  aux 

racines  de  la  seconde  équation;  les  nombres  —  tang-,  —cot -sont 

intérieurs  aux  racines  de  )a  première  seulement  lorsque  a  <  i. 

Cela  étant,  considérons  une  circonférence,  de  rayon  variable,  con- 
centrique à  l'origine,  coïncidant  au  point  de  départ  avec  la  circonfé- 
rence I  z  I  =  I  et  venant  se  confondre  avec  la  circonférence  D  du  Cha- 
pitre précédent.  Cette  circonférence  variable  ne  rencontre  pas,  en 
chemin,  les  racines  des  équations  (i3)  si  0  <^  o  et  a<;  ^,  vu  les  limites 
entre  lesquelles  sont  alors  compris  |  Z  |  ou  |  Z,  |  (  '  ).  Mais,  si  0  et  a  ne  vé- 
rifient pas  ces  inégalités,  la  circonférence  variable  peut  rencontrer 
l'une  des  racines  de  chacune  des  équations  (i3).  La  première  racine 
rencontrée  appartient  nécessairement  à  la  première  équation  (i3), 
puisque,  des  deux  racines  des  équations  (i3)  situées  d'un  même  côté 
de  la  circonférence  |  z  |  =  i ,  la  plus  rapprochée  de  cette  circonférence 
vérifie  la  première  équation. 

Définition.  —  Nous  désignerons  désormais  par  r,  et  z.,(^z,  <C-2<C'^) 
les  racines  de  la  première  équation  (i3)  et  par  z\ ,  z'.,  celles  de  la  se- 
conde (s',  >:;;>o). 

VI. 

Revenons  à  l'intégrale  (9)  prise  le  long  de  la  circonférence  |  z  |  =  i  ; 

I  =  -U   fidz. 

On  a  vu  (-)  que  J  est  une  fonction  uniforme  dans  le  voisinage  de  la 
circonférence  |  s  |  ^  1  ;  ses  points  singuliers  sont  3  =  0,  z  =  ce  et  les 
racines  des  équations  (i3).  On  peut  donc  remplacer  la  circonférence 

(')  Se  reporter  au  n"  i4. 
(')  Se  reporter  au  n°  8. 
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crintégration  |^î  :=  i  par  un  autre  contour  C,  entourant  l'origine,  à 
condition  cjue,  dans  l'intervalle  compris  entre  C  et  la  circonférence 
I  ;  I  ==  I,  les  équations  (i3)  n'aient  pas  de  racines. 

19.  En  choisissant  convenablement  le  contour  C,  on  parvient  rapi- 
dement, dans  deux  cas  particuliers  que  nous  examinerons  tout  d'a- 
bord, à  l'évaluation  approchée  de  I. 

1°  L'équation  U(3)  =  o  a  toutes  ses  racines  réelles  (G<!0"'  ou 
0"  <  0  <  0')  et  de   plus  |  ^,  |  >  |  Z  |  >  |  ;,  |. 

On  peut  prendre,  comme  nouveau  contour  C,  la  circonférence  D 
décrite  de  l'origine  comme  centre  avec  |Z|  pour  rayon.  Effective- 
ment, d'après  l'hypothèse,  on  a,  a  fortiori  (  '  ),  s',  >  |  Z  |  >  s'^ . 

Il  s'ensuit  que  J  n'a  pas  de  singularités  dans  l'espace  compris  entre 
la  circonférence  D  et  la  circonférence  |  :;  |  =  i ,  les  intervalles  compris 
entre  |^,  |  et  l-j],  d'une  part,  entre  z\  et  -j1,  d'autre  part,  compre- 
nant l'unité. 

L'expression  (i5)  de  J  est  valable  pour  tous  les  points  de  la  circon- 
férence D.  On  peut  donc  écrire 


'=''£f:^^^^{^-^^y<^^)d^ 


Le  maximum  de  [  cp(-)  |,  le  long  de  D,  correspond  à  la  valeur  z  =:L 
qui  annule  cp'(^)  (')•  L'expression  approchée  de  I  s'obtient  donc,  sur- 
le-champ,  en  appliquant  le  théorème  II  de  l'Introduction.  On  trouve, 
en  conservant  seulement  le  terme  principal  et  remarquant  que  le  pro- 
duit R^I' (j)  est  fini  pour  -  =  Z(^), 


(^7)        l  =  "S\/--S§,\/^,^mt'<^) 


K 

m, 


K  restant  fini  lorsque  n^^  croit  indéfiniment. 

2°  L'équation  U(3)  =o  a   des  racines   imaginaires  (0"'<;0<;0" 
ou  0'  <^  G)  et  de  plus  |  -,  |  >  |  Z,- 1  >  |  s„  |. 


(')  Se  reporter  au  n°  18. 
(^)  Se  reporter  au  n">  17. 
(^)   Se  reporter  au  n°  11  et  au  n°  4  (noteV 
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On  peut  prendre  comme  nouveau  contour  C,  pour  les  mêmes  raisons 
que  précédemment,  la  circonférence  D  ayant  pour  rayon  |  Z,  |  =  |  Z_,  |. 
En  remplaçant  J  par  sa  valeur  (i  5),  qui  est  valable  pour  tous  les  points 
du  contour  D,  on  a 

Le  long  de  D,  |ç(z)  |  passe  par  deux  maxima  absolus  égaux  pour 
^  =  Z,-  et  ^  =  Z_,-;  on  a  en  outre  9'(Z,)  =  cp'(Z_,)  =  o('). 

Il  faut  donc,  pour  avoir  l'expression  de  I,  faire  la  somme  des  résul- 
tats que  Ton  obtient  en  appliquant  successivement  le  théorème  II  de 
rintroduction  aux  pointsZ,  etZ_,.  Ainsion  a,  en  conservant  seulement 
le  terme  principal  et  remarquant  que  R^F(z)  est  fini  pour  z  =  Z,  et 

--  =  Z_,(0 

^3^^,  \^  =  ^\/l  [\/-^_|§^Z,),""(Z.) 

K'  restant  fini  lorsque  /»,  augmente  indéfiniment. 

Remarque.  —  Les  radicaux  qui  entrent  dans  les  formules  (Sy)  et 
(37)'  ont  un  sens  bien  défini  d'après  la  règle  cpii  a  été  donnée  dans 
l'Introduction.  Il  reste  à  choisir  la  détermination  du  facteur  (a;;  —  /■')"* 
qui  fait  partie  de  W. 

On  peut  prendre  l'argument  de  «,  —  /■-  égal  à  zéro  pour  |  ;  |  ^  i , 
car  (a'i  —  /•-)"■'  est  alors  réel  et  positif  (-).  Or  on  a  (7)  et  ([2) 

a  I  —  /•■-  =  —  ;ir^  [a  sin  'I ;-  +  2  (  /  —  a )  r  +  a  sin  ']/ ] 
X  [a  sin  •]/  ^■-  —  2  (  I  -I-  a  )  ;  4-  a  sin  ']/\ . 

Les  deux  facteurs  entre  crochets  sont  les  premiers  membres  des 


(  '  )  Se  reporter  au  11°  17. 

(^)  Se  reporter  au  n°  11  et  au  n"  V  (noie). 
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équations  (i3).  Figurons  leurs  racines  en  ;,,  Zo,  'l,  :',,  et  joignons  un 
point  P  du  plan  à  ces  points  et  à  l'origine  (fig-  ti)-  L'argument  de 
«^  —  /•'-  lorsque  la  variable  :;  occupe  la  position  P  a  pour  valeur 

O  =  O),   +  OJ.j  +  w!,  4-  Co'i    —   2  0)  —  -. 

En  effet,  si  le  point  P  vient  sur  l'axe  des  abscisses  à  une  distance  de 
l'origine  égale  à  i  (P  est  alors,  soit  entre  :;!,  et  z\,  soit  entre  z,  et  Zo), 
Q  est  bien  nul. 

Fig.  6. 
P 

-" I £ I I J 1 1  ■     .1 ^ ' 

Xj    (i),      x^   ti>,     o  a   x^  Uj      u,  ^/  (i), 

Des  relations  faciles  entre  les  angles  marqués  sur  la  figure  permet- 
tent d'écrire 

i2  ^  C0|  —  (O'j   -t-  Y]'  —  Y]. 

Mais,  dans  le  triangle  ;,  P  ::', ,  on  a 

co,  +  Tj  -H  y]' +  w';  <tt;' 
on  peut  donc  écrire  a  fortiori 

10K-. 

Si  le  point  P  est  sur  un  contour  assujetti  à  rencontrer  l'axe  des 
abscisses  seulement  entre  les  points  :;,,  z^  et  entre  les  points  z\^  ^!,, 
condition  que  réalise  un  contour  équivalent,  pour  l'intégrale  I,  à  la 
circonférence  |;j|:=i,  cette  inégalité  a  lieu  dans  toutes  les  positions 
de  P. 

Le  véritable  argument  du  facteur  {a\  —  r-")'^  s'obtient  donc  en 
multipliant  par  —  s  l'argument  de  à\  —  r^  compris  entre  —  -  et  -t-Ti. 

20.  Lorsque  jZ|  ou  |Z,|  n'est  pas  compris  entre  |  ^,  |  et  |  z.^^  on  peut 
encore  prendre  la  circonférence  D  comme  nouveau  chemin  d'intégra- 
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lion,  à  condition  de  la  déformer  comme  on  l'indiquera  bientôt.  Mais 
on  n'arrive  plus  aussi  directement  que  précédemment  à  la  détermina- 
lion  de  l'intégrale  I.  11  convient  alors  de  décomposer  I  en  deux  parties 
et  d'évaluer  séparément  chacune  de  ces  parties. 

Supposons  d'abord  |  Z  |  ou  |  Z,|  supérieur  à  |  s,  |  (|  ^,  |  étant  supérieur 
à  I,  cette  hypothèse  correspond  nécessairement  à  0  >  0")(').  Le  nou- 
veau chemin  d'intégration  doit  être  construit  de  façon  à  ne  pas  ren- 
fermer le  point  z,. 

Décrivons  (/ig.  7)  du  point  :;|   comme  centre  une  demi-circonfé- 

Fig.  ^. 


rence  ^'My',  avec  un  rayon  très  petit.  Menons  à  l'axe  des  abscisses 
les  parallèles  [3'^",  y' y",  limitées  à  la  circonférence  D.  Prenons,  sur  ces 
droites,  des  points  p,  y,  symétriques  par  rapport  à  l'axe  des  abscisses 
et  à  dislance  finie  du  point  z,,  mais  assez  rapprochés  de  ce  point  pour 
(|u"un  développement  que  nous  rencontrerons  plus  loin,  qui  converge 
dans  le  domaine  de  z,,  soit  valable  jusqu'en  [3,  y. 

Le  rayon  de  la  circonférence  ^'My'  étant  très  petit,  les  angles  j3z,  M, 
y-,  M  sont  voisins  de  tt. 

Le  contour  My'yy"DP"Pp'M,  que  nous  désignerons  par  C,  est  équi- 
valent à  la  circonférence  1 2  |  ^  i  pour  l'intégrale  L  Toutefois,  ce  nou- 
veau contour,  qui  contient  toujours  la  plus  petite  racine  z'.,  de  la 
seconde  équation  (i3),  ne  doit  pas  renfermer  la  plus  grande  racine 
z\  de  cette  équation.  Cette  circonstance  peut  se  présenter  lorsque 
0^0  (');  mais  nous  verrons  au  n"  21  qu'il  n'y  a  pas  lieu  de  s'en 
préoccuper. 

(')  Se  reporter  aux  n"*  14-  et  18. 
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Supposons  maintenant  |  Z  |  ou  |  Z,- 1  inférieur  à  |  ^^  |  (|  :j2  |  étant  infé- 
rieur à  I,  cette  hypothèse  correspond  nécessairement  à  0  <  o)  (').  Le 
nouveau  contour  doit  être  construit  de  façon  à  renfermer  le  point  z^. 

Décrivons  {Jig.  8),  du  point  Z2  comme  centre,  une  demi-circonfé- 
rence ^'^ly''  ^^'^'^  ^^  rayon  très  petit.  Menons,  à  Taxe  des  abscisses, 
les  parallèles  jî'j3",  y' y"  limitées  à  la  circonférence  D.  Prenons  sur  ces 

Fig.  8. 


droites  des  points  p,  y,  symétriques  par  rapport  à  l'axe  des  abscisses 
et  à  distance  finie  du  point  z^,  mais  assez  rapprochés  de  ce  point  pour 
qu'un  développement  que  nous  rencontrerons  plus  loin,  qui  converge 
dans  le  domaine  de  j,,  soit  valable  jusqu'en  [3,  y. 

Le  contour  My'yy"D[3"|3jB'M  que  nous  désignerons  par  C,  comme 
précédemment,  est  équivalent  à  la  circonférence  |5|  =  i  pour  l'inté- 
grale L  La  circonférence  D  renferme  en  effet,  dans  notre  hypothèse, 
la  plus  petite  racine  ^1,  de  la  seconde  équation  (i3)  et  ne  contient  pas 
la  plus  grande  racine  z\  de  cette  équation  ('). 

Nous  désignerons  dorénavant  par  C'  le  contour  pjî'My'y  et  par  C" 
le  contour  yy"Dp"j3  (/ig-  7  et  8).  iS'ous  appellerons  I'  la  partie  de 
l'intégrale  I  qui  correspond  au  contour  C,  et  I"  la  partie  de  l'inté- 
grale I  qui  correspond  au  contour  C". 

Détermination  de  1".  —  Tous  les  points  du  contour  C"  sont  à  dis- 
tance finie  du  point  -,  (Jig.  7)  ou  du  point  z.;,  {fig-  8).  On  peut  donc, 
dans  l'intégrale 

I"=  Ç^dz, 


(  *  )  Se  reporter  aux  n**^  14.  et  18. 
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remplacer  J  par  sa  valeur  (i5),  ce  qui  doune 

(38)  I"=^£F(.)[.+  'i<^]o'M--)^- 

Avanl  d'évaluer  I",  il  convient  de  remarciuer  que  la  plus  grande 
valeur  de  |  cp(s)  |  le  long  de  P"P  et  de  y"y,  savoir  l9(p)  |  =  |  9(7)  |,  est 
inférieure  à  |o(-,)|  {fig.  7)  ou  à  \zf{z^_)  {_fg.  8).  |  ^(r)  |  croît  efTecti- 
vement  lors([ue  «  décrit  le  segment  Q;,iM  {Jig.  7)  puisque  le  point  M, 
très  rapproché  de  j;,,  est  compris  entre  :;,  et  —  i  (').  De  même,  |9(;)| 
croît  lorsque  :;  décrit  le  segment  Qr,M  {fig.  ^),  le  sens  Q^,  M  étant 
le  sens  des  abscisses  décroissantes  ('). 

Ainsi  on  a,  dans  le  cas  de  la  fig.  7, 

i?(m<i?(?)i<i?(-M)i<i?(M)i, 

I?(ï")I<I?(y)I<I?(-m)1<I9(M)|; 
dans  le  cas  de  lu  fig-  8, 

l?(P")l<l?(?)l<l?(-^OI<l?(M)!, 

I  t(t")I<I?(t)  Kl  ?(--.)  I<I?(M)|. 

Rappelons  enfin  c]ue  la  plus  grande  valeur  de  ]  cp(-)  |,  le  long  de  la 
circonférence  D,  est  |cp(Z)|  si  l'équation  U  =  o  a  ses  racines  réelles 
et  I  cb(Z,)  I  si  cette  équation  a  des  racines  imaginaires  (^). 

Pour  donner  à  l'expression  de  1"  sa  forme  définitive,  nous  distingue- 
rons trois  cas. 

Premier  cas.  —  1°  La  plus  grande  valeur  de  |  cp  (:;)  |  le  long  du  con- 
tour C"  est  inférieure  à  |'p(-,)l  (fig-  7)  dans  les  deux  hypothèses 
suivantes  : 

0'>.  0  >  0"(U  a  ses  racines  réelles)  et  Z  <  r,  ; 

0  >0'(U  a  des  racines  imaginaires),  !  Z,- 1  >  ]  r,  |  et  |o(Z,)|<  |  9  (  j,  )|. 


(')   Se  reporter  au  n"  16. 
(-)  Se  reporter  au  u°  17. 
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2°  La  plus  grande  valeur  de  |  ^  {z)\  le  long  du  contour  C"  est  infé- 
rieure à  1^(^2)1  (T'é'-  ^)  tlf*ns  les  trois  hypothèses  suivantes  : 

o  >  0  >•  ô"  (  U  a  ses  racines  réelles  )     et     Z  >>  r^  ; 

0">  0  >  0'"  (U  a  des  racines  imaginaires),   |Z,|-<|j2|      et      |o(Z,)|  <[  |o(r.j)|  ; 
0  <  0'"  (U  a  SCS  l'acines  réelles),   Z<C\:.,\     et     o(Z)  <C\':^  (:.,){■ 

Pour  obtenir  I",  dans  ce  cas,  nous  appliquerons  un  théorème  dû  à 
AI.  Darboux  (  '  ).  En  désignant  par  t  un  facteur  de  module  inférieur  à  i , 
par  /"  la  longueur  du  chemin  C"  et  par  ^  ralTixe  d'un  point  convenable 
de  ce  contour,  l'intégrale  (38)  peut  se  mettre  sous  la  forme 

(38)''  l"  =  ^l"!!l^wa)\t  +  'l^lo"'.(HV 

Il  importe  de  remarijuer  que  l'on  a  : 
Dans  le  cas  de  lay?^''.  7 

l?(i)l<l?(^M)|; 

dans  le  cas  de  la  /ig.  8 

ces  inégalités  ne  pouvant  d'ailleurs  pas  se  transformer  en  égalités. 

Deuxième  cas.  —  Supposons  que  l'une  des  deux  circonstances  sui- 
vantes se  présente 

0  >  G'  (U  a  des  racines  imaginaires),   lZ,l>-|r|j     et     |'^(Z,)|  >  |  cp(r|)|; 
0">0>0"'(Uadesracinesimaginaires),  |Z,|<|j,|     et     |9(Z,)|  >  |  9(:;,)|. 

Les  plus  grandes  valeurs  de  |cp(-)l  le  long  du  contour  C"  correspon- 
dent alors  aux  racines  r  =  Z,  et  r  =  Z_,  de  9'(")-  O"  P^^'-  donc 
obtenir  l'expression  de  I"  en  appliquant  le  théorème  II  de  l'Introduc- 
tion à  l'intégrale  (38),  comme  on  l'a  déjà  fait  pour  arriver  à  la  for- 
mule (37)'. 


(')  Cours  (le  M.  Ilermite,  4°  édition,  p.  65;  Hermann. 

Journ.  de  .)/at/i.^!i'  série),  tome  X.  —  Fasc.  IV,   1894.  "'t) 
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Ainsi  on  pciil  ])roiiclro  coniino  valeur  do  1" 


C>^)" 


l" 


■11-  V  "'i  I 


\/-^|^^'(2'^^/"'<^'^ 


v/-^Jfei^*^^-'^^"''(^-'U' 


III, 


k'  iTsliiiil  Uni  lorsipii'  /// ,  aiiLinionle  indiMinliinMil . 
IliolSIÈME  CAS.    —   (  )ii  a 

0<0"'  (L  asos  racines  lécUes),  Z<|--,,|     d      -j(Z  )  >|-^(r,)l. 

La  pins  grande  valeur  de  |^(:;)|  le  \o\\'^  du  eonloui- (  1"  correspond 
à  la  racine  z  —  'L  de  9'(-)-  <^"  peut  donc  obtenir  l'expression  1"  eu 
applicpianlle  tliêorème  II  de  l'Inlroduclion  à  Tinlégrale  (38),  comme 
on  l'a  déjà  fait  pour  |)arveiiir  à  la  l'ornude  (  37). 

Ainsi,  dans  ce  troisième  cas,  on  peni   pien(lr<'  cotnine  valeni'  de  I" 


^  -HT.   \  0  (Z.)  y  »(,  '  '  /",/ 

K"  reslani  lini  loisipie  ///,  aui^iiientc  indr'HiiinKMil. 

Jlcmaïqiif.   —   On  voil  que  \"  (^sl  de  la  forme 

I"=.»,;'G"(^";9'".(^0: 

la  iontlion  ("1"  restant  linie  lors(jue  ///,  aui;nie]ile  ind(''lininient  et  ^" 
reprcsentanl.  H  dans  1(^  premi(M'  cas,  Z,  dans  le  second  cas,  Z  dans  le 
Iroisième  cas. 

On  peut  ellc(ii\emenl,   dans  la   formule  (3tS)",  m<-llre  'y"'.(Z,)  en 
facli'ur  el  faire  rentrer,  dans  (1",  le  facteur 


r?tz-, 


) 

qui  reste  Uni,  loistpie ///,   aui;iuente  iud(''liniiuenl ,   piiis(pie 

|o(z,)!  =  |s(Z_,)|. 
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*21.  Nous  avons  admis  implicilemcnl,  lorsque  O^o,  (jue  la  plus 
grande  racine  z\  de  la  seconde  équalion  (i3)  esl  cxlérienre  à  la  cir- 
conférence D.  11  est  facile  de  s'affranchir  de  celle  rcslriclion. 

Considérons  le  point  "•  où  la  circonférence  D  (Jig-  9)  rencontre  la 
partie  positive  de  Taxe  des  abscisses.  On  a  \'ji(ff)\<^\zi(Z)\  ou 
l?(o)l  "^  lî(.^')l  puisque,  suivant  que  U  a  ou  non  ses  racines  réelles, 
|ç(-)|  est  maximum,  le  long  de  la  circonférence  D,  pour;  =  Z  ou  potn^ 
;  =  Z,  et  r  =  Z_,. 


Si  g  est  plus  éloig-né  de  l'origine  que  le  point  singulier  :\  de  .1,  il  esl 
a  forlioi-i à  une  distance  de  l'origine  supérieure  à  cot  -  (  '  ).  On  a  donc, 

pour  loul  point  3  pris  sur  le  seguienl  z\g  de  l'axe  des  abscisses  (-), 
|?(-)|  <|?(éO!  et,  a  fortiori, 

|cp(.-)|<|?(Z)|         ou         |ç(-.)|<|o(Z,)!, 

suivant  que  l'écjuation  U  =  o  a  ou  non  ses  racines  réelles.  U  en  est  de 
même  si  le  point  :;  est  pris  le  long  des  droites  g' g\^  o\"'\j  ^^^^'^  voisines 
de  l'axe  des  abscisses. 


Décrivons,  autour  de  z\,  une  circonférence  de  rayon  11 


m 


I    o  '   .1  I 


rencontrant  l'axe  des  abscisses  en  un  point  g,,  situé  à  une  distance 
de  l'origine  supérieure  à  cot- •  En  vertu  de  la  continuité  de  la  fonc- 
tion cp  (:;),  ou  peut  choisir  le  rayon  de  celle  circonférence  de  façon  que, 
pour  tout  point  c  pris  sur  celle  ligne,  la  différence  |  ç  (;)|  —  |  ç  (j,  )| 


(')  Se  reporter  a»  n°  18. 
(-)  Se  reporter  au  n"  IG. 
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ne  dépasso  pas  un  iioml)i'c  fini  donné.  On  poiil  donc  faiiv  en  sorlc  (pic, 
le  loni;-  de  Tare  g\f:',ii'], 

|9(-)i<|9(Z)|         ou         |cp(r)l<|^(Z,)|, 

suivant  que  U  a  ou  non  ses  racines  réelles. 

En  faisant  subir  à  la  circonférence  D  la  déformalion  "•'•'.  4', ''•■'", 
le  point  z\  reste  à  rextéricur  du  contour  C.  (lomnic  tous  les  points  de 

cette  déformalion  sont  à  dislance  finie  du  point  z\  i-t  du  point  cot  -> 

l'expression  (ir))de  J  est  valable,  comme  aujiara\aiil,  pour  Ions  les 
points  du  contour  ('/',  modifié  comme  il  vient  d'ètie  dit. 

Les  résultats  précédemment  acquis,  en  ce  qui  regarde  I",  sont  fondés 
sur  ce  que  la  plus  grande  valeur  de  |  o  (;)  |,  le  long  de  la  circonférence  D, 
est  [^(Z)!  ou  |çi(Z,)|.  L'introduction  dans  le  contour  C"  du  chemin 
s:' g\  g !§",§",  le  long  duquel  J9(«)|  est  inférieur  à  |  cp(Z)|  ou  à  |o(Z,)  |, 
ne  modifie  donc  en  rien  nos  conclusions. 

Il  reste,  pour  avoir  la  valeur  complète  de  1  dans  les  cas  éiiumérés 
n"  20  du  présent  Chapitre, -."i  déterminer  la  valeur  de  I'.  Cette  ques- 
tion \a  faire  l'objet  des  Chapitres  qui  suiv(Mil. 

\]\.    —  Transformation   dk  i,a   fonction  F(.r,  r). 
Posons 
(39)  .r,  =  — ; — :,         j:.i  = 


Nous  nous  pi'oposons  de  mettre  la  fonction  F(.'',  :)  sous  une  forme 
particulière  dans  le  voisinage  des  valeurs  ;  =  r,,  ,r  =  ./•,  d'une  )>art, 
;  =  j^,  ,/■  =  .1'.-,  d'autre  part. 

2*2.   Supposons  r  voisin  de  r,  et  x  de  ./•,. 

La  valeur  (11)"  de  F(./',  r)  contient  l'expression  du  caii^''  de  la 
distance  des  planètes 

ao)  l  =  -a^^-^ '-i ^^i^i^J. 

élevé  à  la  puissance  —  s. 
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A  esl  une  fonclion  holoinorpho  do  x  —  x^  et  de  ^  —  :;,  dans  un  cer- 
tain domaine.  /■-  devenant  égal  à  a'\  pour  :;  =  r,  ('),  cette  fonction  a 
deux  racines  égales  à  ;,  pour  .v  =  .i\. 

Tl  résulte  de  là  que,  pour  x  voisin  de  x,,  A  a  deux  racines  t',  n"  voi- 
sines de  z,  et  que  Ton  peut  poser  identiquement  (^) 

(4.)  A  =  (.-.';(.-OXjT77^^;-^-Tr)- 

Dans  celte  formule,  le  polynôme  (  r  —  'y' )(:■  —  t'  )  a  pour  coefficients 

des  fonctions  holomorphes  de  x  —  .r,  ;  la  fonction  -r.- est 

holomorphe  en  ;  —  ::,  et  x  —  x,,  dans  un  certain  domaine,  et  ne 
s'annule  pas  pour  j;  =  .i",,  ::  =  :;,.  II  en  résulte  que  \i(z  —  :■,,  x  —  x,) 
ne  s'annule  pas  pour  x  ^  x,,  z  ^  r,  et  est  elle-même  holomorphe  en 
;  —  z-,,  X  —  X,  dans  un  certain  domaine. 

Il  est  aisé  de  calculer  les  racines  n',  a  "  des  équations 

xo{z)-i  =  o,  X(^{Z)~  ^^=o, 

considérées  comme  équations  en  z,  lorsque  x  esl  voisin  de  x\. 
L'équation  xo(z)  —  i  =  o  peut  s'écrire 

2f{z,)  ^-  -'>     +•••• 

On  en  tire,  en  introduisant  les  notations  (39), 


—  --,)- 


(')  Se  reporter  aux  n"=  10  et  18. 

(■-)  PoiNCARÉ,  Les  méthodes  nouvelles  de  la  .Uécrini'/iie  céleste,  l.  I,  p.  3i6  et 
317.  Picard,  Traité  d'Analyse,  l.  II,  p.  2.'|i. 
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d'où 


Cr-i) 


On  (l(''(liiil  de  là  :;  —  ::,,  par  la  série  de  Lagrange,  et 


?  l-i)       -''i 


Onohiiciil  lodévcloppciiiriit  de  la  laciiic^"  voisine  de  c,  de  1  i'i|uali(>M 
./; y  ->— r  =<>  en  procédant  dnite  laeon  analos:ue.  (  Mi  ((iniinenee 

par  d(''M^l()j)|)(M'-  (■y)  snivanl  les  pnissaiices  de  r  —  ;,.  I.n  reinanpiani 

/• 
(|ne  —  =  I  [)onr-  z  =  z,,  on  a 


(7 


'" 


(  )n  en  dédnit,  en  raisonnant  comme  précédemmcnl, 

Les  coelTicienls  îles  puissances  de  ^- — ^-^.dans  les  développenienls 

(  V'')'  (43)  tl"-^  "^  ''l  ''t"  a",  sonl  réels.  Imi  effel,  /'est  une  l'onction  réelle 

de  z  (i):  — — -  cl  -r  -^ —  ont  donc   même  aririimcnl  lorsque  :;  est 

l'écl.  Mais  il  y  a  plus  :  étant  donnée  la  forme  de  ^(:)  (la),  cet 
argument  est  invariable  pour  toutes  les  valeurs  de  :;  réelles  néga- 
tives; il  est  égal,  par  conséquent,  à  Fargument  de  x,  et  de  x.^  (Sg). 

Cela  posé,  en  donnant  à  a'  une  valeur  réelle  négative  qi/r/co/irji/r 
voisine  de  z,,  l'équation  ('p)  doit  être  identiquement  vérifiée  lorsipie 

l'on  y  remplace  x  par  la  valeur,  ■  qui  a  même  argument  (pie  ./-,. 
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Or  ' — — -  esl  alors  réel;  il  faiil  donc,  puisque  le  preinier  nienihie  est 

réel,  (|ue  les  coeflicients  du  développciiienl  soient  eux-uièmes  réels. 

De  même  les  coefficients  de  n"  sont  réels  ainsi  f(ue  les  coeflicienls 
des  développements 


r.o 


//  = 


k  = 


■r  —  r. 


La  formule  ( -\i)  peut  s'écrire 


Cp)     -^  = 


xo(  =  ) 


H(;  — -,,x  — .c,) 


La  valeur  H(o,  o)  de  H(;  —  r,,  .r  —  x,  ),  pour  -  —  ;,  ^.r  —  .z',  ^o, 
s'obtient  en  tirantH(r  —  ^,,  x'  —  x,  )  de  Fidentilé  (15),  faisant  x  =  .i-, 
et  levant  Pindélermination,  pour  :;  ^  z,,  en  appliquant  deux  fois  la 
rèi;le  de  THospilal.  On  ohlii-nl,  en  lenanl  conijite  des  fornndes(3c)), 

25.   La  fonction  V(.i\  :)(i  i)"peut  s'écrire,  d"après  la  formule  (45). 


ou 


(47) 


F(x,.-)  = 


[(3 -A  )^ -/■]'■ 


/.■"(r  —  J,,  x  —  x,)  étant  holomorphe  pour  les  valeurs  assez  petites 
de  X  —  X,  et  de  ;  —  r,.  Cette  fonction  est  définie  par 


(18)     V^^(z  -  ;,,  .r  -  X,  )  =  [ll{z  -z„x-  xJY  ;«/.(/  ^'V/'l^)- 
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Sa  valeur  pour  :c  =  x,  cl  z  =  z,  est,  en  tenanl  compte   des  for- 
mules (46),  (39),  (12),  (8),  (7)  et  se  rappelant  (pio  i—a,  pour  :  =  :,, 


(4;))     A<')(o,o)=[ 


Nous  définirons  en  temps  utile  la  détermination  du  facteur  [H  (o,  (>)]■' 
qui  rentre  dans  cette  formule. 

A'''(j  —  :,,  ,x  —  X,)  est  développable  suivant  les  puissances  de 
r  —  ;,  et  de  ./■  —  .<•,  cl  /t  suivant  les  puissances  de  x  —  x,  ;  cette  fonc- 
tion est  donc  développable  suivant  les  puissances  de  r  —  h  puisque  A 
se  réduit  à  :;,  pour  x  =  .r,  (44)-  Ainsi  on  peut  écrire 

(^.•)o;  i(^x,^)~  [(-_/,)"._/,].<  ' 

les  fonctions  de  x,  D,,,  D,,  . . .  étant  holomorphesen  .r  —  x\. 

La  valeur  delà  fonction  Do  pour  x  =  j;,  n'est  autre  cjue  X'*'(o,  o}(4;))) 
puisque,  pour  x  =  x,,  h  se  réduit  à  z,. 

Remarque.  —  Les  formules  (iG)  et  (17)  donnent 


(^0  iiii  = u(-) 


col- 

9' 


Le  rapport  -  est  donc  réel  lorsque  ;  est  réel. 

Reportons-nous  à  la  fig.  7  qui  est  relative  au  cas  où  Ion  a  |Z|  >  |  ;,  | 
si  U(5)  a  ses  racines  réelles  ou  |  Z,  |  >  |  j,  ]  si  U(:r)  a  des  racines  ima- 
ginaires. Appelons  y  Taffixe  d'un  point  quelconque  pris  sur  Taxe  des 
abscisses  entre  les  points  Q  et  r,.  Il  est  aisé  de  voir  que  Ton  a 

U(y)<o('); 
il  en  résulte 


?(J 


>o. 


(')  Se  reporter  aux  définitions  de  la  circonférence  D  (n"  17)  de  Z  et  de  Z, 
(n"  IV)  et  s'appuyer  sur  ce  que  (17)  U( — x)  a  le  signe  de  — 0. 
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On  a  donc,  en  ol)servant  que  jk  <C  -i  <C—  Ii 

(02)  o  <  -î^H^  <  a  sin'i^  ■ — 5 h  ^}^  ■ 

Ces  inégalités  sont  d'ailleurs  applicables  pour  y  =  v,.  Il  en  résulte 

que  H(o,  o)  <^  o  (46)  lorsque  |  Z  |  ou  |  Z,- 1  est  supérieur  à  |  -,  |. 

24.  Le  développement  de  F(x,  z)  dans  le  voisinage  de  j;  =  x.^  et 
de  :r  =  ^2  se  déduit  du  développement  (5o)  en  y  changeant  x,  en  x^ 
et  :;,  en  z.^. 

La  nouvelle  constante  >^''''(o,  o)  se  déduit  de  la  formule  (49)  en  y 
changeant  x,  en  Xo  et  z,  en  ^2-  La  nouvelle  constante  H(o,  o)  se  dé- 
duit de  la  formule  (4^)  en  y  changeant  x,  en  x.,  et  r,  en  z.,-^  elle  est 
négative  lorsque  |  Z  |  ou  |  Z,- 1  est  inférieur  à  ]  s,  |. 

Si,  en  effet,  on  se  reporte  à  l^^g.  8  et  que  l'on  désigne  par  y  l'af- 
fixc  d'un  point  quelconque  pi'is  sur  l'axe  des  abscisses  entre  les  points 

Q  et  ^2)  on  a  U(/)  >  o  et,  par  suite,  '^},  <C  o.  On  a  donc,  en  ob- 
servant que  —  I  <^  r,  <Cy  <^  o, 

(d2)'  o  > -^-y—  >  a  suri  ^ — ^ 1- ^T-^- 

Ces  inégalités  sont  applicables  pour  y  =  z...  Il  en  résulte  bien 
H(o,  o)  <^  o,  comme  précédemment. 


VIII. 

2o.  J  est  défini  par  l'intégrale  (lo)  prise  le  long  du  contour  |j:|  =  i, 
lorsque  |  :;  |  =  i .  Dans  cette  hypothèse,  l'élément  différentiel  de  J,  en 
tant  que  fonction  de  x,  possède  à  l'intérieur  du  contour  |x|^  i  deux 
points  singuliers,  l'origine  et  le  point  v  et,  à  l'extérieur,  le  point  u. 
et  l'ac.  Si  l'on  donne  à  ;  des  valeurs  de  module  dilTérenl  de  i,  à  l'ex- 
ception des  valeurs  ;:  =  o,  z  =  x,  et  de  celles  qui  satisfont  aux 
équations  (i3),  on  peut  toujours  modifier  le  contour  de  façon  que  le 
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point  [X  ne  puisse  y  pénétrer  ni  le  point  v  et  l'origine  en  sortir  ('). 

C'est  en  particulier  ce  que  l'on  peut  faire,  lorsque  z  est  l'affixe 
(l'un  point  du  chemin  C  (*),  qui  a  été  obtenu  en  déformant  la  circon- 
férence 1-1^  I,  sans  rencontrer  les  racines  des  équations  (i3).  «  étant 
alors  voisin  de  l'une  des  racines  des  équations  (i3),  on  peut  faire  suivre, 
dans  le  [ilan  des  .r,  à  la  varialjle  d'intégration  de  J,  une  circonférence 
ayant  son  centre  à  l'origine  et  de  rayon  supérieur  aux  quantités  voi- 
sines I  a  I,  I  V  |,  à  la  condition  de  déformer  cette  circonférence,  dans  le 
voisinage  des  points  y.  et  v,  de  façon  que  u.  soit  à  l'extérieur  et  v  à  l'in- 
liMiciii' de  ('C  contour.  J^fTectivemenl,  à  part  ,i;=in,  x'  =  oo,  les  seuls 
points  (jui  limitent  la  déformation  du  contour,  le  long  duquel  est  prise 
i'inh'grale  J,  sont  les  points  u.  et  v. 

Voici  encore  une  renuirque  qui  sera  utilisée  dans  le  cours  de  ce 
Chapitre. 

Prenons,  dans  le  plan  de  la  variable  r,  un  point  quelconque  M  sur  la 
partie  négative  del'axe  des  abscisses,  entre  les  points  ", ,  z.,.  Au  :;  de  M 
correspond,  dans  le  plan  de  la  variable  x,  un  point  pi.  et  un  point  v  qui 
sont  en  ligne  droite  avec  les  points  x,,  x.^  et  l'origine  (').  Soit  N  un 
point  quelconque  de  cette  droite  av  pris  entre  les  points  p.  et  v.  Je  dis 

facteur-—)  qui  fait  partie  de  F(x,  z")  ('),  que  l'on  peut  écrire 


•  luc  le  ^^ 


_L  ^  r l^-g  ~V 


est  réel  et  positif  lors(|ue  l'on  y  renqilacc  x  par  ï x  de  .N  et  z  par  le  j 
de  M. 

En  eifel,  l'aigumentde  —  est  indépendant  de  la  position  de  N  sur  le 

segment  île  droite  dont  les  extrémités  sont  u.  et  v,  les  arguments  de  x-, 
X  —  [JL,  X'  —  V  demeurant  invariables  lors(jue  le  point  N  se  déplace  sur 
le  segnient. 

L'argument  de  p.  et  de  v  conserve  aussi  la  même  valeur  quelle  que 


(')  Se  leportef  an  n"  11. 

(^)   Se  repoiler  an  n"  :i(). 

(')  Se  reporter  au  n"  32  après  la  l'orinule  (43) 

C)   Se  reporter  au  n"  9. 
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soit,  dans  le  plan  de  la  variable:;,  la  position  de  INI  sur  le  segment  :.,  z., 
de  Taxe  des  abscisses. 

Cela  étant,  prenons  un  point  M  particulier,  le  point  ;=—  i .  Les 
points  [j.  et  V  qui  correspondent,  dans  le  plan  de  la  variable  x,k  z  =  —  i 
sont  séparés  par  la  circonférence  |  f  |  =  i;  on  peut  donc  prendre  le 
point  N  à  la  rencontre  de  cette  circonférence  avec  la  droite  XiX^. 

Or  -=  est  réel  et  positif  pour  |  a;  1  =  i  et  |  :;  |  =  i ,  comme  égal  à  la 
distance  réelle  de  deux  points  pris  sur  les  orbites  des  planètes  P,  P,. 

r;  =  r  ,-To.  est  donc  bien  réel  et  positif  pour  Yx  de  N  et  le  -  de  M. 
A^        [v/a]-"  ^  ^ 

26.  Ces  principes  posés,  occupons-nous  de  I'.  Considérons  le  cas  où 
le  contour  C  est  voisin  du  point  z,  (  '  ).  On  a  vu  que 

l?(?)l<l?(--.)l<l?(M)| 
et  que 

?(y)I<I?(-.)I<1?(M)|. 

Figurons,  dans  le  plan  de  la  variable  z,  Taxe  des  abscisses,  les  points 
z,,  Zi  et  le  contour  C  (^g.  lo).  A  chacjue  point  «  pris  sur  ce  contour 

l'ig.    lo. 
&  P' 


_^    M 


correspondent,  dans  le  plan  de  la  variable  x,  des  positions  particulières 
pour  les  points  jjl,  v.  Nous  allons  construire  le  lieu  de  ces  points 
lorsque  z  décrit  le  contour  C'  et  mettre  à  cet  efl'et  les  expressions 
de  [A  et  de  v  sous  des  formes  particulières. 

i"  ^  est  un  point  de  la  très  petite  circonférence  ^'My'.  —  La  for- 
mule de  Taylor  et  les  expressions  (12),  (7),  (39)  donnent,  en  obser- 
vant que  /•  =  «,,  pour  z  =■  z^, 

I    \>-  —  ^i    __  _   £_(£!  )  /  -  _    -    \ 

(53) 

C)  Se  reporter  au  11"  20. 
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2°  ;  esl  un  point  de  ^^'.  —   Appelons  z  Tordonnée  positive  du 
point  3,  qui  est  constante  le  long  de  j3j3',  et^  son  abscisse;  on  a 


y^^4'- 


=  r  +  £ 


En  appelant  (  —  j   le  résultat  obtenu  en  remplaçant  :  par  y  dans  la 
dernière  formule  (7)  et  posant 

on  peut  écrire,  en  développant  les  formules  (12)  et  (7)  suivant  les 
puissances  de  la  très  petite  quantité  £, 

I  i^-x'  .  9' (7)       , 

M=(^y-i-[asin.}ilçI+(^)  iWiL\  .,—,. 

3°  z  esl  un  point  de   yy  •   —  Cbanger  £  en    —  £  dans  les  for- 
mules (55). 

Remarque.   —  Les  coefficients  de  t\j—  i  dans  les  formules  (55) 
sont  réels  puisque/  est  réel  (5i).  On  a  d'ailleurs  les  inégalités 

En  effet,  elles  sont  vérifiées  en  vertu  des  inégalités  (Sa)  lorsque  Ton 
y  remplace  (  —  )  par  Tunité.  Elles  le  sont  donc  a  fortiori  lorsqu'on 

laisse  (  —  )  '  car  (  —  )    est  supérieur  à  i  lorsque  y  est  inférieur  à  -,. 
(jela  résulte  de  ce  que 

^   _  j  _  _  asiii>;>(.-.—  3i)(:  — J,)     , , . 

expression  évidemment  positive  pour  les  valeurs  réelles  de  z  infé- 
rieures as,. 

(')   Se  reporter  aii\  formules  (7)  et  au  n°  18. 
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Au  surplus,  on  peut  supposer  j3  assez  près  de  ;,,  tout  en  restant  à 
distance  finie  de  ce  point,  pour  que  la  plus  grande  valeur  de  '  -  > 
lorsque-  chemine  sur  ^^',  soit  inférieure  à  la  plus  petite  valeur  de 

V'Jyl  ^       /'  \«i/y  'fl7)J 

le  long  de  ^^^'. 

Cela  posé,  traçons  dans  le  plan  de  la  variable  x  la  droite  qui  joint 

Torigine  au  point  x,  =  et  construisons  le  lieu  du  point  tx,  S^, 

lorsque  z  décrit  le  contour  C  (Jîg.  lo). 

L'argument  de  ^(z)  est  invariable  pour  toutes  les  valeurs  réelles 
et  négatives  de  z  (').  Lorsque  r  chemine  sur  [ip',  le  point  x'  (54) 
chemine  sur  O x,  à  une  distance  de  l'origine  supérieure  à  O.r,  puisque, 
y  étant  inférieur  à  z,,\o(y)\<^\<f(z,)\.  Cela  étant,  le  point  jx  dé- 
crit, dans  le  plan  de  la  variable  x,  une  courbe  jB,  [3',  très  voisine 
de  ox,  (55)  (/ig.  1 1),  lorsque  r  décrit  ^j5';  u.  décrit  ensuite  une  demi- 


circonférence  autour  de  x,  (53),  lorsque  z  décrit  la  demi-circonfé- 
rence ^'My'.  Le  correspondant  du  point  M  sur  la  demi-circonférence 
p',  y',  est  situé  sur  ox-,  entre  x-,  et  l'origine,  car  |  (p(jM)|  >  |  cp(;,)  |.  Le 
diamètre  ^',Yt  ^^^  d'ailleurs  perpendiculaire  sur  ox,.  Lorsque  z  dé- 
crit y'y,  [X  décrit  une  courbe  YiYi  ^^^^^  voisine  de  ox,  et  symétrique 
de  p,  ^',  par  rapport  à  ox,. 

On  construirait  de  la  même  façon  le  lieu  'îii^l,Y-^'{2  du  point  v.  En 
vertu  des  inégalités  (5G)  et  des  remarques  qui  les  suivent,  les  points 

(')  Se  reporter  au  n"  22,  après  la  formule  (43). 
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tic  p2  ^;,  sont  tous  plus  éloignés  de  ox^  que  les  points  de  j3,  ^',  ;  le  rayon 
(le  la  demi-circonférence  P^yâ  est  supérieur  au  rayon  de  la  demi-circon- 
férence [3',  y',  . 

De  ce  qui  précède  il  résulte  que  les  trajectoires  S|j,Sv  des  points  [jl 
et  V  sont  ouvertes  en  p,,  y,,  ^..,  y,  et  n'ont  pas  de  points  communs  ('). 

27.  Le  contour  le  long-  duquel  est  ])risc,  dans  le  plan  de  la  va- 
riable r,  l'intégrale  qui  définit!  doit  être  déformé,  pour  chaque  valeur 
(le  j,  piise  sur  le  cliemiu  (]',  de  telle  sorte  (jue  le  point  [j.  soit  à  l'exté- 
rieur, le  point  V  et  l'origine  à  l'intérieur  du  contour.  Dans  le  cas 
actuel,  l'intégi'ale  J  peut  être  prise  le  long  d'un  contour  S,  invariable 
(jucllc  que  soi/  la  position  du  point  z  sur  le  rjirntin  C.  Ce  contour  S 
est  constitué  [)ar  une  circonférence,  décrite  de  l'origine  comme  centre 
avec  un  rayon  supérieur  à  ox^  ('),  déformée  de  façon  que  la  courbe  S^ 
soir  à  l'intérieur  de  S  et  la  courbe  Sj^  à  l'extérieur. 

La  partie  du  contour  S  voisine  de  .r,  est  représentée  en  traits 
pleins  {fig-  II).  Dans  \si  /ig.  12  le  contour  S  est  représenté  en  entier. 

Fig    12. 


Le  point  N  où  ce  contour  rencontre  ox,  est  très  près  de  a?,,  entre  x, 
et  l'origine. 

On  peut  écrire  (''),  en  remplaçant  J  par  sa  valeur  (ro),  (i  i), 


1'  =  ^   fdz^f^-^^ 


dx. 


Fia"  z)  .  ,  .     ,  . 

La  fonction      ,„' ~   est  bien  déterminée,  finie  et  continue  le  long  des 

(')  Il  aurait  pu  arriver  que  le  point  ij.,  correspondant  à  une  certaine  valeur 
de  z,  coïncidât  avec  le  point  v  correspondant  à  une  autre  valeur  de  z. 
(^)  Se  reporter  au  n°  25. 
(  '  )  Se  reporter  au  n°  20. 
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contours  C  et  S  {fig.  12).  Cette  circonstance,  jointe  à  ce  que  les  inté- 
grations [)ar  rapport  aux  variables  complexes  sont  au  fond  des  inté- 
grations par  rapport  à  des  variables  réelles,  rend  légitime  le  chan- 
gement de  l'ordre  des  intégrations.  l'IlTectivemenl,  le  contour  S  ne 
dépendant  pas  de  ;:,  les  limites  de  l'intégrale  relative  à  x  sont  des 
constantes,  aussi  bien  que  les  limites  de  l'intégrale  relative  à  z.  Ainsi 
on  peut  écrire 


en  faisant 


tx. 


^{x)^^£vu,z)ch 


On  est  ramené  à  trouver,  pour  m,  très  grand,  la  valeur  de  Tinté- 
grale  (o;). 

Le  problème  est  complètement  transformé  au  point  de  vue  analy- 
tique :  la  déformation  du  contour  S  n'est  plus  limitée  maintenant, 
dans  le  voisinage  du  point  x  ^  x,,  que  par  les  points  singuliers  de  la 
fonction  *l^(x). 

Je  disque  le  point  x^x,  est  un  point  singulier  de  <^(x).  Pour  l'éta- 
blir il  faut  montrer  que,  lorsque  x  tend  vers  x,,  deux  points  singuliers 
de  F(x,  z),  en  tant  que  fonction  de  z,  séparés  par  le  contour  C,  ten- 
dent l'un  vers  l'autre  (  '  ). 

Considérons  la  partie  irrationnelle  de  F(x,  z),  à  savoir  le  facteur  — ■ 
Pour  X  voisin  de  x,  et  z  voisin  de  z,,  A  est  donnée  par  la  formule  (4  >) 

{z-hy-k 


H{- — -,,  X  —Xi) 


Les  valeurs  de  -  voisines  de  z,  qui  annulent  le  numérateur  sont  des 
points  singuliers  de  F(x',  z),  en  tant  que  fonction  de  j. 

Remplaçons,  dans  cette  expression,  a- par  laffixe  de  ^i  (fig.  12); 
/i  et  k  ont  alors  des  valeurs  réelles  (^). 

C)  PoiNCARÉ,  Les  iwui'elles  mélhodes  de  la  Mécanique  céleste,  t.  I,  p.  282. 
(*)  Se  reporter  au    n°  25  et   à  ce   qui    a   été  dit  à   propos  des  formules  (42), 

(43),  (44). 
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^      /  étanl  réel  (5i),  le  premier  terme  de  la  seconde  formule  (44) 

est  positif;  k  est  donc  positif  puisque  Vx  de  N  est  très  voisin  de  x,.  Il 
en  résulte  que  les  racines  a'  et  a"  (42)  et  (  A^)  du  numérateur  de  A  sont 
réelles.  Figurons-les  sur  l'axe  des  abscisses,  dans  le  plan  de  la  va- 
riable z  {fig-  i3),  en  a'  et  a"  ('). 

l-ig.  i3. 
p.     '      W 


Pour  démontrer  (jue  le  point  M,  où  le  contour  C  rencontre  l'axe  des 
abscisses,  est  compris  entre  a'  et  t",  il  suflit  d'établir  que  le  :;  de  ce 
point  rend  négatif  le  trinôme  (:;  —  li-Y  —  /»• 

A  est  réel  et  positif  lorsque  l'on  y  remplace  x  par  l'affixe  de  Net; 
par  l'affixe  de  M  (');  il  faut  donc  établir  que  la  valeur  de  la  fonction 
\\{z  —  j|,  X  —  a?,)  pour  Vx  de  N  et  le  ;  de  M,  qui  est  nécessairement 
réelle,  est  négative.  Or,  comme  M  est  très  près  de  ;,  et  N  de  a?,  le 
signe  de  H(;  —  r,,  j;-  —  x^)  est  le  même  que  celui  de  H(o,  o)  et  l'on  a 
démontré  que  lI(o,  o)  <^  o,  h.  propos  des  inégalités  (32).       c.  q.  f.  d. 

Cela  élaul,  si  l'on  fait  tendre  x  vers  .r, ,  eu  suivant  ]\x-,  (  fig.  1 2),  les 
points  singuliers  a'  et  a"  de  ¥{x,z)  tendent  l'un  et  l'autre  vers  le 
jioint  z^,  en  restant  sur  l'axe  des  abscisses.  Il  devient  impossible 
d'empêcher  ces  points  de  venir  sur  le  contour  C  (fig.  i3),  lorsque  x 
arrive  en  x,  ;  le  point  x  =  Xy  est  donc  un  point  singulier  de  $(a;). 

IX.   —    Développement  de  la   fonctiom  <I>(.^). 

28.  Nous  supposerons  pour  obtenir  commodément  ce  développe- 
ment que  le  point  représentatif  de  la  variable  x  coïncide  avec  le 
point  N  de  la  y?  o-.  12  placé  très  près  de  x,,  sur  oa?,,  entre  x,  etl'origine. 

(')  En  partant  des  inégalités  (Sa)  et  en  tenant  compte  de  ce  que  le  point  N 
iftg-  12)  est  plus  près  de  l'origine  que  x^,  on  reconnaît  aisément  que  les  points 
^,,  a',  5"  occupent  la  position  indiquée//^'.  i3. 

C)   Se  reporter  au  n"^  23. 


DÉVELOPPEMENT    APPROCHÉ    DE    LA    FONCTION    PERTURBATRICE.        ^31 

En  remplaçant  F(,r,  z)  par  son  expi'ession  (ôo),  il  vieni 


$ 


Dy,  D|,  ...  étant  dos  fonctions  holomorphes  do  x  —  x\  et  D„  n'étant 
pas  nul  pour  x  =  x,  (  jo). 
En  posant 

on  a 

/'  =  » 

Les  intégrales  J^^' peuvent  s'exprimer  on  fonction  dos  intégrales  J^^). 
On  a  en  efTet  l'identité 

29.  Cafcw/i^eJ^î)  (^').  -  On  a 


21 


^ Ji- ^  =  /  ,    7v.    ;  =  i i«8-[-- -h +  ,'{=- ky - k] I,. 


V  A  est  réel  et  positif  lorsque  l'on  y  remplace  Z  par  le  -  du  point  M 
{fig-  i3)  (^);  il  en  résulte,  pour  les  valeurs  particulières  de  a;  et  de  r 
que  nous  considérons, 

s/{z^hY-k 


V/H(o,o) 


>o(0. 


Les  deux  termes  de  la  fraction  sont  des  imaginaires  sans  parties 
réelles;  si   donc  on   convient   de  prendre    comme   détermination   de 

(')  Cette  intégrale  a  été  étudiée  par  M.  Poincaré,  loc.  cit.,  t.  I,  p.  3-22. 

(-)  Se  reporter  au  n"  25. 

(')  Se  reporter  aux  n"'  23  et  27. 
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v'H(o,  o)  celle  dont  le  eocfficient  de  y/—  i  est  positif,  on  devra  ])i(MKlr<' 

aussi  pour  déteriuinalioii  de  \/(^z  —  h)'-  —  k  an  point  JNl  eellc  dont  If 

coefficient  de  \/  —  i  est  positif,  c'est-à-dire  celle  (|iii  a  -  pour  arpjumenl. 

Le  contour  C  (Jïg-  i3)  renfermant  le  point  singulier  g"  dn  radical  el 
les  [ioints  ^  et  y  étant  très  |)rès  de  Taxe  des  abscisses  par  rappoi't  à  ^i" , 

l'argument  du  radical  au  point  |3  est  siipcri<Mir  de  ^.  à  très  peu  près,  à 

rargument   de  cette  fonction  an   point    M.  La  valeur  du    radical  au 
point  [3  est  donc,  à  très  peu  près,  réelle  el  négative;  de  même  la  valeur 
du  radical  au  point  y  est,  à  très  peu  près,  réelle  el  positive. 
Il  résulte  de  ce  qui  précède  que 

en  convenant  de  [)rendre,  pour  détermination  des  radicaux,  celle  dont 
la  partie  r(''elle  (^sl  posilivt;. 

Le  point  r  =  //  étant  ct)mpris  au  milieu  du  segment  t' i",  les  parties 
réelles  de  y  — A,  [3  —  //  sont  négatives;  donc  le  dénominateni-  de  la 
fraction  est  fini,  même  [)our  .r  =  ./■,,  puisque  sa  partie  réelle  est  finie. 

Multiplions  les  deux  termes  de  la  fraction  par  l'expression  finie 
y  —  h  —  v(y  —  /<)-  —  />■,  il  vient 

rc.o 


2,^  ja)  =  logA  -  log[?  -  //-v/(^-/0^-A-] 
-  log[y  -  //.  -  v'(y-/0— A-]. 


Les  deux  derniers  logarithmes  népériens  écrits  dans  le  second 
membre  sont  des  fonctions  holomorphcs  de  x  —  x',.  I']n  ellct,  poui' 
X  =  x^,  h  se  réduit  à  -,  et  />  à  zéro;  donc,  pour  ./;  —  r,  assez  petit, 
les  radicaux  sont  des  fonctions  holomorphcs  de  r  —  .r,,  les  dilTérences 
P  —  3,,  y  —  r,  étant  finies.  Ainsi  les  fonctions  sous  les  signes  log  sont 
holomorphcs  et  non  nulles  pour  .r  =  .r,.  11  en  résulte  bien  que  ces 
logarithmes  sont  des  fonctions  holomorphcs  de,r  — x',  pour  des  va- 
leurs de  x  —  X,  suffisamment  petites,  mais  finies. 

Mais  il  y  a  plus  :  les  dérivées  de  ces  logarithmes  par  rapport  à  />  sont 
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aussi  des  fonctions  liolomorphes  de  x  —  x^.  C'est  ce  qu'on  voit  sur-le- 
champ  en  remarquant  cjuc  les  dérivées  de  log[[3  —  Ji~  v'([i  —  h)'-  —  A], 
par  exemple,  sont  formées  d'une  somme  d'expressions  contenant  en 
numérateur  un  coefficient  numérique  et  en  dénominateur  le  produit 
d'une  puissance  positive  de  y'dî  —  hy  —  A- par  une  puissance  positive 
(le  [,3  -  A  -  v(,3-/0^- A]. 

ÔO.  Calcul  de  y^.  —  i"  p  est  impair. 
On  a 


<'^=>     °-J''  =  rK^-^A^l-'^^=-î(^lu=-M'-<l- 


.1',"  est  une  fonction  holomorphe  de  x  —  x,  puisque  [{z  —  //)-  —  A|~^ 
devient  une  fonction  holomorphe  de  x  —  .i-,  lorsqu'on  y  remplace  ; 
par  |3  ou  par  y. 

En  partant  de  l'identité 

i^(r-/0''-'[(r-/0— A]— 

_  (p~'2s  +  i){z—h)P  —  (p—i)k{z  —  li)P-^ 

on  trouve,  en  intégrant  entre  les  limites  p,  y, 


-2 


Le  second  membre  de  cette  équation  est  holomorphe  en  x  —  x^. 

Imi  partant  de  la  formule  (62)  et  calculant  de  proche  en  proche 
J'^' pour/;  =  3,  j,  7,  ...,  au  moyen  de  l'équation  (03),  on  reconnaît 
aisément  que  J'^'  est  holomorphe  en  a;  —  a?, ,  lorsque  p  est  impair. 

u"  p  est  pair.  —  Faisons  s  =^~  dans  l'équation  (03).  Il  vient 

^J(|)_(^_,)/,j(j)^  _!-[(,_  A).- v/(.-A)^-/r]5. 
En  multipliant  par  des  facteurs  convenables  les  relations  obtenues 
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en  faisant  clans  celle  équation  do  récurrence  succcssivenieul 

il  vient 

,(i)_  i.3.5...(/>-.)^^  |(,) 

/        /'•  2.4...(/J-2) 

^   _^  |-(pO(/>- 3)       (./  +  .)  ,^,/if'  ^  ^^  _  /^^,_,     ;^-7ry3^1\ 

2(7:^1         (^_2)(/J-4)...r/  ^  y  >V  '  J3 

le  nombre  y,  dans  le  second  niend)re,  devant  |)r<Midre  loules  les  valeurs 
entières  paires  depuis  2  jusqu'à  p.  Celle  é(pialion  el  l'écpialion  (Oi) 
donnent 

/'         2 . 1 . . .  />         '^       /* 

eu  posant 

y  [(/.-.)(/>-3)...(v  +  .)^.^^^^  _  /^^,_,    /(^_;,)._^1\ 

?' 
Eu  vertu  d'une  reniarcjue  déjà  faite,  cette  fonction  ^Vy  '  esl  liolo- 
niorphc  en  ./■  —  r,  ainsi  (pu-  ses  dériv(''es   par  rap[)oil   à  A.  La  for- 
mule ((')o)  pei'inet  donc  d"écrir<î 

I'  î  .  .i  .  .  .  (  2  .Ç  —  2  )  2.^  .  .  .  p  //  *      o 

+  fonction  liolomorphe  de  ./;  —  ./■,. 

Le  calcul  de  la  dérivée  (pii  fait  partie  de  cette  expression  eouquend 
deux  cas  : 

Soit  -  ^s ,  ou  a 


d'^i    /    Il            \                     cf'^      !1         .  . 
j-  (  k'  log/iy  =  logA" j-  k-  4-  fonction  entière  de  A 


clk  "  2  dk 


2    \2 

fonction  liolomorphe  de  ./■  —  ./•,, 
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et 

''     1.3.  ..(3. 5  —  2)        p{p —  2)..  .2 

-h  fonction  holomorphc  de  x  —  x,, 

ou,  en  reniarcjuant  cjue  logA-  peut  s'écrire,  en  vertu  de  la  seconde 
formule  Ci'l)» 


log A-  =  2  log  (  I )  H-  fonction  holomorphe  de  x  —  jc,  , 


(04)  /'       2.4...(^  — 2S  +  1)  "V       •'•■/ 

(  +  fonction  holomorphe  de  ./;  —  Xy . 


Cette  formule  convient,  même  lorsque  .y  =  r,  et  p  ==  o,  mais  à  condi- 
m  de  remplacer,  dans  ce  cas,  le  facteur  -J 
Soit  en  second  lieu  o<  —  5.s On  a 


tion  de  remplacer,  dans  ce  cas,  le  facteur ; ; — "       — ^  par  i 

1  '  2.4  .  .  .  (/j  —  2A-+ r)     ' 


2 

s  -  '    -  ^ 


dk'     '-  "     ^"  /  rfX'     2     f 


fonction  holomorphe  de  ./•  —  .r. 


s--i-^  2     V  2 


I         ...    I.l 


+  fonction  holomorphe  de  x  —  ./.■,. 
Il  eu  résulte 

•>  /  7:  J  ^^^  ^  —    ^^ !.'>..  .S"   —    -    —    —        ; 

''  (/->  +  !)(/>  -h  3j...  (25  —  2)  V  2  1)    ^s-\-t 

4-  fonction  holomorphe  de  x  —  .r,, 
L^-)^^..        2.4...(2.-3-/>)        (-0"^'^ 

+  fonction  h('lomor|i[ie  de  ./■  —  >*•,. 

Cette  formule  convient,  même  lorsque  s^t,  cl  p  =  o,  à  la  cou(niiou 

1               1             1         11-                     2 . 4  . . .  (  2  .s  —  3  —  p)  I . 

de  remplacer  alors  le  tacteur  — 5- ^ r  iiar  I  mute 

'  (/J+  I)  (/)  -1-3)..  .{2.V  —  2)  i 
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31.   Les  formules  (6\),  (G4)'  cl  (^q)  coiuluiseiil  au  développcuieul 
suivaiil  de  '^(x)  dans  le  domaine  du  point  x  =  x,, 


3      l> 


\  /.  =  2.i  — 1 

<I>,(.r)  dcsii^iiaul  une  fonclion  liolonimplie  dans  le  dniuaiue  de  ./•  =  ./;, 
cl  reulier  p  ne  dcx aiil  iccinoir  cpie  des  xaicuis  paires  positives,  y 
compris  zéro. 

dicfclions,  dans  la  parllc  non  liolomorplic  du  (i(''veloppemeuL((i")), 
je  iciiiic  ipii  couliciil  la  plus  pclilc  puissance  de  ./•  —  ./■,. 

(je  terme  correspond  évidemment  à  yj  =  o;  il  y  a  d'ail^Mus  deu\  cas 
à  distinguer  : 

!"  Si  .V  =  7,,  le  pi'cmier  si^^uc  1  disparaît  du  développemeiU  ((J  )j  et 
le  premier  lermc  du  second  signe  lia  poui'  valeur 

2D„loo(i-  :^)         (.9=^ 


D„  est  une    fonclion  holoniorphe  de  x  —  x,\  son  terme  eonslanl, 

)ur  .y  =  i,  a  pour  a 
clierelions  csl  donc 


pour  .y  =  i,  a  pour  valeur  A  -  (o,  o)  (\g)  et  (:jo).  Le  terme  que  nous 


2A^''(o,o)loi;(  [ 


.-»■ 


r. 


Ainsi  on  peut  écrire  le  développement  (6.j)  pour  .v  =  i, 


X     I  -+-(  I  —  ^)x  fonclion  holoniorphe  de  f  i  —  y  )    " 
a"  Si.s>;l,  le  ternie  du  développement  (65)  qui  correspond  à  p  =  o 
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08l  SOUS  le  promici'  si^iie  X.  Il  a  pour  expression 


-    ..3...(2..-2)         ^,v-l         '^''• 


Le  ternie  que  nous  cherchons  s'ohlient  en  remplaçant  D„  par  son 
terme  constant  A''"(o,  o)  (49)»  et  /.■  par  son  premier  Icrme  (44)- 
Le  terme  demandé  est  donc 


2.4---(2^—  3) 
I  .3  .  .  .  (  2i  —  2) 


(-  I)'     'X'(o,  O) 


I  -1- 


asrnJ>{52  _  ,)    ç(-;,) 


2   ^'(-m) 


?(g.)     I 


(-^) 


Ainsi  nous  pouvons  écrire  pour  -9^  il, 

2<-      '^  1.3. ..(a*  —  2)         «X        ^        ^ 


(%) 


X 


[- 


2  ?'(s,) 


X    I  -H  (  I       "T  )  ^  fonction  iiolomorphe  de  (  i — 

—  —  j       log(  I  —  —  j  X  fonction  holomorphe  de  (  i  —  —  ) 

?Sous  raiipelons  (lue  iiour  .v  =  l  le  facteur  '"t'  '  '  /' ;  doit  être 

11  '        '  -  I  .  3  .  . .  (  2  .s-  —  2  ) 

remplacé  par  i . 

Le  facteur  X'*(o,  o)  c[ui  rentre  dans  les  développements  (GG),  (67) 
est  susceptible  de  deux  déterminations.  (3n  a  en  effet  (49) 


X*( 


o,o)  =  [H(o,o)r,i-/T  -^^ ^] 


/(--,)^ 


et  le  facteur  [H(o,  o)]'  a  deux  déterminations. 
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Il  rst  aisé  de  faire  un  choix  entre  ces  clélerniinalions.  On  peut  écrire 


v/H(o,  o)  ayant  pour  ari;ninent  7  ('  ).  on  flédiiil  de  1; 

[II(o,n)p  =  /(-,)''^[-H(o,o)|% 

[ —  H(o,  o)]*  élanl  jiris  dans  le  sens  arilliniéli([ue. 
Il  en  résulle 


(_,)'n("(o,o) 


i 


En  |)osant 


=[-H(o,o)r^/T-^^;^i^ — ^n 


/(-,)• 


I 


B'*'  = 


1,       ';         ''(0.0 


r,  +      --;      ?'(^.n^-'-' 

I  asini)/(  =  J—  I)    o(j,)    I 


on  a,  d'après  les  formules  (4^)  et  (12), 
(68)    . 


On  en  déduit  :  pour  s  =  j, 


$(rr)=-^$,(.r)+5_^logYi-  -) 

\i\\        l         ^  2(71        '^       -^  TT  «V  .r,  / 


(66) 


X    I  +(  I )x  fonction  holomorphe  de(  i  —  —  j   ; 


(')  Se  reporter  au  n"  29. 
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pour  s^T,, 


"         I.0...2.Ç  —  2 

^  "^^  \  X    I  -t-  (  I  —  — j  X  fonction  holomorphe  de  (  i 

+  f  I  —  —  )       log  f  I  —  —  )  X  fonction  holomorphe  de  f  i 
$,(.r)  étant  une  fonction  holomorphe  dans  le  domaine  de  j;  =  a?,. 


X.    —   Calcul  de  I'. 
32.  r  est  défini  par  l'intégrale  (07) 

Le  contour  d'intégration  S  (/ig.  12)  est  une  circonférence  de 
rayon  supérieur  à  \x,\,  déformée  le  long  de  la  droite  ox,,  de  façon  à 
laisser  le  point  singulier  x,  de  (^(x)  à  l'extérieur  du  contour.  Dès 
lors  le  pointai,  est  de  tous  les  points  singuliers  de  $(.r),  extérieurs  au 
contour  S,  le  plus  rapproché  de  l'origine.  La  considération  de  ce 
point  singulier  conduit  donc  à  la  valeur  asymptotique  de  !'(')• 

En  partant  des  développements  (6G)',  (67)',  l'application  de  la 
méthode  de  M.  Darboux  donne  :  pour  s  =  i, 


pour  -S  =  l, 


coefficient  de  x'"'  dans  log(  i 


I  -H 


K' 


r 


B("  2.4  ...2.Ç  — 3 


I  .3  .  .  .  2i  —  2 

X  I  coefficient  de  x'"'  dans  l  1 


coefficient  de  x'"'  dans  (  1  —  —  ) 

K'  et  K"  restant  finis  lorsque  w,  augmente  indéfiniment. 

(' )  Se  reporter  au  n°  1  (généralisation  du  théorème  I). 
Journ.  de  Math.  (4'  série),  tome  X.  —  Fasc.  IV,  1894. 


K"\ 
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Le  coofficiciit  (le  x'"'  dans  log  M  —  —  j  est 


•L  diiiis  (  I j       > 

K"'\  (') 


I  + 


On  pcul  donc  (''ci-irc,  en  rrnuiliiranl  (Sg)  r,  par  77^-.' 

K  reslanl   lini  lors<|Uf  ni,   angnicnlc  indéliniment.   ('-elle  expression 
(•on\  ieni  au  cas  où  s  ^  -,. 

."».■».  La  valeur  de  1',  que  nous  venons  d'obtenir,'  correspond  au  cas 
où  le  contour  C  est  voisin  du  point  r  =  r,  (-). 

Le  cas  où  le  contour  C  est  voisin  du  [)oint  ;  =  ;^  (')  donne  lieu  à 
des  raisonnements  identiques  à  ceux  qui  ont  été  exposés  dans  les  Cha- 
pitres VIT,  VIII,  l\.  Les  extrémités  [3,  y  à\\  contour  C  (Jig-  8)  sont, 
dans  ce  cas,  plus  rapprocliées  de  l'origine  cpie  le  point  j^;  d'autre 
pail  les  inégalités  (52)'  remplacent  les  inégalités  (52).  Il  n'en  résulte 
|ias  de  modifications  essentielles. 

Kn  définitive,  la  valeur  de  I',  lorsque  le  contour  C'  est  voisin  du 
point  3  =  z.y,  s'obtient  en  remplaçant  ir,  par  z.,  dans  les  formules  ((ig) 
et(G8). 

XI.    —    Co^'CLL■slo^s. 

,">4.  Il  est  facile  niainlenant  de  conclure  la  valeur  de  I  dans  les  cas 
énuraérés  au  n"  *i(). 

1   et  I"  sont  en  ellet  de  la  forme 

i'  =  /<(;'(i') /'.(?'), 

I''  =  wfG"(i")9"'.(?"), 

C)  Se  reporter  au  n°  2. 
(  =  )  Se  reporter  au  11°  20. 


DÉVELOPPEMENT  APPROCHÉ  DE  LA  FONCTION  PERTURBATRICE.   4^' 

les  fonctions  G'  et  G"  restant  finies  lorsque  «(,  croit  iiidcfiniment; 
q'  et  ^"  étant  des  nombres  fixes;  E'  représentant,    suivant   les  cas, 
r,  OU  Zi\  ^"  représentant,  suivant  les  cas,  ^,  Z  ou  Z,. 
Cela  étant,  supposons 

I"  lo(i')!>!9(?")!.Ona 

^  .  tend  vers 

zéro  même  si  ç"  >  y'.  On  a  donc  asymptotic|uement  I  =  I'. 

2"  |ç)(^")|  >•  |o(E')].  On  a  asymptotiquement  1  =  1",  pour  le  même 
motif. 

Résumé. 

5o.   \ous  nous  proposons,  dans  ce  qui  suit,  de  résumer  tout  ce  qui 
est  essentiel  pour  déterminer  pratiquement  la  valeur  de  I. 
ÎVous  commencerons  par  rappeler  l'énoncé  du  problème. 

On  considère  deux  pJanètesV,  P,  se  moinant  dans  le  même  plan. 
V  décrit  une  orbite  elliptique  (m,  anomalie  excentrique  ;  r,  ray'on 
vecteur;  e^sinj/,  excentricité;  a,  demi  grand  axe;  C  anomalie 
moyenne^;  P,  décrit  une  orbite  circulaire  qui  enveloppe  Vorbite 
de  P  (a, ,  rayon  vecteur  et  demi  grand  axe;  v, ,  anomalie). 

On  se  propose,  m  et  m,  désignant  deux  entie/s  très  grands 
(/»,  ]>o),  de  trouver  la  valeur  asymptotique  des  coejjicients  de 

.     {m'C,  -\-  m ,  w,  )  dans  le  développement  de 

/fE''')/,(E''0 


[E,  base  des  logarit/i/nes  népériens  ;  /  =  ^  —  i  ;  /{E'"),  fonction  en- 
tière réelle  de  sinu  et  de  cosm;  /,  (E'^-^),  fonction  entiè/v  réelle  de 
sin'C(  et  cos'Ci  ;  A,  carré  de  la  distance  PP,  ;  .s  =  i,  |,  |,  . . .]. 

Le  coefficient  de  cos(wyJ^  +  "'i  ^i)  a  pour  valeur  la  partie  réelle,  et 
le  coefficient  de  sin(wÇ  +  /»,  "C,  )  est  égal  au  multiplicateur  de  —  \/ — i , 
dans  une  certaine  imaginaire  I,  (|ui  se  calcule  comme  on  va  l'indiquer. 
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Il  est  aisé  de  prévoir  que  ce  dernier  coefficient  est  nul,  lorsque  la  fonc- 
tion à  développer  provient  d'un  premier  développement  de  la  fonction 
perturbatrice  ordinaire  efTcctué  par  rapport  à  Tinclinaison. 

Il  convient,  pour  simplifier  l'exposition,  d'introduire  quelques  no- 
talions. 

56.   Posons 

'"1 
0'  =  iséc-'|,        0"=- ^séc^Aio"  — '|V        Ô"'=— iséc'^Goo  +  l)    ('); 

a 

a  =  —  <  I  ; 

,-=--î|îi(=-U„gi)(.-co.i); 

,.,(=,4^'(.— n-]""[=E-^'c-)]-". 

Faisons 


Pour  les  valeurs  qui  seront  substituées  à  :;,  dans  H(;),  l'argument 
du  facteur  (a^  —  /■-)''  s'oJHient  en  nuiltipliant  par  —s  l'argument  de 
d\  —  r"^  compris  entre  —  tt  et  -f-  t:. 

La  détermination  de  1/717  s'obtient  d'après  la  règle  suivante  :  si 
l'argument  w  de  :;  est  compris  entre  —701-1-7;  la  partie  réelle  du 
radical  est  positive;  si  7  <;  w<^  -^,  la  partie  imaginaire  du  radical  est 


(')  On  trouvera  plus  loin  une  Table  donnant  6',  0",  0'"  en  fonction  de  l'excen- 
tricité e  =:  sini]>. 

(^)  L'expression  entre  crochets,  écrite  après/,,  n'est  pas  un  facteur;  c'est  ce 
(|ue  l'on  doit  substituer  à  E'''  dans  la  fonction /,(  E'''). 
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positive  ;  si  ^  <^  co  <^  ^ ,  la   parlie   réelle  du  radical   est  négative;  si 

4  4 

-y-  <.  w  <[  ^,  la  partie  imaginaire  du  radical  est  négative. 

4  4 

Les  valeurs  Z,  Zj-  ou  Z^,-  qui  seront  substituées  à  z  dans  H(^)  annu- 
lent l'expression 

6sin^(^;-tang^)(^::-cot^y+2r(^^  +  cot^^; 

aussi  doit-on  faire  dans  H  (  -  ) 

^9(il_ ^__ 

'^  ^"^        OsimJ-^^  —  col- j  Ufc—  tang  M  H-  j  — col-    -I-  /i^-t-  2C0t^ 

Valeurs  de  Z,  Z,-,  Z_,-.  —  Si  0  <  0'"  ou  si  G"<  H  <  0',  on  aura  à  sub- 
stituer à  z,  dans  H(;),  la  valeur  réelle 

Z  =  cot- , 

2    V  ■ — I 

en  posant 

cosx.  =  -  0  (^ 3 ï  j      ,         o < ■/_<  1 8o"; 


^=- v~ 


•26cos4/  fr    n   .     7 
—    cos    uo°   ^-  '■ 


3  —  \^-^'     '    3 

Z  est  positif  lorsque  0  <  0'",  négatif  lorsque  G"  <  0  <  0'. 
Si  G"  <  G  <  G"  ou  si  0'  <  G  <  — ^-,  on  aura  à  substituer  à  :r,  dans 
H(z),  les  valeurs 

Z,  =  cot^     _    >        Z_,  =  l'imaginaire  conjuguée  de  Z,, 
en  posant 

I   — 20cOsJ/\-  f  :li— 


sin  2  ■/==--  ( 5 )  ,         tang ç  =  V tang/ , 


/i — 29cosil'       i  ,■ / T. r  T 

f  =  —  V/   5 ■     ■  r   +  V—  I  V  I  —  2G  COS'X  COt2C 

V  3  81112^  V  ¥  T  • 

Si  G  > -,  on  aura  à  substituer  à  z,  dans  H(g),  les  valeurs 

Z,-  =  cot  -     _    ;         Z_,  =  l'imaginaire  conjuguée  de  Z,, 
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rii  posaiil 

/2  0  COS  ll^  —  I 


col 


.       '•  =  V/ r cot2;  +  v-M/20cos-^-i^^^. 

Il  coiivicnl  de  rappeler,  pour  aeliover  de  dire  ce  (pii  se  rapporte  à  la 
l'onclion  H(:;),  que 

57.   ^^ous  aurons  aussi  à  considérer  la  fouclion 


Les  valeurs  de  r  que  Ton  aura  à  subsliluer  dans  celle  fouclion  sonl 


-I  —  —  ■■ — j^ >  :•■>  —  — 

Pour  ces  valeurs  de  z  le  facteur  élevé  à  la  puissance  .y  —  i  dans  'S.(z) 
a  une  valeur  réelle  et  positive. 

J^'e\i)ression  de  ^ — ^  est  la  suivante 


."Î8.  Ces  définitions  données,  voici  les  valeurs  de  I,  dans  tous  les  cas 
possibles,  en  appelant  £  une  quantité  de  la  forme  — >  K  restant  iini 
lorscpie  /«,  augmente  indéfiniment. 


(')  L'expression  entre  crochets,  écrite  après  y,,  n'est  pas  iiii  facteur;  c'est  ce 
i]iic  l'dii  doit  substituer  à  lî'''  dans  la  fonction /,  (E'''). 
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Tadleau  I. 

1"  Si  Z  >  I  ^2 1,  on  a 

I  =  H(Z)(.  +  i); 
2°  Si  Z<|;,|etsi|'^(Z)|>|-^(.%)|,  on  a 

I=:H(Z)(n-e); 
3"  Si  Z<|5,1  elsi  |'^(Z)|<|-^(-^2)|,on  a 

I=r(.-2)(i+0- 


6<6"'   \ 


6'"  <  9  <  I 


e"<e<e' 


4°  Si  |Z,|>|;2l,  on  a 

l  =  [H(Z,)+H(Z_,)](.  +  e); 

5"  Si  |Z,|.<|;;2|etsi  |o(Z,)|>|'^(..,)|,ona 
I  =  [H(Z,)+H(Z_,)]{.  +  E); 

6"  Si  1  Z,  I  <  I  z,  I  et  si  I  -.(Z,)  I  <  I  ■^(z,_)  |,  ou  a 

--  Si  |.%|<1Z|<1,^,  I,  ona 

I  =  H(Z)(i  +  0; 
8°  Si  IZ|>U,  I,  on  a 

l  =  3:(.-,)(i  +  0; 
f  9°  Si  IZ    <|  zj,  on  a 

I  =  r(.-2)(.  +  0- 

/   io°  Si  |Z,|<|..,|,oiia 

l  I  =  [H{Z,)4-H(Z_,)](i  +  0; 

j  II"  Si  |Z,|>|;,|etsi|ï(Z,)|>|-^(5,)h  on  a 

I=[H(Z,)+H(Z_,)](.  +  e); 
I   .2°  Si   |Z,|>|;,|etsi|-^(Z,)|<|'^(;,)|,  ona 
\  I  =  E(^,)(i  +  e)   ('). 

Lorsque  0  <;  o  et  a  <[  -,^  on  tombera  toujours,   suivant  la  valeur 
de  6,  dans  Tuu  des  cas  i",  4"?  7"- 


(')  Ces  e\pressions  sont  tirées  des  foi'raules  (3-),  (3-)',  d'une  part,  et,  dauti-e 
part,  des  formules  (38)",  (38)'",  (69),  en  observant  ce  qui  a  été  dit  au  n"  34. 


0>« 
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Lorsque  0  >  o  et  a  >  i,    on  tombera  toujours  dans  l'un  des  cas 
<S",   I  1"  on  12". 


Tableau 

II. 

Table  donnant 

la  valeur 

de — !— r,  0', 

2  COSlj/ 

0", 

0"'. 

(A 

rgiimciu  e 

=  sinij/). 

e. 

1 

V. 

6'. 

6'. 

e. 

I 

f»'. 

6". 

6"'. 

*  COS'j; 

•X  COS'I' 

o,oo 

o,5oo 

0, 

125 

—  I , 000 

—  1 

,000 

o,2l 

o,5i  1 

0, 

126 

—0,713   —1 

,490 

o,oi 

o,5oo 

0, 

125 

—0,983 

— 

,018 

0,22 

o,5i3 

0, 

126 

—  0,702   — 

,522 

0,02 

o,3oo 

0, 

125 

—0,966 

—  I 

,o35 

0,23 

o,5i4 

0, 

126 

—0,691   — 

,5.55 

o,o3 

0 ,  5oo 

0, 

r25 

—0,950 

—  1 

,o54 

0,24 

0 , 5 1 5 

0, 

126 

—0,681   — 

,589 

o,o4 

o,5oo 

0, 

125 

—0,934 

—  1 

,073 

0,25 

o,5i6 

0, 

126 

— 0,671   — ' 

,624 

o,o5 

o,5oi 

0, 

125 

-o.9'9 

— 

,092 

0,26 

o,5i8 

0, 

126 

— 0,661   — 

,661 

o ,  0() 

o,5oi 

0, 

120 

—0,903 

— 

,  1 12 

0,27 

0,519 

0, 

127 

—  0,6.'Ï2   — 

,698 

o ,  07 

o,5oi 

0, 

125 

-0,889 

— 

,  i33 

0,28 

0,521 

0, 

127 

—0,642  — 

.737 

0,08 

o,5o2 

0, 

125 

-0,874 

— 

,i53 

0,29 

0,522 

o-, 

127 

—0,633  — 

.777 

0,09 

o,5o2 

0 

125 

—0,860 

— 

,176 

o,3o 

0,524 

", 

127 

—0,624  — 

,819 

0,10 

0 ,  5o3 

0, 

125 

-o,846 

— 

.'9*^ 

o,3i 

0,526 

0, 

127 

— o,6i5  — 

1,862 

0,11 

0 ,  5o3 

0 

125 

—0,833 

— 

1 ,221 

0,32 

0,528 

0, 

127 

—0,606  — 

.907 

n,  13 

o,5o4 

0, 

125 

—0,819 

—  1 

,244 

0,33 

o,53o 

0, 

127 

-0,597  - 

,953 

o,i3 

o,5o4 

0 

125 

—0,806 

— 

,269 

0,34 

0,532 

0, 

128 

—0,588  —2,002 

o,i4 

o,5o5 

0 

125 

-0,794 

— 

[,293 

0,35 

0,534 

0, 

128 

— o,58o  — 

i,o52 

0 , 1 5 

o,5o6 

0 

125 

—0,782 

— 

>3i9 

o,36 

0,536 

0 

128 

—0,572  — 

2,I04 

0,16 

0,007 

0 

126 

-0,769 

— 

,346 

0,37 

0,538 

0 

128 

—0,564  — 

2,159 

cm; 

o,5o7 

0 

126 

—0,757 

— 

1 ,373 

o,38 

0,540 

0 

128 

-o,556  - 

J,2l5 

0,18 

o,3o8 

0, 

126 

—0,746 

~ 

,4oi 

0,39 

0,543 

0, 

128 

—0,548  - 

2,274 

o,'9 

0,509 

0, 

126 

—0,735 

— 

,43o 

o,4o 

0,545 

0, 

129 

—0,541  — 

2,335 

0,20 

o,3io 

0, 

126 

-0,724 

— 

,460 

Applications. 


Nos  formules  permettent  de  tenir  compte,  dans  le  calcul  d'une  iné- 
galité d'ordre  élevé,  de  l'excentricité  de  la  planète  intérieure  et  de 
rinclinaison  des  orbites;  elles  fournissent,  avec  une  faible  erreur  rela- 
tive, la  partie  du  coefficient  de  l'inégalité  (jui  est  indépendante  de 
l'excentricité  de  la  planète  extérieure.  Cette  partie,  il  est  vrai,  peut 
dilTérer  du  coefficient  exact,  parce  que  les  termes  qui  contiennent  en 
fadeur    rexcentricité    négligée   sonl     inullipli(''s  par  de   grands   fac- 
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leurs  (');  mais,  si  elle  est  notable,  il  y  a  des  chances  pour  que  l'iné- 
galité complète  ait  elle-même  une  valeur  sensible,  et  il  y  aura  lieu  de  la 
déterminer  par  les  méthodes  ordinaires. 

1°  Application  à  Mercure.  —  Proposons-nous  de  trouver  le  coef- 
ficient de  l'inégalité  de  la  longitude  moyenne  de  Mercure,  dont  l'ar- 
gument dépend  de  huit  fois  le  moyen  mouvement  de  Vénus  moins 
cinq  fois  celui  de  Mercure. 

Cette  inégalité  se  trouve  dans  les  Tables  de  Le  Verrier  (^Annales  de 
V Observatoire ,  t.  V)  qui  a  tenu  compte  seulement  de  l'excentricité  de 
Mercure.  D'après  Le  Verrier,  le  coefficient  de  la  fonction  perturbatrice, 
multiplié  par  le  demi  grand  axe  de  Vénus,  a  pour  valeur  —  (  i  ,8i5)  e', 
celui  de  l'inégalité  —  o",oo7  ou,  plus  exactement,  —  o",oo67  (p.  189, 
colonnes  a'R,  et  A,  ). 

Nous  avons  fait  le  calcul  de  nos  expressions  approchées,  en  tenant 
compte  seulement  de  l'excentricité  de  Mercure,  comme  Le  Verrier, 
c'est-à-dire  en  y  faisant 

Dans  le  cas  actuel  il  faut  prendre 

m  =  —5,         w,  =  H,         0=— 0,625,         c  =  sin^' =  o,2o5  G18. 

D'après  le  Tableau  II,  0  est  compris  entre  0'  et  6"  pour  c  =  o,2oj 

Il  faut  donc  choisir,  dans  le  Tableau  I,  entre  les  cas  7°,  8°  et  9"  et  à 

cet  effet  calculer  Z,  3,  et  z.,  =  — • 

-•1 
En  prenant 

a  =  distance  moyenne  de  Mercure  =  0,3870987, 
«,  ^  »  Vénus     =0,7233322, 

on  trouve 

Z=  — (o,i2io4),         j,  =  —  (0,92069); 

(  '  )    Voir  à  ce  sujet  une  Note  de  M.  Callandreau  {Comptes  rendus  du  5  septem- 
bre 1892). 

Journ.  de  Math.  {!^'  série),  tomeX.  —  Fasc.  IV,  1894.  t)0 
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les  nombres  étant  représentés  par  leurs  logarithmes  écrits  entre  paren- 
thèses. On  a  I  ^a  1  <  1Z|  <  1-,  |;  on  tombe  par  suite  dans  le  cas  7". 

On  trouve  successivement,  en  faisant  ^  —  Z  dans  les  formules  du 
n"  3G, 

(7,cSr255), 


«1 


(«■;-/•-)  -  =  (0,25962), 
=  (  I  ,o5  x3o), 


/ 


dr  =---(or>7J79). 

9"'.=-(2,i',77:^0- 

^  est  aflecté  du  signe  —,  parce  que  Z  est  réel  et  négatif  et  a,  par 
suilc,  -  pour  argument.  On  trouve  ensuite 

I=- (3,9944). 

Tel  est  le  coefficient  de  cos(8/'—  5/)  dans  le  développement  de  la 
fonction  perturbatrice.  Le  coefficient  de  sin(8/'  — 5/)  est  nul  puis- 
(pie  I  n'a  pas  de  partie  imaginaire,  ce  à  quoi  on  pouvait  s'attendre  en 
s'appuyant  sur  la  forme  de  l'argument  dans  le  développement  ordi- 
naire de  la  fonction  perturbatrice. 

L'inégalité  correspondante  op  a  pour  valeur,  en  appelant  pi,  la  masse 
de  la  planète  perturbatrice  qui  est  ici  Vénus  (logp.,  =  0,39394),  n  le 
moyen  mouvement  de  la  planète  troublée  (^Mercure),  «,  le  moyen 
mouvement  de  la  planète  perturbatrice  (Vénus), 


op  =  — 


3  a  IX,  m  I  •      ,        ;  ;     >  ,  I  \ 


en  prenant  pour  origine  des  longitudes  l'un  des  nœuds  des  orbites. 
Tout  calcul  fait  on  trouve 

op  =^—  o",oo84  sin(—  5/  +  8/,). 
(')    Foi/- TissEiiAND,  loc.  cit.,  Chap.  XI. 
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En  comparanl  le  coefficient  de  oz  à  celui  de  Le  Verrier,  on  voil  que 

Terreur  relative  du  résultat  est  ^-  ^  —■  L'approximation  est  saliî^fai- 

santé,  bien  que,  dans  le  cas  actuel,  le  nombre  /«ne  soit  pas  très  élevé. 
2"  Seconde  application  à  Mercure.  —  Imi  développant  en  fraction 

conlinuc  le  rapport  —  >  on  trouve  la  réduite  —  ■ 

Proposons-nous  de  cliercher  Tordre  de  jj;Tandeur  du  coefficient  de 
Tinégalilé  de  la  longitude  moyenne  de  Merciu'c  dont  l'argument  dé- 
pend de  vingt-trois  fois  le  moyen  mouvement  de  Vénus,  moins  m'uf 
fois  celui  de  Mercure. 

Cette  inégalité  a  été  considérée  par  ^L  Ne^vcomb  dans  son  étude 
sur  les  passages  de  Mercure  (Astronomical  Papers,  t.  I). 

Nous  négligerons  Texcentricité  de  Vénus  et  l'inclinaison  de  Torbile 
de  Mercure  sur  celle  de  Vénus  qui,  en  raison  de  leur  petitesse,  n'ap- 
portent vraisemblablement  pas  un  fort  appoint  à  la  partie  du  coeffi- 
cient qui  dépend  de  la  grande  excentricité  de  Mercure. 

Le  calcul  se  conduit  comme  pour  l'inégalité  d'argument  8/,  —  5/, 
en  partant  des  mêmes  données.  On  rentre  encore  dans  le  cas  7"  du 
Tableau  L 

On  trouve 

I  =  (b,723o) 
et 

Sp  =  o",oi;i  sin(23 /,  —()!). 

L'inégalité  est  donc  extrêmement  faible. 

3°  Application  à  Jupiter  et  à  Junon.  —  La  théorie  de  Junonaété 
entreprise  par  Damoiseau  (Co«/zaw.sartcc  ^/es  Temps,  i8_'i6  )  en  te- 
nant compte  de  l'action  de  Jupiter  et  de  Saturne  et  en  se  limitant, 
dans  les  approximations,  aux  quantités  du  5*  ordre. 

Nous  avons  reconnu  cpi'il  faudrait  calculer,  dans  une  théorie  pré- 
cise de  Junon,  une  inégalité  du  12*  ordre,  alîectant  la  longitude 
moyenne  de  cette  planète,  et  provenant  des  perturbations  de  son 
moyen  mouvement  causées  par  Jupiter.  L'argument  de  cette  inégalité 
est  19/,  —  7  /  (/,  longitude  moyenne  de  Jupiter,  /  longitude  movenne 
de  Junon,  comptées  à  partir  de  l'un  des  nœuds  des  orbites  ). 

Les  éléments  de  calcul  empruntés  à  V Annuaire  du  Bureau   des 
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Longitudes  sont  les  suivants  : 

l'oui-  Jupiter.  Puui'  Jiiiioii. 

/;,  =  tîgg'jia  84  h=:8i4")0766 

«,=5,202800  rt::=2,GG8256 

Masse  =  01,=:  — ; — ■  e  =:  0,257857 

1047,2 

On  a  d'ailleurs 

m  =  —  7,        /«,  =  ic),        0  =  —  —  =  —  o,3Gy  — 

On  reconnaît  que  l'on  tombe  encore  dans  le  cas  7"  du  Tableau  I. 
En  conduisant  le  calcul  comme  précédemment  et  tenant  compte 
seulement  de  rexccntricité  do  Junon,  on  trouve 

1  =  (7,5240) 
op  =  10", 7  sin(i9/,  —  -;  I). 

La  période  de  l'inégalité  est  de  235  ans. 

Le  coefiicicnt  serait  vraisemblablement  modifié  si  l'on  ne  négligeait 
pas  l'inclinaison  des  orbites  et  surtout  l'excentricité  de  Jupiter  qui  est 
notable. 


ADDITION  AL  MEMOIRE  PRECEDENT. 


Les  racines  de  l'équation  L(^)  =  o  ([7)  sont  données  (uS),  (19: 
par 

(.0)  ,  =  cotl^^^, 

\  /    J  21—1 

f  étant  définie  par  l'équation 

(^l)  t.-''  —  (l   —    2O  COS'})l'  -t-  2O  =:  O. 
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Nous  nous  proposons  de  déterminer  la  valeur  de  Z,  c'est-à-dire, 
lorsque  l'équation  U  =  o  a  toutes  ses  racines  réelles,  la  plus  petite 
racine  de  cette  équation  si  0  <;  o,  ou  la  racine  moyenne  si  0  >  o. 


Lorsque  ^^  croit  de   —  x.  k  —  i,      .;  décroît  de  cot  -  à      o, 

(72)     '1  id.  —  I  à  -I-  I ,  id.  o     à  —  :c, 

I  id.  -H  I  à  H-^,  id.  +x;àcot-- 

Supposons  d'abon/  0  <^  o. 

L'équation  (71),  dont  nous  supposons  les  racines  réelles,  est  vérifiée 
par 

/ 1  —  26  COS  i>  7 

-=        V 3 ^^°'3' 


(70)  <fo=  —  21/    5 ^COS[bo"—  :f 


,,    „      /r  —  aOcos'!*  /,.    „        7 

':.--Y  3 ^C0s(b0°  +  | 

en  posant 

(7/,)  cos-/=-0(^ 3 ^j     ,  o<-/XîP- 

T.,es  inégalités  o  <C  -^  <C  ^o"  entraînent  les  suivantes 

'",  >o>':<  >'■- 

I"  0  <C  0  ".  L  (;)  ^  o  a  ses  trois  racines  positives  :  la  plus  grande  est 
supérieure  à  cot  -  et  la  racine  Z  que  nous  nous  proposons  de  calculer 
est  la  plus  petite. 

Le  Tableau  (72)  montre  que  la  racine  plus  grande  cjue  cot  -  ne  peut 

être  donnée  que  par  c, ,  et  que  p.,  et  p,  sont  forcément  compris  entre 
—  I  et  —  x:,  sans  cjuoi  ces  paramètres  ne  fourniraient  pas  pour  ;  des 
valeurs  positives.  La  plus  petite  valeur  de  z  correspond  d'ailleurs  à  *„ 
qui  est  inférieur  à  c,  en  valeur  absolue. 

Il  faut  donc,  pour  avoir  Z,  substituer  dans  la  formule  (70)  le 
nombre  Vj. 
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2"  o  >  0  >  0  ".  IJ  (-)  ^  o  a  (k'iix  racines  négatives  el  une  racine  po- 
silive   supérieure  à  col  -•  La  racine  Z  que  nous  nous  proposons  de 

calculer  est  la  plus  petite. 

.4'  ,        ,        . 

La  racine  supérieure  a  cot  -  ne  peut  être  donnée  que  par  c,.  t.,  et  t^^ 

devant  donner  des  valeurs  négatives  pour  5,  ces  paramètres  sont  coni- 
|)ris  (■72)  entre  o  et  —  1 .  La  plus  petite  valeur  de  z  correspond  à  r.,  qui 
est  inférieur  en  valeur  absolue  à  ( ... 

[1  faut  donc  pour  avoir  Z  substituer  c,  dans  l'écpialion  {~o). 

Sitpposons,  en  sucond  lieu,  0'>  0  >■  o. 

L'équation  U(«)  =  o  a  deux  racines  négatives  et  une  racine  positive 

'\' 
comprise  entre  o  et  tang  -• 

La  racine  Z  (pie   nous  nous  proposons  de   calculer  est  la   racine 
moyenne. 

Les  racines  de  Féqualion  (71)  sont  encore  (73)  f,,"  <:,,  c.,,  en  posant 


cos-/_ 


_  .1 

=  —  0  f  ^ î  j       >  90"  <  ■/.  <  I  80". 


Les  inégalités 

3o"  <  I  <  (io" 
entraînent  les  suivantes 

•l 
La  racine  positive  de  U(-),  qui  est  inférieure  à  tang^»  ne  peut  être 

donnée  par  i\  qui  est  négatif  (7 '2). 

f ,  et  i>3  devant  donner  à  s  des  valeurs  négatives,  on  a  (72) 

La  racine  négative  de  U(:^),  la  plus  voisine  de  zéro,  est  donc  donnée 

par  «':, . 

Il  faut  donc  encore,  pour  avoir  Z,  substituer  le  nombre  c,  dans  l'é- 
quation (70). 

Ainsi  se  trouvent  établies  les  formules  ( 23),  (24),  (23  )  données  dans 

ce  Mémoire  sans  démonstration. 
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Sur  la   surface  de  Kinnmer; 
Pau     m.     Georges    HUMBERT. 


Des  fautes  d'impi'ession  (suppressions  d'accents)  ont  complètement 
défiguré  l'énoncé  d'une  proposition  que  j'ai  publiée  au  tome  IX 
(4'^  série,  p.  58)  de  ce  Journal,  relativement  à  la  surface  de  Ivumiuer. 
Voici  comment  le  théorème  doit  être  rétabli. 

Soient  1 ,  2,  3,  !\  et  i',  2',  3',  _V  deux  séries  de  quatre  caractères; 
désignons  par  a  un  caractère  quelconque  de  la  première  série, 
par  ji.  Y,  0  les  trois  autres,  par  y.'  un  caractère  de  la  seconde,  par 
p',  y',  0'  les  trois  autres. 

Les  seize  symboles  aa'  représenteront  les  seize  plans  si/ts'ulie/s, 
et  les  seize  symboles  {ot-oi.')  les  seize  points  singuliers  de  la  surface 
de  Kumnier,  de  telle  façon  : 

1°  Que  les  six  points  singuliers  contenus  dans  le  plan  aa'  soient 

^a3'),      (a^'),      (ao'),      (jïa' ),      (ya'),      (oa'j; 

2°  Que  les  six  plans  singuliers  passant  par  le  point  (aa')  soient 

a,3',  ay',         ao',  [ia',         ya',  oa'. 

Cet  algorithme  peut  être  étendu  aux  fonctions  thêta  abéliennes,  (hi 
premier  ordre,  de  genre  quelconque;  nous  ne  l'énoncerons  que  pour 
le  genre  trois,  mais  la  généralisation  est  évidente. 
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Soient  i,  2,  3,  4;  i',  2',  3',  4'i  ^'  i"?  2",  3",  4"  /'"O'-?  séries  de  quatre 
caractères;  les  soixante-quatre  symboles  tels  que  r  l'i"  représen- 
teront les  soixante-quatre  fonctions  ihèlci  normales  du  premier 
ordre,  de  genre  trois,  et  les  soixante-quatre  symboles  tels  que 
(ii'i")  représenteront  les  soixante-quatre  demi-périodes  de  ces 
fonùlions  de  telle  sorte  : 

1  "  Oue  les  vingt-huit  demi-périodes  annulant  une  fonction  t/iéta, 
telle  que  i  l'i",  soient  représentées  par  les  symboles  de  la  forme 
(a a' a")  où  les  chijfres  i,  i',  i"  figurent,  au  total,  un  nombre  ini- 
pair  de  fois; 

2°  Que  les  vingt-huit  fonctions  qui  s'annulent  pour  une  demi- 
période,  telle  que  (i  l'i),  soient  également  représentées  par  les 
symboles  aa'a",  dans  lesquels  les  chiffres  i,  i',  i"  figurent,  au 
total,  un  nombre  impair  de  fois. 
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Académie  des  Nuovi  Lincei  (  voir 

Nuovi  Lincei  ). 
Adams  (J.-C),  3,  II,  5,  69. 
Aimé,  1,  I,  335. 

.\IIégret.  3,  I.  2^1,  277;  III,  422. 
Amiot,  1,  VIII,  161;  X.  109;  XII, 

129. 
Ampère,  i,  I,  211. 
André  (  Désiré  ),  3,  V,  21,  i3i;  VI, 

27;  VII,  167,  283, 
Anglin,  4.  II,  iSg. 
Aoust  (l'abbé),  1.  XI,  184.  -    3, 

IX, -43. 

Appell  (P.),  3,  VIII,  173;  IX,  5; 

X,  407.  -  4,  I,   245,  III,  5;  V, 
36o;  VII,  1S7;  VIII,  187. 

Autonne  (  Léon),  4,  I,  43';  II, 
49;  m,  63;  IV,  177,  407. 

B 

Bach,  2,  VII,  49. 
Bachmann,  2,  X,  209. 
Barbier  (E.),  2,  V,  273. 
Bazin,  1,  XVI,  i45,  161;  XIX,  209, 

2l5. 

Berlin  (Académie  de),  2,  IX,  247. 

Bertrand  (  J.),  1,  IV.  495;  VI,  i4; 
VII.  35,55,  i65,  212,  2i5;  VIII, 
iio,  i55,  209 ;  IX,  117,  i33;  XI, 
379;  XII,  .2,,  343:  XIII,  73, 
80,  i85,  a3i,  423;  XIV,  1,  i23, 
XV,  332;  XVI,  212;  XVII,  121, 
175,  3g3.  —  2,  I,  379;  II,  ii3; 
IV,  427:  XI,  217.  —  3,  I,  i8i. 

Besge,  1,  VII,  5i6;  IX,  2C]4,  336; 

XI,  96,  445;  XIV,  3i;  XV,  247; 

xviii,  112,  168.  -  2,  III,  324, 

416;   IV,  72,    194;   V,  367;   VI, 

239;  VII,  250;  XI,  328. 
Bienaymé,   1,   XVII,    33;    XVIII, 

299.  —  2,  XII,  i58. 
Binet  (J.),  1,  II,  24S,  407;  IV,  79; 

V.3fii:VI,(ii,4',9,4i|5;Vl(I,3qi. 


Biver,  1,  XVIII,  ifig. 

Bjœrling,  1,  XVII,  454.    ~  2,  III, 

Blanchet,  1,  V,  1;  VI,  65;  VII,  i3, 
23;  IX,  73. 

Bnileaii,  2,  XIV,  3R.. 

Bonronipagni(oallhasar).2,  X,  81. 

Bonnet  (  Ossian  ),  1,  VI,  238  ;  VHI, 
73;  I\,  97,  ii3,  116,  217;  XIV, 
249,  4oi:  XVI,  191;  XVII,  265, 
3oi.  —  2  ,  V,  153.-3,111,207. 

Boole  (G.),  1,  XIII,  m. 

Borchardt.  1,  XII,  5o;  XIX,  369. 

Bouquet  (J.),  1,  XI,  125,  446- 

Bnur  (  Ed.),    1,    \X,    i85.    —    2, 

VIII,  e;  XI,  i33. 

Bourgct,  2,11,81;  111,47;  VI,  33. 

-  3,  VIII,  5i3. 
Bourgoin,  1,  XV,  71. 
Boussinesq  (.1.),  2,  XIII.  209,  3i3, 

340,  377,  435;  XIV,  265;  XV, 
267.  —  3,  III,  147;  IV,  335;  V, 
i63,  329;  VI,  89,  177;  VII,  147; 

IX,  273,  425. 

Brassinne  (E.),  1,  VII,  120;  VIII, 
46;  X,  194;  XI,  177;  XVI,  205, 
283.  —  2,  II,  145  ;  III,  236.  — 
3,  VII,  2i5. 

Bravais,  1,  VIII,  435;  XIV,  137, 
i4i;  XIX,  I.  —  2,  I,  44,  5i. 

Breton  du  Champ  (Paul).  1,  II, 
i33;  III,  488:  V.  120;  IX,  373; 
XI,  i53:  Mil,  281:  XX,  209.— 

2,  XI,  i85.-  III,  8y;  IV,  i53.  - 

3,  I,  81,  263;  II,  175;  III,  99, 

0  23. 

Breton    (Pliilippe),    1,    X,    43o  : 

XVII,  71). 
Brianchon,  1,  IV,  3i5. 
Brioschi  (Er.),  1,  XIX.  253. 
Briot,  1,  VII,7o;  X,368;  XI,  174. 

—  2,  XI,  .3o5;  XII,  i85;  XIII, 
3o4. 

Brisse  (Charles),  2,  XV,  281. 
Brisse  (G),  3,  I,  i4i. 

c 

Cabarl,  1,  IX,  175. 

Caligiiy,  1,  III,  209,  Î60,  624:  VI. 


I  S(|,  32 1;  VIII,  23;  XII,  73,  347: 
XIII,  1,1  ;  XV,  169,  255.  —  2, 
VII,  169;  XI,  223,  283,  4o5:  XII, 
49i  '-^o^,  209,  217;  XIII,  5,  43- 
i36,372;XIV,  332,339,422,435. 

I  Caqué,  1,  X,  379.  —  2,  IX,  i85. 

;  Caspary  (  F.),  4,  V,  73;  VI.  367. 

Catalan,  1,  II,  469;  III,  loi,  5oS; 

IV,  7,  91,  95,  320;  V,  iio,  264: 

VI,  74,'75,'8i.  340,  419;  VU,  I. 
2o3,  5ii;  VIII,  239:  IX,  161;  XI. 
212;  XII,  483;  XIX,  i32.  —  3, 

1,  209. 

Cauchv,  \,  II,   193,  4o6;  V,   i54. 

169, 'an;  VII,  338:  XI,  3i3. 
Cayley  (A.),  1,  IX,   285;   X,    102, 

242,  245,383,385;  XI,  291,297; 

XII,  23i;  XIII,  245,  264,   269, 

275;XIV,  4o;XV,35i;XIX,  igS. 

-2,  11,47;  VII,  -37. 
Cellerier,  1,  VIII,  245,  255.  —  4, 

VII,  109,  271. 
Chartier,  1,  XVIII,  201. 
Chasles,   1,  I,   187,   324;  H,  37, 

299,  388,  4i3;  III,  10,  102,  385; 
IV,  348;  V,  465;  VII,  272;  VIII, 
2i5;  X,  i56,  2o4  ;  XI,  5,  io5, 
120;  XII,  i,2i3;  XIII,  16;  XIX, 
366,  4i3;  XX,  3o5,  329.  —  2,  II, 
397;  V,  425. 
Clausius,  1,  XX,  63.  —  2,  III,  07: 

VII,  209:  X,  36i.  -  3,  IV,  63; 

VIII,  73. 
Clebsch,  2,  VIII,  297. 
Cockle,  2,  I,  383. 
Cohen-Stuart,  1,  XIII,  257. 
Collet  (J.),   3,   III,   6[;   IV,   3i5; 

IX,  237. 

Combes,  1,  II,  109  ;  IV,  243  ;  Mil, 

23. 

Combescure  (Edouard),  1,  XX, 

337.  —  3,  VII,  239. 
Copenhague  (Société  royale  de). 

2,  XII,  104. 

Coriolis,  1,  I,  5,  75;  II,  i3o,  229: 

III,  437. 
Gornaglia.  3,  VII,  289. 
Costc,  1,  VII,  1O9,  i8'). 
Cournot,  1,  III,  237.  —  2,  XI,  i33. 
Curtis.  2,  I,  223:  III,  79. 


JOURNAI.  DE  MATHÉMATIQUES  PURES  ET  APPLIQUÉES. 


D 

Darboux,  3,  II,  s^o,  291;  IV,  5, 
377.  -  4,  I,  4o3:  m,  oo5. 

Daru  (Napoléon).  1,  VII,  afifi. 

David.  3,  VI,  1S7;  MU,  61.  -  4, 
III.  53. 

Dawidoff,  3.  Mil.  389. 

Dolaunay,  1,  III,  35.^;  V,  38,  189. 
2b:>:  VI.  -jog,  309:  VIII,  2:',!;  IX. 

39.  —  2,  lii,  220;  X,  4»'. 

Desboves,  1,  \III,  SGg,  397. 
Despeyrous,  2,  I,  23i;  VI,  4'7;  X. 

55,  177;  XI,  19. 
DIdon,  2,  XIV,  23o. 
Dieu  (Th.),   1,   XIV,  3'|.-),  372.  - 

2,  M,   137. 
DisiH'l.  1,  XIII,  83. 
Dirichlet     {r-oir     I-ejuiinc-Uiri - 

cl.lil). 
Doibnia  (J.),  4,  M.  ^93. 
DonUin,  1,  XV,  297. 
Doslor.  3,  V.  2oS';  VI,  343. 
Diiliaincl,    1,    IV,    63,    2i4.    222: 

VIII,    ii3;   XIV,   49;   XV,   197; 

XIX,  112,  121,337.—  2,  I,  334. 
Du  Hays,  i,  VII,  192,  325,XV,-j4". 
Duhoiii  (P.),  4,  iv,  369;  V,  53; 

VIII,  269;  IX,  293;  X,  207. 
Duprc  (Alhanase),  1,  XI,  '|i;  XIII, 

333. 
Duvis  (\V.),  2.  XI,   iSH. 


Eisenslein,  1.  X,  445;  XVII.  473. 
Ellis  [voir  Robert  (LeslicEllis)]. 
Escary,  3,  V,  47- 


Kaà  de  Brimu,  1,  XV,  3(53;  XVII, 

190,  193  ;  XIX,  3o4. 
Farkas  ('jiilos),  3,  X,  ici. 
Favre  Rollin,  1,  I,  88,  339. 
Fcrriot,  1,  VII,  59. 
Fiedler  (W.),  3,  ÎV,  i4>. 
Finck,  1,  III,  493;   IX,  33^,  'n'c: 

X,  171. 
Flye  Sainte-Marie,  3,  III,  2i3. 
l-ranke  (J.),  3,  III.  4iâ. 
Frcnct,  1,  XVII,  437. 
Fuchs  (L.).   3.   II,   iJ8;   IV,   i2j. 


Galois  (Evariïte),  1,  XI,  38i. 
Gascheau,  1,  VI.  24':  VII.  i:>ii. 
Gauss,  1,  VI,  273:  VII.  273.  -  2, 

1,9- 
Genocchi  (Angelo),  1,  XIX.  281. 

-  2.  XI.  1-7. 


Genly,  3,  VII,  49:  VIII,  299. 
Germain  (M""  Sophie),  3,  VI,  sup- 
plément, 5, 
Gilbert  (G.).  4.  IV.  465. 
Gilbert  (Pli.).  2.  XXII,  87.        3. 

•x,  429. 

Giulio,  1,  IV.  386. 
Gordan  (  Paul),  4.  I,  45J. 
Gournerie  (do  la),  1,   XIV,  4 '7". 

XX.  145. —  2,  111,73;  VIII,  52; 

IX,   401;   X,   33;    XIV,   9,    103, 

420;  XV,   I. 
Coursât  (E.),  4,  III,  255. 
Gnuv,  3.  VIII,  335. 
(iriliet,  1.  X,  233;  XI,   104. 
(iuéranl.  1,  III,  483, 
Guibert,  1.  III,  :>5  ;  IV,  392;  VII, 

4 14. 

Gnieysse  (  Paul  ),  3,  I,  399. 
Guillioin  (voir  Sainl-Guilheni  )• 
Guillon,  1,  XI,  216. 
Gunlher  (  Sigisniond  ),  3,11,  33i. 
Gulzmer  (  August  ).  4,  VI,  4"5. 
Guyou,  3,  \,  69. 

II 

lladamard  (J.),  4.   Mil,  n.i;  IX, 

17F. 
Hall  (,\saph),3,  V,   .43. 
Halphen  (G.-H.),  3,  II,  87;  11,2^7, 

371;  V,  285.  -  4.  I,   m;  IV,   1; 

V,  5;  VI,  211. 

Ilaniy,  4,  VI,  6g;  X,  391. 

Hansen,  2.  III,  209. 

Haton   de   la   Goupillicre,  2,   I\, 

i83;  XI,  329;  XIII,  204.  —  3,  II. 

24,. 
Heine.  3.  II,  i55. 
Hermitc,   1,    IX,    353;    XIII,    i5; 

XIV,  21,  45i.  -  2.  III,  26,  37; 

VII,  25;  IX,  145,  289,  3i3. -3, 

VI,  5.  -  4,  I,  9. 
Hilbert  (David),  4.  IV,  >',9. 
Hirst,  2,  II,  385,  392. 
Holmgren,  1,  XVI,  186. 
Housel,  1,  I,  193;  III,  i53;  V,  129. 
Hugo  Gyidén.  3,  II.  'iii. 
Hugoniol  (H.),4,  III,  477;  I\,  1 53. 
Humbcrt  (G.),  4,  I,  347;  II,  239; 

III,  327;  IV,  129.  i33,  3i3;  V, 
81;  VI.  233,  423;  VII,  353;  IX. 
29.  36i;  X.  169,  473. 


I 

Ivory.  4.  II,  io5. 


JahlnnsUi  (E.  ).  3,  X.  147,  329.— 
4.  II.  'i'm:  VIII.  33,, 


Jae.obi,  1,1,  193;  II,  io5,  i46;  III. 
44,  60,   161;  V,  35o;   VI,  267; 

VII,  85;  VIII,  268,  502;  IX,  3i3; 
X,  229,  337,  435;  XI,  97,  237. 

341;  XII,  97;  XIII,  4i2.  XIV. 

181.  337;  XV,  .357. 
Jellell.  l.XII,  92;  XMII,  ifi3. 
.loacliimslhal.  1.  XIII.  4i5. 
Jonquiéres  (  de  ).  2,  I,  4";  H-  '''3. 

249,267;  111,53;  IV,  49,  81;  VI. 

ii3;  VII,  409;  VIII,  71;  X,  412. 
Jordan  (  Camille  ),  2,  XI,  io5, 110: 

XII,  io5,   109;   XIII,    m;   XIV, 

<39,  147.  -'3,1,  7,  II,  .77;  V, 

3'|5.  —  4,  IV,  349;  V,  345,  352; 

VIII,  69. 
.loubcrl,  1,  XIII,  2'|i. 
Jourdain.  2,  l\,  2o5. 
Joukovskv  (N.|,  3.  I\.   '117.  V'"' 

X,  97.  • 

Jullicn,  2,  I,  425. 
Klein  (  F.),  4,  IV.  169. 
Koble  (Gustaf),  4,  VIII,  385. 
Kœnigs  (G.),  4.  V,  32i. 
Kroneckcr,  1,XIX,  177,  279.  —  2, 

I,  385,  3g2.  396,  399;   III,  265; 

V,  289, 
Kununer.   1,   IV,   390;    XII.    i36. 

.85;  XVI,  377.  -  2,  V,  369. 

L 

La  Gournerie  (de)  [voir  Gournerie 
(de  la)]. 

Laguerre  (E.),  2,  XV,  igl.  — 
3,1,  199,  265;  II,  145 ;  IV,  2i3, 
247  ;  VI,  99  ;  IX,  95.  —  4,  I,  i35. 

Laisant,  3.  III,  325. 

Lalanne  (L.),  3,  V.  T07. 

Lamarle  (Ernest),  1,  XI,  129, 
254;  MI,  3o5.  —  2,  IV,  2',!. 

Lamé,  1,  I,  77;  II,  147:  HI,  5o5, 
552;  IV,  100,  126,  35i;  V,  195, 
3i3;M,  37;  VIII,  397,  5i5;  X'il, 
137,  172;  XVI,  171;  XIX,  5i, 

Laurent  (H.),  3,  I,  75,  373;  II. 
420;  IV,  225  ;  V,  249. 

Léaulé  (H.).  3,  VI,  2i5;  VII,  i85; 

IX,  245;  X,  367.  -4,  III,  465. 
Le  Besgue.  1,  I.  266  ;  II,  253,  337  "• 

III.  i'i3;  IV.  9,  60;  V,  42,  184. 

276,  348,  281;  VI,  17,  187;  VIII, 

49;   X,  3i6;  XI,   76,   33i,   336. 

338;  XII,   457,  497;  XV,   2i5; 

XVIII,  73;  XIX,  289,  334.  -  2. 

1,377,401;  11,149;  III,  ,391;  IV. 

io5,  336;  VII,  417. 
Le   Cordier    (Paul),    3,    X,   43, 

ii3,  281.  —  4,  I,  357. 
Lefort  (F.),  1,  XI,  142. 
Legebeke  (G.-J.),  3,   X,  log. 
Léger,  4,  I,   ig3. 


TABLE  GÉNÉRALE  DES  NOMS  D'AUTEURS. 


Lejeune-Dirichlet,  1,  IV,  i64, 
393;  V,  72;  IX,  345;  XII,  4-4- 

—  2,  I.  76,  80,  210,  353,  371; 
II,  57,  217,  273,  353,  373,  376; 
IV,  20g,  233,  367^  389,  4"'  ;  VU, 
a53. 

Lemmi  (Emile),  3,  II,  233. 

Lcsiie  [l'oir Robert  (LeslieEllis)]. 

Le  Verrier,  1,  V,r)5,  220;  VIII,  273. 

Lévy  (Lucien),  4,  VIII,  35i. 

Lévy  (Maurice),  3,  III,  219;  X. 
i5.  —  4,  IV,  207. 

Libri.  1,  I.  10. 

Lindelof,  4,  \,  117. 

Liouville  (E.).  1.  XI\,  i3c|,  409: 
XX,    io3. 

Liouville  (J.),  1,  I,  1,14,  33,  102, 
197,  2.Ï3,  2t)g.  278,  445;  II,  1, 
16,  56,  I07,  i35,  206,  220,  245, 
4i8,  439,  483;  III,  1,  20,  3i, 
255,  337,  342,  35o,  435,  323, 
56i;  IV,  I,  169,  225,  317,  423. 
483,  493,  Soi;  V,  3i,  3.'|,  192, 
193,  2S0,  3i  1,  35i,  35().  36o,  44'  ; 

VI,  I,  36,  69,  345,  448;  VII, 
MO,    i34,    160,    i63,    lyo,    268; 

VII,  265,  36o,  391,  5o2,  5o7,  5i3  ; 
IX,  337,  35o.  4"',  4^5;  X,  169, 
222,  290,  293,  327,  456,  466;  XI, 
21,  8;,  217,  261,  345,  458,  462, 
464,  466;  XII,  68,  95,  255,  265, 
2gi,  4^0)  XIII,  34,  172,  ,220; 
XIV,  225,  257;  XV,  io3;  XVI. 
6,  i3o,  i33,  241:  XVII,  3i,  340, 
391,  448.  '178;  XVIII,  71;  XI\, 
i5i,  095;  XX,  1 15,  i33,  i35,  137, 
1(3,  157.161,164,201,203,395. 

—  2.  I,  V,  I,  7,  82,  190,  aSo, 
248,  289.  295,  297,  345,  349,  35i. 

421,  44Sî  II,  47)  -^^^  ''o,  i4i. 

2'|4,  277,  279,  280,  35i,  377,  395. 
4o8,  409,  413,424,  425, 4.33;  III, 
I,  63,  69,  84,  143,  193,  20X,  241, 
273,  325,  357;  IV,  I,  4/1  73, 
m,  i55,  ipS,  271,  281  329;  V, 
I,  io3,  ng,  127,  iSg,  i4i,  143, 
367,  26g,  287,  3oo,  3oi,  3o3, 
3o5,  3og,  3 II,  387,  389,  391,  455, 
475:  VI,  I,  7,  28,  3i,  55,  93, 
97,  loi,  io3,  io5,  107,  log,  i35, 
147,  i5o,  i85,  187,  189,  191. 
igj  195,  197,  igg,  201,  2o3,  200. 
207,  219,  225,  233,  32',,  3«g,  409, 
44o;  VII,  I,  5,  g,  i3,  17,  19,  21, 
23,  4i,  44,  62,  65,  69,  73,  77, 
99,  io3,  io5,  109,  n3,  117,  (36, 
143,  145,  148,  i5o,  i53,  i55. 
157,  161,  i65,  201,  2o5,  246,  249, 
375,  407,  421:  VIII,  73,85,  102, 
loî,  ii5,  120,  124,  129,  i3'(, 
137.  i4i.  161.  169,  173,  177,  179. 
t8 '.-    ifi5,    189,    ig3.    ?o5,    209. 


214,   219,   225,   227  229,  239,  241, 

243,  249^  253,  255,  296,  3o8,  3i  1. 
341,  347;  IX,  1,  i3,  17,  23,  84. 
89,  io5,   1 15,  119,  123,  i35,  137, 

160,  161,  175,  181,  i83,  223,  249, 
257,  273,  281,  296,  299,  321,  389, 
421;  X,  I,  9,  i4,  21,  ^3,  4g,  65, 
71,  73,  77,    i35,    145,    i5i,  i55, 

161,  169,  2o3,  234,  281,  285. 
289,  293,  295,  35g;  XI,  i,  3g, 
4i,  io3,  i3i,  i()i,  211,221,280; 
XII,  47,  98;  Xill,  i;XIV,  1,7, 
260.  263.  298,  3o2,  359;  XV,  7. 
i33. 

Liouville  (R.).  4,  X.  2S7. 
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